n+Up-U,2

Un
positive. Aprés, puisqu’on veut démontrer que la suite U se comporte comme /n, alors il raisonnable de penser que cette
suite U est croissante.

n . s . .
Up=1. Up1=1+ T Donc Up+1 - Up = . Pour commencer, on montre aisément que cette suite est strictement
n

Donc on pose la propriété P, ="n + U, — U2 > 0", de fagon 2 assurer que Upsi - Up 2 0.

DucouponaPuni=‘n+1+4 Uy — (Upyq)? = 0"

n (1 n)z_(n+1)UnZ—nUn—n2

U, U, (Un)?

n+14+Up;— Ups)?=n+1+1+ g
n

On ne retrouve pas au numérateur 'expressionn + U, — Unz.

On pose donc Qu="(n+ 1)U,> —nU, —n%2>0".
Il faut que Q, soit vraie pour que P,.1 soit vraie.
Du coup ona Que1 = “(n + 2)Upy1? — M+ 1)Upy; — (n+ 1)2 > 0",

n| (n+3)Un+n(n+2)—(n+2)Un2 ]
(Up)?

(m+2)Up> =+ DUpyy — (n+1)2 =

Comme (n+3)>(n+2)alors:

nm+2)[ Uy +n—-U,% ]
(Un)?
2

M+ 2)Up’ —(+ DU —(n+ 12>

Au numérateur, on retrouve, au facteur n(n+2) pres, 'expression U, +n—U,
Donc il faut que P, soit vraie pour que Qn.1 soit vraie.
Reste a vérifier que Po et Qo sont vraies.
Po="04+Uy;—Up?>0" et Q="(0+1Uy>-0Uy—0%2>0".
Comme Up = 1 alors on voit que Py et Qo sont vraies.
On vient de démontrer par récurrence que, pour toutn =0 :
n+U,-U,2>0

(n+1U,2—nU, —n?>=>0

1+V/1+4n

La seule racine strictement positive du trinome -x*+x+n est

1+/1+4n

Commen+ U, — U, > 0,il fautque U, < >

pour toutn = 0.

n 1+y5+4n

La seule racine positive ou nulle du trinome (n+1)x*-nx-n? est "y >

1+/5+4n <u

> n pour toutn = 0.

Comme (n + 1)U,% — nU, —n? > 0, il faut que %

L1+\/5+4n <y < 1+/1+4n
2 — n—= 2 )

Au final on a démontré que, pour toutn =0, : —

14+v1+4n 1 1
se comporte comme > + \/ﬁ +—

8vn

On en déduit aisément le comportement a I'infini demandé. Par exemple :



