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Probléme 1
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2.

Définition 0.1 On appelle transvection de E tout automorphisme T de E différent de idg
possédant les propriétés suivantes :
Py : 1l existe un hyperplan H de E tel que Vx € H, T (x) = z,

P, :VxeFE, T(x)—x€H.
1. (a) Montrer que pour tout hyperplan H de E, il existe une forme linéaire ¢ sur E telle
que H = Ker(¢).
(b) Que peut-on dire de deux formes linéaires définissant le méme hyperplan ?

(c) Soient Hj et Hy deux hyperplans de E distincts,
montrer que Hy + Hy = E, puis calculer dim(Hy N Hy).
2. Soit T une transvection de E,
(a) Montrer que 'hyperplan H associé a 7 est unique. (Indication : raisonner par

labsurde en prenant H et H' tels que H # H' et considérer H+ H' = E).
*H est appelé hyperplan de transvection de 7.

(b) Montrer que Ker(7 — idg) = H, puis en déduire qu’il existe une droite D telle
que :
Py: VeeE, T(x)—xzeD.

(c) Si ¢ est une forme linéaire définissant H, déterminer un vecteur v de E tel que
Py: VYzeE, T(z)=z+¢(x)u.

(d) Réciproquement, montrer que si ¢ est une forme linéaire non nulle de E et
u € Ker(®) {0g}, alors T : E — E, v — T (z) = x + ®(x).u est une transvection
de E. Déterminer son hyperplan et sa droite.

(e) Soit H = Ker(®) un hyperplan de E. On note T(H) l'ensemble de toutes les
transvections sur £ d’hyperplan H et G = T(H) U {idg}.

i. Montrer que (G,0) est un groupe ou plutdt sous-groupe de (Aut(FE),o) ou
Aut(E) = GL(E).
ii. Soit £ : (H,+) = (G,0), u—~T,ouT,: E— E, z— T,(z) =z + ®(x).u.
Montrer que .Z est un isomorphisme de groupe, et que (G, o) est abélien.
3. (a) Soit U une involution de E, cest a dire U € £ (F) et U? = idp.
On pose E1(U) = Ker(U —idg) et E_1(U) = Ker(U +idEg).



i. Montrer que £ = E1(U) @ E_1(U)
ii. Dans cette question, on suppose que dim(E7(U)) = 1.

A. Soit a € E tel que E1(U) = R.a. Montrer qu’il existe ¢ € Z(F,R) une
forme linéaire de E telle que Ker(¢) = E_1(U) et p(a) = 2.

B. En déduire qu’il existe a € E et ¢ € L (E,R) tels que Vo € E, U(x) =
—z + p(x).a.

C. Soit V une autre involution de E telle que E1(U) = E1(V).
*Montrer qu’il existe ¢ € Z(E,R) telle que Vx € E, V(z) = —z + ¢(z).a.
*En déduire que U oV est une transvection.

(b) i. Soit une transvection 7 et o € Aut(E) un automorphisme de E.
Montrer que o o T o o' est une transvection, puis déterminer son hyperplan
H et sa droite D.

ii. Prouver que si 71 et T3 sont deux transvections, alors il existe o € Aut(E) tel
que To,=c00T 00!

Probléme 2
On considére l'espace vectoriel C[X] ainsi le sous-ensemble C,,[X] des polynémes de degré
inférieur ou égal & n avec n € N*.

1. Montrer que C,[X]| est un sous-espace vectoriel de C[X]. Que peut-on en déduire?

2. Montrer que 'application D : C[X] — C[X]| définie par :
VP e C[X]|, D'(P)= P : ladérivée de P

est linéaire.

3. Soit B, ={U, : p€{0,1,...,n}} la base de C,[X] formée par les polynémes
U,=XP(1—X)"? ot pe{0,1,...,n}.

P
(a) Rappeler la formule du binéme (a+b)?, puis montrer que 1 = Z C’;prk(l - X)k.
k=0

P
_ N !
(b) Montrer que V0 < p <n,on a X" P = E C];Un,k, ou C]; = m.
k=0

(c) Soit B = {1,X,X?,..., X"} la base canonique de C,[X], déterminer la matrice
de passage T de B a B,. Exprimer la matrice T lorsque n = 2, puis calculer la
matrice inverse 71,

4. On consideére lapplication 8 qui & tout élément @) € C[X] associe le polynéme
s =>a(?)ar,
p=0

(a) Montrer que S est une application linéaire de C[X] dans C,[X].
(b) Montrer que (1) = 1.



Montrer que VO < p < n, on a

X(1-X) D
——=DU,) = =U, — XU,.

o (Up) n P P
Traiter les cas p =0 et p = n a part.

Montrer, en utilisant la linéarité de 'application D, que :

WheN : DEED) =3 (g)kch(Up)

k=0
Déduire, en utilisant 4-a), que : Vk € N on a

=B p () = poc) - xp(xt)

Soit Q = Z M XE montrer que B(XQ) = Z AeB(XEFL).

Déduire, grace a la linéarité de D et 3, et d apres ce qui précede que :

X(1-X)

n

vQ e C[X] B(XQ) = D(B(Q)) + XB(Q)

(c) Calculer B(X) et B(X?).

Probléme 3
Soient P = X3 — X —1et Q = X3 + X? — 1 deux polynémes.

) Soit B =a, X" +a, 1 X" 1 +...+ a1 X +ap € Z[X].

1.

Montrer que si un nombre rationel g €Q, (p e N, qge Z* p et g sont premiers
entre eux), est une racine de B, alors :

anp" + an_1p" g+ ...+ a1pg" 4+ apg™ = 0.

2. En déduire que p divise ag et g divise a,.

3. Déduire de ce qui précede que les polyndémes P et () ne possédent aucune racine

dans Q.

IT) Par la suite, on désigne par w 'unique racine réelle de P.

1.

En utilisant le fait que w ¢ Q, montrer que P n’est pas divisible par aucun polynéme
non constant de Q[X| de degré < 2.

. Soit D = roX? 4+ 71X + 79 € Q[X] un polynéme de degré 2. On suppose que w est

une racine de D.

r2

C WS = — _T1,,2 _
a. Montrer que : w° =w+ 1= ww 2

Ww.

b. En déduire que ry # 0 et que 72 + 2 = [ et 2 = 2. (Indication : pour cela

écrire w? de deuz facons différentes).

c. Montrer que ;—(1) est alors une racine de @), et en déduire que w ne peut étre
une racine de D.



3. Déduire de ce qui précede que P est premier, dans R[X], avec tout polyndéme de
Q[X] de degré 1 ou 2.

4. Montrer que les nombres réels 1, w et w? sont linéairement indépendants dans R
considéré comme espace vectoriel sur Q.

5. On désigne par F' ’ensemble des nombres réels de la forme R(w) ot R(X) est un
polynéme de Q[X]|; F = {R(w) /R(X) € Q[X]}.

a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R considéré comme espace vec-
toriel sur Q.

b. Montrer par récurrence sur n que :
VneN, 3g,q1,q2 € Q tel que w" = qo+ qw + ¢’

c. En déduire que {1,w,w?} est une base du sous-espace vectoriel F.



