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Exercice 1

On considère la matrice :

A :=

 4 1 −1
2 5 −2
1 1 2

 .

Donner l’expression de An pour tout n ∈ N.

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel de dimension n, et ϕ : E → E un endomorphisme de E.

1. Montrer que
ϕ2 = 0 ⇐⇒ Im ϕ ⊂ ker ϕ.

2. On suppose que ϕ2 = 0.

(a) Déterminer l’ensemble des valeurs propres de ϕ.
(b) On suppose que ϕ est diagonalisable. Déterminer ϕ.

3. On suppose dorénavant que ϕ2 = 0, et que ϕ n’est pas diagonalisable.

(a) Montrer que rg(ϕ) ≤ n/2. À quelle condition a-t-on Im ϕ = ker ϕ ?
(b) Soit F un supplémentaire de ker ϕ, et (e1, . . . , ep) une base de F .

i. Montrer que (e1, . . . , ep, ϕ(e1), . . . , ϕ(ep)) est une famille libre.
ii. Compléter cette famille en une base de E, à l’aide de vecteurs de ker ϕ (on

précisera bien comment l’on choisit ces vecteurs).
iii. Écrire la matrice de ϕ dans cette base.

4. Application :
On considère ϕ l’endomorphisme de R4 dont la matrice dans la base canonique est :

A =


3 2 −3 1
−6 −4 6 −2
3 1 3 −1
12 5 6 −2


(a) Montrer que ϕ2 = 0.
(b) Déterminer une base de vecteurs dans laquelle la matrice de ϕ est de la forme

obtenue en 3(b)iii, et donner cette matrice.

il suffit de faire A^2=A*A
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