Mines MP 2004 : Premiere Composition

Calcul d’une intégrale

1. ¢ est bien définie sur R*. Lorsque ¢ tend vers 0, arctant ~ t et ¢™ — 1 ~ 7wt donc ¢(t) tend vers 1/7.

’90 se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1/7 ‘

e7r15

mw(t) o 9 est la fonction de I’énoncé. ' (t) est

2. ¢ est de classe C! sur D, de dérivée ¢'(t) =

du signe de ¥(t).

1— e—ﬂ't
_m[ﬂ(l +1%) +2t] < 0 sur D. ¢ est
ainsi strictement décroissante sur D et de limite 0 en 0, donc elle est strictement négative sur D et ¢’
aussi.

Etudions les variations de 1 : ¢ est C! sur D et ¢/(t) =

¢ est donc strictement décroissante sur D et de limite 1/7 en O :

sup(t) =1/7 .
D

3. ¢ est continue sur D.
Elle se prolonge par continuité en 0 donc elle est intégrable sur ]0,1].

uand t tend vers 400, p(t) ~ T e~ donc o(t) = o(1/?) done ¢ est intégrable sur [1,+oo].
2 D) 2 2

@ est ainsi intégrable sur D :

I'intégrale I existe. ‘

—nt

e
——  arctant.
—t

4. Vte D <,0(t):176

e—ﬂ't

> &)
1—ent Z et et p(t) = kz e Fm arctant.
k=1 =1

Il s’agit d’une série de fonctions continues et positives sur D dont la somme ¢ est intégrable sur D.
o0

Puisque e™™ € [0, 1] ,

e—kﬂ't
0

Donc (théoreme de convergence monotone appliqué aux séries) chaque intégrale arctan tdt

o) o0
existe (ce qui est d’ailleurs immédiat), la série / e~ k7t arctan tdt converge, et I en est la somme.
k=1Jo

En résumé, on peut intégrer terme a terme :

00 0o
=3 / e~ Fmt arctan tdt
k=1Jo

Intégrons par parties :

o) ekt x 1 X e—kmt
/0 e~k arctan tdt = )}E»nm([ 0 arctant| + H/o mdt)

Le crochet a pour limite 0 en 400 donc toutes les limites existent :
o0 1 oo —kmt
/ e Pt arctan tdt =
0

e
On conclut :

— —=dt.
]fﬂ' 0 1 +t2

x 1 [o'e) e—kﬂ't

= — —dt
kzz:l k'ﬂ'/o 1 + t2




11

e—wt
P t) € R? t) = au(t) = :
5. Posons, pour (z,t) € R, a(z,t) = ay(t) 1+ 2

Pour tout x réel, a,, € C(Ry,Ry).
Pour z < 0, tlim 0 (t) = 400 donc o, est non intégrable sur Ry et f(x) n’est pas défini.
— 00

Pour z > 0,0 < a,(t) < 5 donc a, est intégrable sur Ry, f(z) est défini.

1+t

’Le domaine de définition de f est Ry ‘

1
a € C(Ry xRy, R) et oz, t)| < B(t) = [ 2vee {3 continue intégrable sur R indépendante de x.
Dans ces conditions :

’ f est continue sur R ‘

Enfin 0 < f(z) < / e "'dt = 1/x donc :
0

lim f(z) =0
r—00
6. Soit [a,b] un segment inclus dans R’ .
da —te™® 9« t2e—t
« admet des dérivées partielles —(z,t) = —— et — (x,t) = ——— toutes deux continues, ainsi
P ax(’) 1+¢2 81:2(’) 1+¢2

que o sur R} x Ry.
Chacune d’elles satisfait sur [a, b] & une hypothese de domination par une fonction intégrable sur Ry :

2
o] < et 192 0, 1)] < b et |2 % (2, 0] < B2~ (par exemple).
X X

Le théoreme de Leibniz s’applique :

[ est de classe C? sur R} et f’ et f” se calculent en dérivant sous l'intégrale.

00 t2671’t
En particulier f"(z) = / ——dt d’out :
o 1+t

" (x)+ f(z) = /Oooe_”tdt =1/z.

D’une part, lim
p 7X—>OO X

cost
D’autre part, t — —— est intégrable sur [a, +oo[ (continue et dominée par 1/t2).

t2
Donc :

Xlim S(X) existe. Il en est de méme pour Xlim C(X).

8. L’équation homogene y” + y = 0 admet (cos, sin) pour systéme fondamental de solutions.

La méthode de variation des constantes donne les solutions de y” +y = 1/x sous la forme A(zx) cosx +
B(z)sinz ot A et B sont C! avec A'(x)cosz + B'(z)sinz = 0 et —A'(x)sinx + B'(z)cosz = 1/z.

1 1
Donc A'(x) = ——sinz et B'(x) = —cosz, dout A(z) = g(z) + C et B(x) = —h(z) + D, C et D
x x

constantes réelles.

La solution générale de y” +y = 1/x est  — g(z) cosz — h(z)sinz + C cosz 4+ Dsinz, (C, D) € R%




9. f est de la forme précédente et, de plus, lim f(z) =0

10.

11.

Or lim g(z) = lim h(x) = 0. cos et sin étant bornées, lim (g(x)cosx — h(z)sinz) = 0.
Le couple (C, D) associé & f vérifie donc lim (C'cosz + Dsinz) = 0.

T—00
Avec x = 2n7 puis x = 2nw + 7/2, il vient C' = D = 0.

00 1 t _ (tsi 00 i
Donc f(z) = g(x) cosx — h(x)sinz = / SR T - COSTRINT gt = / M
z xr

Les changements de variable affines u — ¢ = w4+ « puis v — v = 2v (x > 0) donnent alors les

expressions demandées :
fo) = | L / Tsin(an)
0o Utz o 14w

dt.

111
La question 4. a montré : [ = ) —f(kﬂ')
k=1 km
o0 oo k
On vient de voir que f(k7r) = /0 ;f:ﬂdu = /0 S;I_l’_ ;dv (par v — u = kv).
> *sin ku

du.

I:
k;lmr 0o u+T

i) Commengons par une intégration par parties :

/oo sin kudu ~ lim ([7 cos ku }X B /X cos ku du).
0 u+m X o0 k(m+u)'0 o k(m+u)?
Les limites existent pour des raisons déja rencontrées :
*sin ku 1 °° cosku
du = — — ——du
0o u+m km o k(m+u)?

o0 1 < cosku
d I= - du).
onc kzz:l(kQWQ / 7Tk;2(7r T u)2 u)

o0

On sait que cette série converge et Z aussi. Donc on peut écrire :

k22

1 <1 cos ku
I:ﬁ;l? Z/ k:27r+u

ii) Pour obtenir le résultat demandé, on utilise le théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle

cos k:u
quelconque pour la série de fonctions Z wr(u
k>1 B2 (7 +u)? i>1

1 1

Chaque fonction ¢y, est continue sur Ry, et intégrable sur Ry car |¢g(u)| < W (r 1 a2 = O(ﬁ)

o0
La série Y ¢g(u) est convergente pour tout u € Ry car |¢g(u)| < 1/k*m? et cette majoration établit
k>1
méme la convergence normale sur R, . Chaque fonction ¢; étant continue sur R, il en est de méme
de la somme S de la série.

Enfin /0 lok(u)|du < /0 162(777111/)2 = donc la série kgl ; |k (u)|du converge.

Dans ces conditions, S est intégrable sur Ry et / S(u)du =Y / o (u)du.
0 =1Jo

I devient donc :

1 w1 1 [ 1 =\ cos ku
I=— — - = d
2 I; k2 7T/O (7T+u)2(k:1 k2 Jdu




71.2

12. La définition de G est cohérente avec la 2m-périodicité requise car G(27) = 5= G(0).
La restriction de G au segment [0, 27| est continue (car polynomiale), ce qui assure la continuité de G
sur R.
De plus, la restriction de G a chaque segment [2k7,2(k + 1)7] est de classe C!, donc G est C! par
morceaux sur R.
Ces propriétés assurent (théoreme de convergence normale) que la série de Fourier de G est normalement
convergente sur R et que G en est la somme.

7.(.2

1
Pour z € [0,27] , G(x) = e 133(277—30) , dou G(2m—x) = G(x) et par 2r-périodicité G(—z) = G(x).

Les deux membres étant 2m-périodiques, cette égalité sur [0, 27| entraine 1’égalité sur R :

Par suite, les coefficients b, (G) sont nuls.
2 (T 2% wx 7 2 2 w3

e I e AR PV G I

a0(G) 71'/0(4 y Tl T )0

92 ™ 2 2
Pour n > 1, a,(G) = f/ (gL Iy 71-—)cosmcdav.
0

71' 4 2 6
. 2 Mz 7w, .
Par parties : a,(G) = —— [ (= — =)sinnzdz (le crochet est nul).
™ Jo 2 2
L 2 x w.cosnz]” 2 [T 1lcosnz
Par parties & nouveau : a,(G) = —— | — (= — <) — [ —= dz
™ 2 2" n |, mnjy 2 n

1
Et finalement a,(G) = —  (I'intégrale est nulle).
n

. . cos nx
La série de Fourier de G est donc Y

n>1 n?
On a déja dit que G en est la somme :

(on constate bien, comme prévu, sa convergence normale).

VeeR G(z)= Y, COS;%C.
n=1 n
22 mxr 7w
13. On vient de justifier que Vx € [0,27] T(x) = G(z) = x5 + r
En particulier, pour x =0 :
x 1 w2
Zw "6

14. Par translation sur la variable et 27w-périodicité de G :

2(k+1)w 2
e [ TG,
. (7 +u) o (m+2km+u)

. . u—m G(u) 2 m u—
P t 5 sur [0,27] , G'(u) = tap = |- —— P Ta—
ar parties, puisque, sur [0,27] , G’ (u) 5 ag [ gy +UL —|—/0 30r + 2hr +u) u
En écrivant uw — 7 = w + 2km + u — (27 + 2kn) :
oy 1 1 " /2“ 2m +2km
ST k1 2%k+3 ")y 2t 2krruw)
Et finalement :
T, 1 1 2k +3
- - —(k+ 17l .
=51 args) T TG
15. L’existence de /OO L (i o8 ku)du garantit la convergence de la série ) aj et 1’égalité
. X v K :
o (m+u)? = K k>0

(oo}

o) e 1 cos ku
Zak:/o (7r+u)2(z 2 )du.

k=0 k=1




16.

17.

S 7-‘-2
Avec le calcul de — = — , I'expression de I obtenue au 11. se transforme donc en :
n

n=1
1 & 1 1 & (n, 1 1 2k + 3
1 E ~(k+ Dl .
W; ~ % wkZ<6(2k+1 i3t (+)”n(2k+1))
1 1
+

[=p}

1
=5
i(

T 3) = 1 (série télescopique), donc :
0 2k +3 [

I'=>(—1+(k+1)In( )) et cette série converge comme Y ay.
Pt 2k +1 k>0

N
n [T@Cn+1)"
N=1 /2 3 i
Soit donc Ex = exp(Iy) =e N [] (2n+ 1) = e_NN _11 .
n=0
2N + 1)V
En simplifiant : By = ’N%.
1T 2n+1)
n=0

2N)!  (2N)! Vv 2VNI@2N + )N
2.4...2N) 2NN! (2N)! '
Avec la formule de Stirling :  N! ~o V2rNNYe™™ et (2N)! ~o VATN(2N)*Ne 2N,

1 2N+ 1 1\~
vz eny -l
Comme lim (1 + L)2N = e, on obtient lim Ey = \/E.
Neo 2N Noo 2
I =lim Iy = lim In(Ey) donc :
Noo Noo

donc Eny = e~

Le dénominateur est 1.3.5...(2N — 1) =

D’ou EN ~ oo

1

1 B 1 1 1 1
e2mt —1 (e —1)(em +1) 2\em—1 emt+1)
1
Deés lors, les intégrabilités étant acquises; J = 5([ —K)donc K =1-2J.

Avec la valeur fournie pour J :

1




