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Question 1 (6 points)
Soient Y71,..., Yy, n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid), dont la

fonction de densité est donnée par :

(%i)e‘?‘f/e , y>0
fly:0) = ;

0 , ailleurs

1. Montrez que I'estimateur de maximum de vraisemblance de 6 associé a cette distribution est
donné par :

. "y?

Oy =) _ —.

< n
i=1

2. Sachant que E[Y2] = 0 et Var[V;2] = 62, vérifiez si I'estimateur Gy est :
— sans biais
— convergent
— efficace.
Pour chacune des propriétés, commencez par définir le concept. Ensuite, justifiez chacune

des étapes de votre raisonnement.

3. Enoncez le théoréeme vu en cours qui permet de déterminer la distribution limite (lorsque

n — 00) de fury =0
\/E

Donnez le nom de cette distribution limite ?

(Aide : il serait judicieux de poser Y2 = W, on aura ainsi % SELY2E=W).

4. Supposez que pour un échantillon de 1000 individus, on obtienne le résultat suivant :

1 n
- Z y? =10.
i=1

Construisez un intervalle de confiance & 95% pour le paramétre § en utilisant le résultat du

point (3). (Aide : pour construire I'intervalle de confiance, vous pouvez utiliser la statistique

=6 4 lieu de % car celles-ci ont la méme distribution limite).
yaavia o
n

n




image2.png
Question 4 (5.5 points)
Soient X1, X3,..., Xp ii.d. de loi U[0;6], (§ > 0 inconnu) :

@) % siz e (0;6)
) =
0

sinon.

Nous avons estimé le paramétre 8 par deux méthodes différentes afin de les comparer.

1. Considérons Pestimateur § = 2.X.

?k (a) Montrez que I'estimateur § est sans biais ?
M(b) Llestimateur 6 est-il convergent 7

L

Considérons l'estimateur § = maz {Xj, ..., Xn}.

(a) Montrez que la fonction de répartition de § esg donnée par : ‘
0 51540
AC G sa<o
'({ _ Fy(z) =P [5 < z] =
1 sinon.
)({t(b) En déduire la fonction de densité f;(z) de 4.
17 -
j (c) Lestimateur 0 est-il biaisé ? Si oui, corrigez son biais.
/ .

, S d) Lestimateur § est-il convergent ?
’ .

- 9& Quel est I'estimateur le plus efficace parmi 8 et 87 Justifiez votre réponse.
>

g%\)’roposez un nouvel estimateur § qui soit meilleur que B et .
A -
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Question 3 (5 points)
Soient Xy, Xo, ..., X, i.id. de loi uniforme continue sur [0; 0] avec 6 > 0 inconnu. La densité de X

est donc donnée par (voir le rappel pour la définition de la fonction indicatrice)

F@) = 31 (2)-
1. Calculez E[X] et Var[X], ou X est de loi uniforme continue sur [0;6].
2. (a) Déterminez l'estimateur 0 de 6 obtenu par la méthode des moments.
(b) Destimateur 0 est-il sans biais ?
(c) Destimateur 0 est-il convergent ?
3. (a) Déterminez I'estimateur 0 de 6 obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance.
(b) Destimateur 0 est-il exhaustif?

Rappel :
1 size A

0 sinon




image4.png
5. Soit la fonction réelle f: RT x RT — RT x R* définie par

ke=@'aty) 40 < z,y < 0o
fla,y) = {

0 sinon ,

avec 6 > 0.

(a) Déterminez la constante k de sorte que la fonction f(z,y) soit une fonction de densité

N X
de probabilitE associée a un vecteur aléatoire ( v )

(b) Déterminez la fonction de densité marginale fx (z;6) de la variable aléatoire X.
(c) Soient Xy, ..., X, indépendantes et identiquement distribuées de densité fx (x; ). Déterminez
Destimateur maximum de vraisemblance du parameétre 6.
(d) L’estimateur obtenu en (c) est-il
(i) sans biais?
(ii) convergent?

(iii) efficace?
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5. Considérons une population de densité
o= k1) zefo)
flzio) = { 0 sinon

avec o > 0.

A

(a) Montrez qu'il faut que k = (e +1) pour que f(z;a) soit une fonction de densité.

1 (b) Montrez que si la variable aléatoire X est distribuée suivant cette loi,
1 Ex]= - .
1 Var(X) = (e

) () Déterminez I'estimateur de o par la méthode des moments.
3 (d) A partir d’un échantillon aléatoire simple de taille 7 issu de cette population, écrivez

i. la fonction de vraisemblance /4
ii. la fonction de log-vraisemblance /4
iil. la dérivée de la log-vraisemblance /1

(e) BONUS: Cette question est facultative, et peut vous r&pporte@oints sur 40.
Montrez que I'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre o est donné par

=@n+Y " InX)~ /4nZ £ (D i=y In X;)2

2y, InX;





