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Chapitre 1

Corpsdesracines

1.1 Intr oduction

Touslescorpsconsidéréslansce coursserontdescorpscommutatifs Soit K
untel corps.

Définition Ondit qu'uncorpsE estuneextensionducorpskK si, etseulement
si, K estun sous-corpsieE.

Exemple C estuneextensiondeR etdeQ.
Exemple R estuneextensionde Q (\/§> :
Exemple Q (\fz) estuneextensionde Q.

Exemple Le corpsK (X) desfractionsrationnellesa uneindeterminéesurle
corpsk estuneextensiondeK.

Définition OnappelleéquationpolynomialesurK touteéquatiordelaforme
P(x) = 0, ou P estpolyndmeappartenara K [X].

Le degré de cetteéquationestle degré du polyndme.Les solutions de cette
équationP (x) = 0 sontlesracinesdu polynémeP dansuneextensionE deK.

Exemple Une équationde degré 1 estde la formeax+b =0oua e K* et
beK.

Exemple Uneéquatiordedegré 2 estdela formeax? + bx+c=0ola e K*,
beKetceK.
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Le but dececoursestderépondreauxdeuxquestionsuivantes

Question1: Ayantuneéquationpolynomialededegrén surun corps

K, est-il possiblede trouver une extensionE de K, danslaquelle,

I'équationpossedeinesolution?

Question2: Dansle casoul’équationpolynomialeP (x) = 0 posséde
unesolutiondansuneextensionE deK, sousquellesconditionscette

solution s’exprime-elle, a partir descoeficients de P, a I'aide des

quatreopérationset desradicaux?

1.2 Corpsdesracines

SoitK uncorps.

Définition uneextensionE deK estun corps de ruptur e pourle polynéme
f (X) € K[X] surK si, etseulemensi, E contientuneracinede f.

Exemple R estun corpsderupturepour X3 — 2 surQ.

Théoréme Si f (X) estun polynémeirréductibledansk [X], alors f posséde
un corpsderupturesurK.

Démonstration SoitM l'idéal deK [X] engendréarle polyndmef. M estun
idéalmaximalcarK [X] estunanneauprincipalet f estirréductible.Si E désigne
I'anneauquotientK [X] /M, alorsE estun corps.On peutregarderK commeun
sous-corps de E. Pour voir ca, soit
p; K[X] — K[X] /M la surjectioncanoniquela restrictionq de p aK estun
homomorphism@&onnul carp(1) = 1. Il enrésultequecethomomorphismest
injectif carsonanneawe départestun corps.On endéduitqueK estisomorphe
aq(K), cequi permetd’identifier K etq(K). Ainsi E devientuneextensiondeK.
Soita =X = p(X). Enécrivant

f(X)=ap+aX+---+aX"
nousobtenons
f(a) =ag+aa+---+a,a"
=q(a0) +a(a1) p(X) +---+q(@n) (p(X))"

= p(a0) + P(a) p(X) +---+p(an) (p(X))"
(ag+aX+---+anX")
(
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DoncE estuneextensionde K contenanta racinea de f.
Corollaire Toutpolyndmef (X) € K[X] possedein corpsderupturesurK.

Démonstration En effet, tout polyndmef € K[X] sedécomposen produit
depolynédmesrréductibles.

Définition Une extensionE deK estun corps de décompositionpour f sur
K si, etseulemensi, f peutétrescindédansk [X] c.d.il peutétredécomposé&n
produitde polyndmedinéairesdansk [X].

Exemple Le corpsC estun corpsde décompositiorsur R pourle polynéme
X2+1.

Exemple Le corps@Q estun corpsde décompositiorsur Q pourle polynéme
X2 1.

Théoréeme Toutpolyndmef € K [X] possédein corpsde décomposi-tiorsur
K.

Démonstration Onprocedeparrécurrencesurle degrénde f. Sin=1, alors
K estun corpsde décompositiorpour f surK. Supposonge théoremevrai pour
tout polynémede degré plus petit quen et démontrons-Igourles polyndmesde
degrén. D’apreésle corollaireprécédenti| existeuneextensionkE deK contenant
uneracineade f. Le polynémeX —adivise f (X) dansk [X]. Nousavonsf (X) =
(X —a)g(X) dansg[X], avec deg(g) = n— 1. L’hypothésede récurrencenous
permetde trouver un corpsde décompositior pourg(X) surE. Onag(X) =

k:E;(X —g) dansF [X] et

i=n i=n
FX)=(X=-a)g(X) = (X-a)k[] (X-a) =k[](X-a)
Il i
dansF [X] oua; = a. Ainsi, F estun corpsdedécompositiorpour f surkK.

Définition Un corpsde décompositiorminimal pour f surK estappeléun
corps desracinespour f surK.

Exemple C estun corpsdesracinessurR pourle polynémeX? + 1.
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Exemple Q(\fZ) estun corpsde décompositiorsur Q pour le polynéme
X?—-2,

1.3 Adjonction

Définition Soit A estunepartied’une extensionE deK. Le sous-corpsleE
engendréarK UA estappelée corps engendrépar A sur K oule corpsobtenu
parl’adjonction deA aK. OndiraalorsqueA estun systemede générateursde
K (A) surkK.

Notation Le corpsengendr§arA surK seradésignéarK (A). Si A estfini et
siay,...,an sontsesélémentsalorsnousécrironsK (ay,...,an) ala placedeK (A).

Exemple SiA= 0, alorskK (A) =K.
Exemple C=R(i).

Remargue UneextensionE deK peutavoir plusieurssystemealegénérateurs
surK: ainsiR(i) = C=R(1+1).

Théoreme Si A etB sontdeuxpartiesd’uneextensiorE deK, alorsK (AUB) =
K (A) (B).

Démonstration Tout sous-corpsle E qui contientK,A et B contientK (A)
et B. Réciproquementout sous-corpsle de E qui contientK (A) et B contient
K,A et B.Il enrésultequela famille de tousles sous-corpsle E contenanK, A
et B estégalea celledetouslessous-corpsie E qui contiennenK (A) etB. Ceci
prouve queK (AU B), qui estle pluspetit élémentdela premiérefamille, estégal
aK (A) (B), qui estle pluspetitélémentdela seconde.

Corollaire K (ay,...,an) = K (a1,..-,an—1) (an)-
Théoréme Tout polyndmef € K[X], possédein corpsdesracinessurK.

Démonstration SoitE uncorpsdedécompositiomour f surK. Cepolynéme

s’écritsousla forme _
I=n
00 =k[] (X-a)
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dansk[X]. Soit S= K (ay,...,an). Il estfacile de voir que S estun corpsde dé-
compositionpour f surK. Cecorpsdedécompositiorestminimal car, si R estun
corpsdedécompositiopour f surK contenudanss, alors f s’écrit

f(X)= k’ﬁ(x-bi)

dansR[X]. MaisR[X] C S[X]. Il enrésulteque f s’écritdedeuxmanierecomme
produitdepolyndmedinéairesqui sontirréductiblesL’unicité d’'unetelle décom-
positionimpliquek =K et{ay,...,an} = {bs,...,bn}. D’'oU

RC S=K(ay,...,an) = K(by,...,bn) CR
cequi prouve R= S. Sestun corpsdesracinespour f surK.

Théoréme Si E estuncorpsdedécompositiosurK pourle polyndémef (X) €
K [X], alorsE contientun corpsderacinesuniquepour f surK.

Démonstration Si

i=n

f(X) = k[l(x-a;) € E[X]

estla décompositiorde f commeproduit de facteurslinéairesdansk [X], alors
a1,a2,...,a8, sontlesracinesde f dansk et R= K(ay,az,...,a,) estun corpsde
racinespour f surK commenousl’avonsvu. Si T estun autrecorpsde racines
pour f surK, alors f s’écrit

i=n
fX)=KT](X-b)eT[X]
[leen
Il enrésulte _ _
=N I=n
f(X)=k[1(X—a)=K[](X-=b)€E[X]
1 [ee=n
L'unicité d’unetelle décompositioimpliquek = K’ et

{al,...,an} = {bl,...,bn}

.AinsiRC T etR=T carT estuncorpsdedécompositionminimal pour f surK.
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1.4 Degréd’une extension

Soit E une extensionde K. E peut étre muni d’'une structurede K-espace
vectorielendéfinissanta multiplication parun scalairepar

(a,X) — ox

Définition On appelledegrédel’extensionE, la dimensionde E entantque
K-espacerectoriel.Cedegréseranoté|[E : K].

Exemple [C:R] =2, [Q(ﬁ) :Q] =2, [R: Q] estinfini.
Exemple [K : K] =1.

Une extensionE de K seradite finie si, et seulemensi, [E : K] estfini. Elle
seradite infinie dansle cascontraire.
Théoréme Si E estuneextensiondeK et L estun corpsintermédiaireentre
K etL, alors
[E:K]=[E:L][L:K].

Démonstration Soit (x;);, unebasedu L-espacevectorielE et (yj)jeJ une

baseduK-espacevectoriell. Nousallonsprou»&—:-rque(xiyj)(i N estunebase

duK-espacevectoriel E.

C’estun systémede générateurs: toutx € E s’écritx= 3 a;x; oug; € L pour
icl
touti € I. Ortouta; peuts’écrirea; = 5 bjjy;. Nousobtenons
jed

X=" ax = binj>Xi= bijXiY;

Cestun systemdibre: Si  y  bjjxy; =0alors
(i,j)elxd

% <%b”yj) X =0

ce qui implique Y bijyj = 0 pour tout i € | car (x);., est une basedu
jed

€lxJ

L-espacevectoriel E. Mais (y;)
bij = 0 pourtout (i,j) € | x J.

= estune basedu K-espacevectoriel L, d’ou
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Lafamille (Xiyj) (i,])l xJ étantunebasedu K-espacevectorielE, nousavons

[E :K]=dimk (E) =Card(l xJ) =Card(l) x Card (J)
=dim_ (E) x dimk (L) = [E : L][L: K].

Corollaire SIK=EyCE; C....C E,=E alors

i=n

[E:K]=[En:Eq] = 'U[Ei :Ei_1]

Démonstration Parunesimplerécurrence.
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Chapitre 2

Extensionssimples

2.1 Extensionssimples

Définition UneextensionE deK estsimplesi, etseulemensi, il existeac E
tel queE =K (a).

Exemple C = R(i) estuneextensionsimplede R, K (X) estuneextension
simpledeK.

L'importancedesextensionsimplesprovientdufait queleursstructurepeuvent
étre parfaitementdéterminéesl’'une part et que la majorité desextensionsque
nousallonsrencontrersonten réalité desextensionssimples.Nousallonsdéter
minerla structured’'une extensionsimple.

Théoréme Soit E = K (a) uneextensiondeK. Il existe un homomorphisme
d’anneawet un seul

0;K[X] —E

qui vérifie o (X) = aeto (k) = k pourtoutk € K.
Démonstration Soit o;K[X] — E [l'application définie par

o (P) = P(a) pourtoutP € K[X]. Il estfaciledevérifierqueo satishit lescondi-
tionsduthéoremell nousresteaprouverl'unicité dea. Sit estuneautresolution,

I=n .
alorsnousavonspourtoutP = ¥ biX' dansk [X]
i=0

1I=n

1(P) =1 (zbixi> = ;T(bi)x(xy = zbiai =P(a)=0(P)

D'out=0.



I. El Hage www.les-mathematiques.net 9

Notation Le sous-anneade E engendréarK U {a} seranotéK [a] alorsque
K (a) désignde sous-corpsleE engendr&k U {a}.

Théoréeme Im (o) estle sous-anneal{ [a] deE engendréparK U {a}.

Démonstration Im (o) estunsous-anneadeE. Il contientk = o (K) eta=
o (X). Si L est un sous-anneaude E contenant K U {a} alors

1I=n .
Im (o) C L cartoutélémentc delm (o) s'écritc=P(a) = § bia € L.
i=0

Considérons$e noyaude o. C’estunidéaldeK [X]. Deuxcassontpossibles
Ker(o) = (0) ou Ker(o) # (0). Dansle premiercas,'élémenta de E seradit
transcendantsurK, etdansle seconda seradit algébrique surK.

Exemple v/2 estalgébriquesurQ alorsqueT esttranscendargur Q.

Exemple X € K (X) esttranscendargurK.

2.1.1 Casou aestalgébrique sur K

| (a) = Ker(0o), estunidéalnonnul de K [X]. Mais K [X] estun anneatprin-
cipal. DoncKer (o) estprincipal. D’'un autrecété,deuxgénérateurdel (a) sont
telsquel’'un d’eux estle produitdel’autre parun élémentdeK*, il enrésulteque
cetidéal possedein générateuunitaireetun seul.

Définition Le générateuunitairedel (a) seranotélrr(a,K) etappelée po-
lynédme minimal dea surK.

Exemple i estalgébriquesurR etlrr(i,R) = X2+ 1.
Exemple v/2 estalgébriquesurQ etlrr(i,Q) = X2 —2.
Théoréme Le polyndmel rr(a,K) estirréductibledansk [X].

Démonstration Sinon,on pourral’écrire sousla formelrr(a,K) =ghoug
et h sontdeuxpolyndmesde degré inférieur au degré n deIrr(a,K). Mais, nous
avons

g(a)h(a) = (gh)(a) = Irr(aK)(a) =0

quiimpliqueg(a) = 0 ouh(a) = 0. Dansle premiercas,nousauronsg € | (a) et
Irr(a,K) divise g, etdansle secondcas,h € | (a) etlrr(a,K) divise h ce qui est
impossiblevu lesdegrésde cespolynémes.
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Remarque Nousavons

[f(a) =0]«<=[f €l(a)] < [Irr(aK) divise f]

Le théoremeprécédenjustifie la notationl rr (a,K) pourle polyndmeminimal
deasurK.

Théoreme SiK CL C E=K(a), alorsE =L(a) etlrr(aL) diviselrr(a,K)
dansL [X].

Démonstration E estunsous-corpsleE contenant. U{a}. SiH estunsous-
corpsde E contenant. U{a}, alorsH contientK u{a} etE C H carE estle plus
petit sous-corpsie E contenanK U {a}. Donc E estle plus petit sous-corpgle
E contenant. U {a}, cequi prouwe E = L (a). Le polynémelrr(a,K) appartient
aL[X] etvérifielrr(a,K) (a) = 0.1l enrésultequelrr(aL) diviselrr(a,K) dans
L[X].

Théoréme Si a estalgébriquesurK, alors

K (a) = K[a] ~ K[X]/I (a).

Démonstration  Considérons I'homomorphisme ¢  défini  par
o (P) = P(a) pourtoutP € K [X]. Nousavons

K [a] = Im (0) ~ K [X] /Ker (0) ~ K[X] /I (a).

Il enrésulteque K [a] estun corpscar I'idéal | (a) estmaximal. Ceci prouve
K (a) = K[a] etparsuiteK (a) = K[a] =~ K[X]/I (a).

Théoréme Sin=deg(Irr (a,K)), alorsE = K (a) estuneextensionde degré
net{laa?....a"!} estunebaseduK-espaceectorielE.

Démonstration Les élémentsl,a,a?,...,a"! sontlinéairemenindépendants
carsinon,on peuttrouver un polynémenonnul dedegréinférieurou égalan—1
donta estuneracine.Ce polyndmeappartiendrait. | (a) ce qui estimpossible
carl (a) estengendréarun polynébmededegrén. Pourprouver queceséléments
formentun systemede générateurdu K-espacevectorielk, il suffit dedémontrer
que

a" € Ved (1,8,8%,...,a" 1)
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pourtoutm € N cartout élémentdeK (a) = K[a] s’écritsousla formex = ag+
aia+---+0gad. Ceciestvraipourm<n—1.Sim> n, alorsms’écritm= n+r.
Nousallonsdémontrem™ € Ved (1,a,a2,...,a""1) parrécurrencesurr. Sir =0,
alorsm=n. Enécrivantlrr (a,K) sousla forme

Irr (a,K) = b+ by X +-- -+ b X" 14X,
onobtient
bo+bia+---+by a1 +a"=0

et

a"=co+cia+---+cn1@™t € Ved (1,8,8%....a7 )

ouc = —b; pourl=0,1,....n— 1.
Supposongue
" =to+tat---+th1a" € Ved (1,8,8%,...,a" 1)
alorsnousavons
a" = ad"" = atg+ 182+ - - +th_1a” € Ved (L,8,82,...,a" 1)
car
ato+tga®+- - +thpa" 1 € Ved (1,a,a%,....a" 1)

et
t_1a" € Ved (1,a.8%,....a" 1)

Il enrésultea™ € Ved (1,a,a2,...,a" 1) pourtoutme N. Ceciprouw [E : K] =
dimk (E) =n.

2.1.2 Casouaesttranscendantsur K

Dansce cas,’homomorphismeo estinjectif. Ceciprouwe queK [X] estiso-
morpheaK [a]. Mais cesdeuxanneawpossédentescorpsdefractions,eto peut
étre prolongéen un homomorphismelu corpsde fractionsQ (K [X]) = K (X) de
K [X] aucorpsdefractionsQ (K [a]) = K (a) = E deK|[a]. Il enrésulte

Théoreme Si a esttranscendargurK, alors = K (a) estisomorpheaK (X).
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2.2 Extensionsalgébriques

Définition UneextensionE deK seradite algébrique si, et seulemensi, tout
élémenta de E estalgébriquesur K. Elle seradite transcendantedansle cas
contraire.

Exemple C estuneextensioralgébriquadeR, maisR estuneextensiortrans-
cendantaleQ.

Théoréme Touteextensionfinie E deK estalgébrique.

Démonstration SoitaunélémenteE etn= [E : K]. Lesélémentd,a,a?,...,a"
sontlinéairementdépendantsar dimg (E) = n. Il existe desscalaireqéléments
deK) bg,bs,...,bn, nontousnuls, telsque

bo+bia+---+bp1a" 1+ bpa" = 0.
Si
P=bo+biX+-+by 1 X"+ bX",
alorsP # 0 etP (a) = 0 cequi prouwe quea estalgébriquesurK. Il enrésulteque

E estuneextensionalgébriquedeK.

Théoréme UneextensionsimpleE = K (a) estalgébriquesi, et seulemensi,
a estalgébriquesurK.

Démonstration Sia estalgébriquesurK, alorsk estuneextensionfinie deK
ce qui prouwe quecetteextensionestalgébrique Réciproquemensi I'extension
E estalgébriquealorsa, élémentde E, estalgébriquesurK.

Théoréme SiK C L C E, alorssi a € E estalgébriquesurK, alorsil estalgé-
briquesurL.

Démonstration Si a estalgébriquesurK, alorsa estuneracined’un poly-
némef € K[X]. Mais f € L[X] carK C L. Il enrésultequea estalgebriquesurL.

Théoreme L'extensionE = K (az,a,...,8n) de K estalgébriquesi, et seule-
mentsi, lesélémentsa ,a,...,a, sonttousalgébriquesurK.

Démonstration Si E algébriquesur K, alorsles élémentsa;,ay,...,a, de E
sonttous algébriquessur K. Réciproguementiousallons démontrerque si les
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élémentsay,ay,...,a, sonttous algébriquessur K, alorsl’extensionE de K est
finie. Posons

Ko =K etKj =K (as,ap,...,a) pouri=12,...n

NousavonsK; = Ki_1 (g). D’'un autrec6té,a; estalgébriquesurK;_; cara est

algébriquesurK etK C K;j_1 C K;. Ceciimplique quele degré [K; : Ki_1] estfini
i=n

pourtouti et [E : K] = [Kn : Ko] = [] [Ki : Ki—1] estfini. Ainsi, 'extensionE de
i=1

K estfinie. Elle estalgébrique.

Corollaire Si R estun corpsdesracinespourP (X) € K[X] surK, alorsR est
uneextensionalgébriquedeK.

Démonstration NousavonsR = K (ag,ay,...,a8,) ou ajz,ay,...,a, sontlesra-
cinesde P dansR. Commechaqueg; estalgébriquesurK (il estracinedeP), R
estuneextensionalgébriquedeK.

2.3 Simplicité d'une extension

Le but de ce paragrapheest de prouwver qu’une extensionfinie E de K est
simple si, et seulemensi, 'ensembledescorpsintermédiaireentreK et E est
fini. Cecidécouleralesthéoremesuvants.

Théoréme SiE =K (a), ouaestalgébriquesurK, etsiL estuncorpsintermé-
diaire entre K et E, alors Irr(al) divise Irr(aK) et
L =K (a1,ay,..-,an—1) 0Uay,az,...,8n—1 Sontlescoeficientsdelrr(a,L).

Démonstration SoitH = K (a3,a2,...,a,—1). Nousavons
KCHCLCE=K(a).Irr(al)

appartienta H [X] et estirréductibledansH [X] caril estirréductibledansL [X]
(H [X] C L[X]). Il enrésulte

Irr(a,H) =irr(aL) etH (a) =E =L(a).
Cequi précedamplique
[E:H]=deg(Irr(a,H)) =dey(Irr (a,L)) =[E: L]
et

[E:H]

LH=Eg T

1
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D'ouH=L.

Théoréme Si E = K (a) estuneextensionsimple,alorsl’ensembledescorps
intermédiaireentreK etE estfini.

Démonstration Soit ¢ I'application de I'ensembledescorpsintermédiaires
danscelui desfacteursde Irr(a,K) qui associea L le facteurlrr(a,L). Cette
applicationestinjective, carsi Irr(a,L) = Irr(a,L’), alorsL et L’ sonttousles
deuxégauxau corpsengendréurK parlescoeficientsdu polynémelrr(a,L) =
Irr(a,L’). On endéduitquel’ensembledescorpsintermédiaireestfini carl'en-
sembledesfacteurgdelrr(a,K) estfini.

Pourprouwer la réciproguenousdistingonsdeuxcas:

2.3.1 CasouK estfini
Théoréme Si K estun corpsfini et E estuneextensionfinie deK, alorsk est

uneextensionsimpledeK.

Démonstration SiCard (K) = qet[E : K] =n, alorsCard (E) = " carle K-
espacevectorielE estisomorpheaK". Il enrésultequeE estun corpsfini. Nous
prouveronsparla suitequele groupemultiplicatif d’'un corpsfini estcyclique.On
endéduitquesi a estun générateudu groupeE*, alorsE = K (a).

2.3.2 CasouK estinfini

Théoréme Si I'ensembledescorpsintermédiaireentreK et E estfini et si
E = K (a1,a2), alorskE estuneextensionsimpledeK.

Démonstration Considérongensembledescorpsintermédiairesiela forme
K (a1 +tap) out € K. Cetensembleestfini. CommeK estinfini, il existe deux
élémentdlistinctst etu telsque

K(ap+tap) =K (ap +uap) = L.

Nousavons
(t—uax=(ag+tapy) — (ar+ua) €L

etap € L cart — u# 0. Nousavonsaussia; = (a1 +tap) —tap € L. Il enrésulte

L=K (a1 +tap) =K (as,a2) =E.
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Théoréme Touteextensionfinie E deK estengendréesur K parun nombre
fini d’élémentsc.a.d.elle estdela formeE = K (az,az,..-,an)-

Démonstration Nousallonsdémontreicethéorémeparrécurrencesurle de-
grép=[E:K].Sip=2etac E—K,alorsKk #K(a) CE et
1<[K(a):K|<[E:K]=2

Il enrésultelK (a) : K] = [E: K] =2 etE = K(a). Sile théoremeestvrai pour
les extensionsde degrés< p— 1, il estaussivrai pour les extensionsde degré
p. Eneffet, sia; € E—K, alors[E : K (a1)] < p— 1. Il enrésultequeE s’écrit
E=K(a) (az,-..,an) = K(a1,-.-,an).

Théoréme SiI'ensembledescorpsintermédiaireentreK et E estfini, alors
E estuneextensionsimpledeK.

Démonstration CommeE estuneextensionfinie deK, E estdela forme

E =K (ag,a,...,an)

Nousallons prouwer le théorémepar récurrencesur n. Pourn = 2, le théoreme
estvrai commenousl’avonsdémontréci-haut. Supposonge théoremevrai pour
n— 1. L’extensionE = K (a3,a,...,8n_1) esttelle quel’ensembledescorpsinter-
médiairesestfini. C'estdoncuneextensionsimpleK (b) deK. Nousobtenons

E =K (ag,a,...,an) = K(a3,az,...,an—1) (an) = K(b,az) .

Mais cetteextensionestsimple d’aprésce qui a été démontré.Donc E estune
extensionsimpledeK.

Théoréme Uneextensionfinie E deK estsimplesi, seulemensi, 'ensemble
descorpsintermédiaireentreK etE estfini.

Exemple Q (\fz,\@) =Q (\f2+ \@) .

Définition On appelleélémentprimitif d’une extensionfinie E de K, tout
élémenta deE tel queE =K (a).

Exemple i estun élémentprimitif de I'extensionC de R. v/2+ /3 estun
élémentprimitif del’extension@(\@,ﬁ) deQ.
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Chapitre 3

Prolongementd’isomorphismes

3.1 Isomorphisme

Nousrappelongju’'unhomomorphismeecorpsestunhomomorphisme’an-
neauxqui consere I'élémentneutrede la multiplication.
Théoréme Touthomomorphismele corpsestinjectif.

Démonstration Soito; K — L unhomomorphismele corps.Ker (o) estun
idéaldeK. Ker(o) # K cara (1) = 1. Il enrésulteKer(o) = (0) etparsuiteo est
injectif.

Un homomorphismale corpso; K — L, étantinjectif, seradit un isomor-
phismedeK dansL. Le but decechapitreestderépondreala questionsuivante:

Question: Ayantunisomorphismes; K —s K’, uneextensionsimpleE deK
etuneextensionE’ deK’, est-il possiblede prolongerc enunisomorphismé de
E dansE’?

Définition Soit E et F deuxextensionsdu mémecorpsK. Un isomorphisme
0;E — F de E dansF seraappeléun K-isomorphisme si, et seulemensi, il
laissefixe tout élémentdeK c.a.d.o (k) = k pourtoutk € K.

Exemple L'application$; C — C définiepar ¢ (u) = U (le conjuguéde u)
estunR-isomorphismeale C dansC.

Théoreme Soit E et F deuxextensionsdu mémecorpsK eto;E — F un
K-isomorphismeo estuneapplicationK-linéaire.

Démonstration Nousavons

o(ax) = o(a)o(x) = ao(x) pourtout (a,x) € K x E.
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Théoréme Soito; K — K’ unisomorphismeleK surK’, E uneextensionde
K, E’ uneextensionde K’ etG;E — E’ unisomorphismegui prolongeo. Nous
avons[o (E) : K'] = [E : K].

Démonstration Soitb = {ey,...,en} unebasedu K-espacevectorielE et soit
fi=0(e) pouri = 1,2,...,n. Lafamille { f1,..., f,} estunebasedu K’-espacevec-
toriel o (E). En effet, toutélémenty = 0 (x) € 6 (E) peuts’écriresousla forme

0(X) =0(X1€1+ - -+ Xn€n)
=0(x1)0(e1)+---+0(X)) 0 (en)
o(x1) fi+---+0(X) fn

ce qui prouwve que{ f1,...,fn} estunefamille génératricedu K’-espacevectoriel
0 (E). Les fj sontlinéairemenindépendantsSupposonsvoir

Commeo estuneapplicationsurjectie, il existe,pouri =1,2,...,n, a € K tel que
bi = o (&). Nousobtenons

O(aye1+---+ane) =0(a1)o(e1)+---+0(an)0(en)

Cetterelationimplique aje1 + - - - + anen = 0 eta = 0 pouri = 1,2,..,n. D’ou
bi = 0 pouri = 1,2,..,n cequi achée la démonstration.

3.2 Prolongementd’isomorphismes

Soit 0;K — K’ un isomorphismede K surK’ , E = K(a) une extension
simpledeK etE’ uneextensiondeK’. Nousallonsétudierla questiondu prolon-
gementde o enunisomorphismele E danskE’.

3.2.1 Casou aesttranscendantsur K

Théoréme o peutétreprolongéd’'une maniéreuniqueenunisomorphime

;K [X] — K'[X]
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qui transformeX enX.
Démonstration Soita; K [X] — K’ [X] I'applicationdéfiniepar
O(ao+aX+---+anX") = 0(ag) +0(ar) X +---+0 (an) X".

C’est un simple exercice de prouwver que G estun homomorphismel’anneaux
vérifiantd (X) = X et G (k) = a(k) pourtoutk € K. G estinjective, car si nous
avons

0(P)=0(ap+aX+---+aX") =0

alorso (a;) = 0 pouri = 0,1,...,n. Il enrésultea; = 0 pouri =0,1,...,netP=0.G
estl'unique isomorphismegui vérifie 5 (X) = X etd (k) = o (k) pourtoutk € K
car, si T estuneautresolution,alorsnousavons

pourtout P € K [X].

Théoréme Si E’ contientun élément’ transcendargurK’, alorson peutpro-
longero d’'une maniéreuniqgueenunisomorphismeyui transformeaend’.

Démonstration Soit F' = K’ (a'). F'estune extensionde K’ isomorphea
K’ (X) cara esttranscendansurK’. On peutpronlongerc enun isomorphisme
0;K[X] — K'[X] par

G(ag+aiX+---+anX") =0 (ap) + 0 (arX) +--- + 0 (an) X".

o estl'unique prolongementde o qui vérifie (X) = X et o (k) = a(k) pour
tout k € K. Cetisomorphismes peut étre prolongé,d’une maniéreunique,en
unisomorphismey’ deK (X), corpsdesfractionsdeK [X], dansk’ (X), corpsdes
fractionsdeK’[X], telqued’ (X) = X etd’ (k) = a (k) pourtoutk € K. Finalement,
soit u I'unique isomorphismede K (a) surK (X) tel queu(a) = X etu’ l'unique
isomorphismeleK’ (X) surK’ (&) tel queu’ (X) = . Nousavons

a /

(—
« X
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ou les fléchesverticalessontles injectionscanoniquesPosonss = U o0’ ou. ©
estunisomorphismeetil vérifie

5(a) = (W00’ ou) () = (¢ (u(@)) =t/ (¢ (X)) =t/ (X) =&
et
3(k) = (Yoo ou) () = U (o' (u(k) =t/ (' (K) =t/ (6(K)) =0 (K
G estunique,card,o’,u et sonttousuniques.
Remarque Si E/ = K/ (&) alorsg estbijectif.

Théoréme Si o peut étre prolongé en un isomorphisme @, alors
a =0 (a) esttranscendargurK’.

Démonstration Sinon, il existe desélémentdyy,b),...,by,, nontousnuls, tels
que
n
o+bia +---+by(a) =0.

Mais chaquebl peuts’écriresousla formeb = o (b;), il enrésulte

G(bo+bia+---+bna") =G (bo) + G (by)a +---+G(bn) (a")
o+bia +--- 41, (&) =0

qui impliquebg + bia+ - - - + bya" = 0, aveclesb; nontousnuls,qui prouve que
a estalgébriquesurK encontradiction’hypothésequea esttranscendargurK.

Cequi précedepermetd’énoncer.
Théoreme o peutétreprolongéenunisomorphismés deE = K (a) dansk’
si, etseulemensi, E’ contientun élémenta’ transcendangurK’.

3.2.2 Casouaestalgébrique sur K

Théoréme Si E’ contientun élémenta’ algébriquesurK’ tel que
a(Irr(aK)) =Irr(a ,K'),

alorson peutprolongerc d’une maniereuniqueen un isomorphismegui trans-
formeaend..
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Démonstration Soit | (a) (resp.l (&)) lidéal de K[X] (resp.de K'[X]) en-
gendréparirr(a,K) (resp.parlrr(a,K"), u (resp.u’) 'unique isomorphismele
K (a) (resp.K’[X]/I (&)) surK[X]/I (a) (resp.K’(&')) tel queu(a) = X (resp.
u (Y) = a'). Commedansle casou a esttranscendargurK, o peutétreprolongé
ena. G peutétreprolongéenunisomorphismes’ deK [X] /1 (a) surK’[X]/I (&)
car, nousavonsa (I (a)) C I (&,K') dufait qued (Irr (a,K)) = Irr (&,K’). Nous
obtenons

o

K — K’
1 . 1
K [X] 9, K’ [X]
1 1
o

K@ - KX/l 5 KX/@E) 5 K@)

ou lesfléchesverticalesdu premierniveausontlesinjectionscanonique®t celles
du seconchiveausontles surjectionscanoniquesPosonss = U o ¢’ o U. G estun
isomorphismeetil vérifie

6(a)=(Uod ou)(a)=U(d'(u(@)) =u (o’ (X)) =u (X) =4
et
G(k)=(Uod ou) (k) =u (o' (u(k))) = (o' (k)) = (o (k) =0a(k)

O estuniquecard,o’,u etu’ sonttousuniques.
Remarque SiE' = K’ (&), alorso estbijectif.

Théoréme Si o peut étre prolongé en un isomorphisme @, alors
a =0 (a) estalgébriquesurK’ eta (Irr (a,K)) = Irr (& ,K’).

Démonstration SoitP = bg+ biX + - -- 4+ X" le polyndbmeminimal dea sur
K. Nousavons
bo+bia+---+bpa"=0

et
0=0(bo+bia+---+a") = (bo) +0 (b)) +---+o(a)"
qui prouwve quea’ estalgébriquesurK’. Le polynéme
P =bp+ b X4 ---+ X"

oubl =0 (b)) = o (by) estirréductibledansK’ [X] carG estunisomorphismest P
estirréductibledansKk [X]. D’ou

~

lrr(@,K') =P =6 (P) =6 (Irr(a,K)).



I. El Hage www.les-mathematiques.net 21

Cequi précedenouspermetd’énoncer.

Théoréme o peutétreprolongéenunisomorphisnt deE = K (a) dansE’ si,
etseulemensi, E’ contientun élément’ algébriquesurK’ tel qued (Irr (a,K)) =
Irr (&,K’)

Lesthéoréemegprécédentpeuentétrerésumésn:

Théoreme Si ;K — K/, E = K(a) estuneextensionsimpledeK etE’ =
K’ (&) une extensionsimple de K, alorsil estpossiblede prolongerc en un
isomorphismé de E dansE’ tel qued (a) = & si, et seulemensi, unedesdeux
conditionssuivantesestvérifiée:

— aesttranscendangurK eta’ esttranscendargurk’.
— aestalgébriquesurK, & estalgébriquesurK’ et

G(Irr(aK)) =Irr(a,K').

Théoréeme SiE =K (a) etE’ = K (&) sontdeuxextensionsimplesdu méme
corpskK, alorsil existeun K-isomorphismes deE surE’ tel qued(a) = &' si, et
seulemensi, unedesdeuxconditionssuivantesestvérifiée:

— aeta sonttouslesdeuxtranscendantsurK.
— aeta sonttouslesdeuxalgébriquesurK etlrr (a,K) = Irr (a,K).

3.3 Unicité du corpsdesracines

Soita; K — K’ unisomorphismelecorps,P € K [X], P = G (P), Runcorps
desracinespour P sur K et R un corpsdesracinespour P’ sur K’. R s’écrit
R=K(ay,...,an) ol ay,...,a, sontlesracinesde P dansR. NousavonsaussiR =
K’ (&),...,a,) oua,,...,a, sontlesracinesdeP’ dansR’. SoitR, = K (ay,...,a;) pour
i=212,..n.

Théoreme Il estpossiblede prolongero enunisomorphismele R surR.
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Démonstration Nous allons prouver par récurrencesur i, que o peut étre
prolongéenunisomorphismes; deR; dansR. Pouri = 1, le résultatestvrai. En
effet, Irr (a1,K) estunfacteurirréductiblede P. Ainsi, le polyndmes (1rr (a,K))
estun facteurirréductiblede P'. Un desélémentsy, ..., a}, soit a'l, estuneracine
de ce facteur On peutalorsprolongero en un isomorphismeo; de R; dansR.
Supposons prolongéen un isomorphismeo; de R dansR. Or R;1 = R (&).
En raisonnantommeavant, on peutprolongero; en un isomorphismeo;; de
R.+1 dansR. Pouri = n, nousavonsun isomorphismes, de R, = RdansR qui
prolongec. D’ou

[R:K] = [on(R):K'] < [R:K].

D’une manieresimilaire,nousavons|R : K’] < [R: K] etparsuite,
[R:K]=[on(R):K'] = [R:K'].
Ceciproue o, (R) =R.

Corollaire Deux corpsdesracinespour le polynémeP € K [X] surK sont
K-isomorphes.
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Chapitre4

Racinesde 'unité

4.1 Racinesdel'unité

SoitK uncorpsetn unentiernaturelnonnul.
Définition Un élémenta € K estuneracine n®™® de l'unité si, et seulement
si,a"=1.

Il résultede cette définition que a € K estuneracinen™e de l'unité si, et
seulemensi, a estuneracinedu polynémeU (X) = X" —1 € K[X].
Exemple 1 € K estuneracinen®M€del'unité pourtoutn € N*. i estunera-

cine4®Medel’'unité dansC. j = é-i-l\/?:_% estuneracinecubiquedel’'unité dansC.

Soit §, (K) I'ensemblede toutesles racinesn®™€ de I'unité dansK. Ceten-
sembleestnonvidecarl € S, (K).
Théoréme Si mdivisen, alorsSy (K) C §, (K).

Démonstration Si mdivisen, alorsn s’écritn = pmou p € N*. || enrésulte

aeSn(K)]=[a"=1]=[a"=a™=(@"P =1 = [ac $(K)]

Théoreme S, (K) estun groupemultiplicatif.

Démonstration S,(K) # 0 commenousl’avonsvu. D’un autrec6té,siaetb
sontdesracinesn®™€del’'unité, alorsa etb sontnonnulset vérifient

(abH)'=a" (b)) "=a"(b") =1
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cequi prouwe le théoreme.

Définition Onappellecorps premier d’un corpsK le pluspetitsous-corpsie
K.

Théoréme Le corpspremierdeK estle sous-corpsleK engendréparl.

Démonstration Eneffet, 1 appartientitouslessous-corpsleK . Il enrésulte
guele sous-corpgle K engendrépar 1 estle plus petit sous-corpsieK c.d.son
corpspremier

Théoréme Le corpspremierdeK estl'intersectiondetouslessous-corpsle
K.

Démonstration Facileavérifier.

Théoréme Le corpspremierd’un corpsK estisomorphea QQ si sacaractéris-
tiqueestnulle,etaZ/ (p) si cettecaractéristiquestp # 0.

Démonstration Soit u [l'application de Z dans K définie par
u(n) = n.1. Il estfacile de vérifier que u estun homomorphismel’anneauxet
quelm (u) estle sous-anneade K engendréar 1. Ker(u) estunidéalde Z. Il
estengendréarun élémentp deZ. p estla caractéristiqueleK. Si p = 0, alors
Z estisomorphea Im (u) et le corpsdesfractionsde Z (c.a.d.Q) au corpsdes
fractionsdeIm (u). Mais ce corpsestle plus petit souscorpsdeK contenant. |l
estle corpspremierdeK. Donc,si K estdecaratéristiquaulle, soncorpspremier
estisomorphed Q. Si p # 0, alorsim (u) estisomorpheZ /Ker(u) = Z/ (p) qui
estun corps(p estpremier).Cesous-corpsleK estle sous-corpgngendréparl.
Donc,si K estdecaractéristique # 0, soncorpspremierestisomorphedZ/ (p).

Exemple Q estle corpspremierde R etde C. Z/(p) estégala soncorps
premier

Soit P le corpspremierde K. NousavonsU (X) = X"—1 € P[X]. SoitR e
corpsdesracinesdeU surP.

Théoréme Sila caractéristique deK estnulle ousi elle nedivisepasn, alors
R contientn racinesn®™ede 'unité distinctes.

Démonstration Il suffit de prouverquelesracinesdupolyndmel sonttoutes
simples.Sinon,U etsonpolyndmedérivé U’ = nX"~1 ont uneracinecommune.
Or zéroestla seuleracinedeU’ car p = 0 ou n estnondivisible par p. Comme
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0 n’estpasuneracinedeU, toutedesracinedeU sontsimplesetR encontientn.

Pourdémontrerque S, (K) estun groupecyclique, nousavons besoind’un
théorémelela théoriedegroupes.

Lemme Soienta et b deuxélémentsd’un groupeabélienmultiplicatif G. Si
p = Ord(a) etq= Ord (b) sontpremiersentreeux,alorsOrd (ab) = pq.

Démonstration Tout d’abord, gr (a) Ngr (b) estréduita {e} carsi x estun
élémentde cetteintersectionalorsl'ordre r de x estun diviseurcommunde p et
g. Cetordreestdoncégala 1 (p etq sontpremiersentreeux)etx = e. D’un autre
coté, (ab)Pd = aPh¥ = ee= e. Enfin, si d estl'ordre de ab, alors (ab) = adb.
Il enrésultea = (b*l)d € gr(a)ngr(b) = {e} etparsuitead = e=b%. Onen
déduitqued estdoncun multiple communde p et g, doncdeleur produitcarils
sontpremierentreeux.Ainsi pg estl’'ordre deab.

Lemme Soientay,...,a, desélémentd’'un groupeabélienmultiplicatif G. Si
lesordresdesay,...,ay sontpremiersdeuxa deux,l'ordre deleur produitestégal
auproduitdesordresde ceséléments.

Démonstration Parrécurrence.

Théoréme Sila caractéristique deK estnulle ousi elle nedivisepasn, alors
S (K) estun groupecyclique.

Démonstration Soitn = pi*...p* la décompositiorde n commeproduitde

nombrespremiers.Pourtouti = 1,2.....t il existe auplus 2 élémentsa qui vé-
1

rifient apﬂi =1, carle polynémexpﬂi — 1 possédeu plusg racines.Soit, pour
|

i=12,...t a8 €S (K) tel quea,-pﬂi # 1. Considéronsn = % ethi =a". Lesélé-

mentsb; sontd’'ordre p" carleursp® puissancesontégaluxa 1 etleursp'th

puissancesontdifférentsde 1. Le produitb = bs...b; estle produit d’éléments
dontles ordressontpremiersentreeux, il enrésultequel’ordre de b estle pro-
duitsdesordresdesb;. Ainsi b estd’ordren. Il engendres, (K).

Corollaire $,(K) estisomorpheaZ/ (n).

Définition Ondit qu'uneracinen®™edel'unité estuneracine n°™eprimiti ve
del'unité si, etseulemensi, cetteracineengendrde groupeS, (K).
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Siz € S, (K) estuneracinen®™eprimitive del'unité, alors
S$(K)={1z27,..271}

Le nombrede cesracinesprimitivesestceluidesgénérateurdu groupecyclique

S (K). Noussavons,d’apresla théoriedesgroupesguecesgénérateursontles

ZAouge {1,2,...,n— 1} etq estpremieravecn. Leur nombreestnoté¢ (n).
Exemple Lesracine12°™eprimitivesde I'unité dansC sontw,w?,w’ et ot

. <in)
ol w = exp 5 )

4.2 Corpsfinis

Lesexempledes plus simplesde corpsfinis sontlescorpsZ/ (p) ou p estun
nombrepremier SoitK un corpsfini.
Théoréme La caractéristiquele K estnonnulle.

Démonstration Carsinon,le corpspremierdeK seraitisomorphea Q.

Théoréeme Si Card (K) = q, alorsK estle corpsdesracinesdu polynéme
X9 — X le corpspremierP deK.

Démonstration Soita unélémentdeK. Sia= 0, alorsa%—a=0.Sia# 0,
alorsa appartienaugroupemultiplicatif deK qui estungroupefini d’ordreq—1.
Il enrésultead ! = 1 etad—a = 0. Cequi précéderouve queK estun corpsde
décompositiorpour X9 — X surP. Il estun corpsdesracinespour X9 — X surP
cartout corpsde décompositiorpour pour ce polynémesur P doit contenirtous
lesélémentsieK.

Théoreme Si Card (K) = g, alorsq estune puissancele la caratéristiquep
deK.

Démonstration K est un P-espace vectoriel. Si [K:P] = n, alors
g = Card(K) = (Card(P))" = p".

Corollair e Deuxcorpsfinis demémecardinalontla mémecaractéris-tique.

Démonstration Soientq,q lescardinawet p,p’ lescaractéristiquedesdeux
corps.Nousavons

Pl=a=q = (p)"
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cequiimplique p = p’ carcesdeuxentierssontdesnombrespremiers.
Théoreme Deuxcorpsfinis demémecardinalsontisomorphes.

Démonstration SoitK et K’ de mémecardinalg. SoientP le corpspremier
de K et P’ celui de K’. P et P' sontisomorphescar ils sontisomorphescha-
cuna Z/(p). Soit o un isomorphismeentreK et K’. Le corpsK estle corps
desracinespour X9 — X sur P. Il estisomorphea K’, corpsdesracinespour
X9—X=0(X9-X) surP".

Théoréme Pourtoutnombrepremierp ettout entiern > 1, il existeuncorps
fini, uniqueaunisomorphismeres,de cardinalg = p".

Démonstration 1l sufit de prendrele corpsdesracinespour X9 — X sur

P=27/(p).

Théoréme Le groupemultiplicatif K* d’un corpsfini K estcyclique.

Démonstration NousavonsK* = S, (K) oun = Card(K) — 1.
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Chapitre5

Extensionsnormales

SoitE uneextensionalgébriqued’un corpsK. E peutétreun corpsderupture
surK pourun polynémef (X) € K [X] sansétreun corpsde décompositiortcome
le montrel’exemplesuivant:

Exemple R estun corpsde rupturepour X2 — 2 surQ sansétreun corpsde
décompositiortarnousavons:

X3—2= (X—\S/i) (x2+\3f2x+\3/2,)
et X2 4+ v/2X + /4 estirréductibledansR [ X].

Définition Une extensionalgébriqueE de K seradite normale si, et seule-
mentsi, chaquedois queE estun corpsde rupturepourun polynémeirréductible
f (X) € K[X] surK, il estuncorpsdedécompositiompour f surK.

Ainsi, E estuneextensionnormaledeK si, et seulemensi, chaquedois qu’un
polyndmeirréductible f (X) € K[X] possédaineracinedansk, alorsil sedé-
composeen produit de facteurdinéairesdansk [X]. Parfois on exprime cecien
disantqueE estuneextensionnormaledeK si, etseulemensi, chaquedois qu’'un
polynémeirréductible f (X) € K[X] possedeaineracinedansE, alorsil possede
toutessesracinesdansk.

Exemple C estune extensionnormalede R car les polynémeirréductible
dansR[X] sontdedegré1 ou?2.

Exemple L’extensionE = Q (\3/2) de@Q n’estpasnormalecarle polynébme

X3 — 2 € Q[X] possédaineracinedansk sanssedécomposeen produitde fac-
teurslinéairesdansk [X].
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Théoréme Soit E un corpsdesracinespour le polynémeQ (X) € K[X] sur
K. Soit f € K[X] unpolynémeirréductible,a etb deuxracinesde f. Nousavons
[E(a):E]=[E(b):E].

Démonstration Considéronge diagramme

E(® E(b)
N A
1 E 1
K(a) T K (b)
N
K

Siay,...,a, sontlesracinesde Q dansk, alorsnousavons

- E=K(ay,...,an).
- E(a) =K (ay,...,an,a) = K(a) (as,...,an) estle corpsdesracinesde Q sur
K(a).

— E (b) estle corpsdesracinesdeQ surK (b).

— Il existe un K-isomorphismeo de K (a) surK (b) tel quec(a) = b, cara
etb sontdeuxracinesdu mémepolynémeirréductible f (donclrr (a,K) =
Irr (b,K)).

— 0(Q) =QcarQ e K[X]. Il enrésultequeE (b) estle corpsdesracinesde
0(Q) surK (b).

— Le K-isomorphismes peutétreprolongéenun isomorphismele E (a) sur
E (b).

— Onendéduit[E (a) : K(a)] = [E(b) : K(b)] et

[E(a):K] _ [E(a):K(@)][K(a):K]

E@:El="rg = E K]
_[E(b):K(b)][K(b):K] _[E(b):K]
[E :K] [E :K]
_[E(b)E

Théoréme Uneextensionfinie E deK estnormalesi, etseulemensi, elle est
le corpsdesracinessurK pourunpolyndmef (X) € K[X].
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Démonstration Sil'extensionE deK estfinie, alorselle estalgébriquest est
de la forme E = K(a,..,an). Soit R (X) = Irr(a,K) pour

1I=n
i =1,2,...,n et soit P(X) = [ R (X). Nousallons prouver que E estle corps
i=1

desracinesde P surK. Tout d’abord,chaqueP, (X) sedécomposen produitde
facteurdinéairesdansk [X] caril estirréductible,il possédaineracinedansg

et E estnormalesurK. Il enrésulteque P sedécomposen produitde facteurs
linéairesdansE [X] et E estun corpsde décompositiorpour P sur K. Ensuite,
E estun corpsde décompositiorminimal pour P surK carsi F estun corpsde
décompositiorpour P surK contenudansE, alorsF doit contenirtouslesg; ce
qui prouve F =E.

RéciproguemensupposonsjueE estle corpsdesracinespourun polynéme
Qe K|[X] surK etsoit f € K[X] unpolyndmeirréductibleayantuneracinea dans
E. SoitM le corpsdesracinesde fQ surK. M s’écritM = K (ay,...,an,b1,---,bm)
ouay,...,an sontlesracinesde Q dansM etb;,...,bm, sontcellesde f. Nousavons,
parle théorémeprécédent,

[E(b1):E]=[E(b):E] pouri=23,....m
Sib; € E, alors[E(b1) : E] = 1= [E(by) : E] ce qui prouwe b; € E pouri =

2,3,...,m. 1l enrésulteE = M et E estun corpsde décompositiorpour f surK.

Définition Soit E une extensionde K. Une cl6ture normale de E estune
extensionnormalede K qui satistit lesdeuxcontionssuivantes

1. KCECN.
2. SiM estuneextensiomnormaledeK vérifiantKk CE CM C N, alorsM = N.

End’autretermes|a cléturenormaledeE estuneextensiomnormaleminimale
deK contenank.
Exemple C estunecléturenormaledel’extensionR de Q.

Théoréme Touteextensionfinie E deK possédeainecléturenormale.

Démonstration E, étantune extensionfinie K, elle est algébriqueet elle
s’écritE = K (ay,...,an). Lesélémentsy; sonttousalgébriquesurK. Soit

R (X)=Irr(a,K) etP=P;...P,.

Soit N un corpsdesracinespour P sur K. N estune extensionnormalede K
contenante. D’un autre c6té, si M est une extensionnormalede K vérifiant
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K C ECM C N, alorsM estun corpsde décompositiorpour chaqueR carelle
contientuneracinepour ce polynémeirréductible.Ainsi, M estun corpsde dé-
compositionpour P sur K contenudansN. Or N estun corpsde racinespour P
surK,d'ouM = N.

Théoreme Deux cléturesnormalesd’une extensionfinie E de K sont K-
isomorphes.

Démonstration D'aprésce qui précedecesdeuxextensionsde K sontdeux

1=N
corpsderacinespourle polynémeP = [ Irr (a,K) surK. EllessontK-isomorphes.
i=1

Théoréme Soit E une extensionnormalefinie de K et F une extensional-
gébriqguede K contenante. Tout K-isomorphismeo de E dansF estun K-
automorphismeleE.

Démonstration E étantuneextensionnormalefinie deK, elle estle corpsdes
racinesd’un polyndmeP € K [X] etelle s’écritE = K (ay,...,a,) oU ay,...,a, sont
lesracinesdu polyndmeP. Il sufiit de prouver o (E) C E, carE estun K-espace
vectorieldedimensiorfinie eto estunendomorphismejectif decetespacevec-
toriel. Or o (&) estuneracinedeP pouri = 1,2,..,n. Il enrésultec (&) € E pour
i=1,2,..,n. etparsuitec (E) CE.

Théoréme Soit E une extensionnormalefinie de K et F un corpsintermé-
diaireentreK etE. ToutK-isomorphismes deF dansk peutétreprolongéenun
K-automorphismeleE.

Démonstration E estle corpsdesracinesd’un polynémeP € K[X] surK. Il
estaussie corpsdesracinespourP surF etsuro (F). Ainsi, le K-isomorphismey
deF suro (F) peutétreprolongéenun K-isomorphismele E dansk. Ceprolon-
gementde o est,enréalité,un K-automorphismegar E estun K-espacevectoriel
dedimensiorfinie.
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Chapitre 6

Extensionsseparables

6.1 Degréde Galoisd’'une extension

Toutedesextensionsonsidéréedansce chapitreserontfinies.Soit E uneex-
tensiondeK, N etN’ deuxcléturesnormalesieE, | 'ensembledesk-isomorphismes
deE dansN etl’ celuidesK-isomorphismesle E dansN’.

Théoréme Card(l) = Card(l’).

Démonstration N et N’ sontdeux cléturesnormalesde E. Il existe un K-
isomorphismes deN surN’. Soitd; | — I’ I'applicationdéfiniepard (u) = gou.
Il estfaciledeprouverquel’application¢ estbijective. DoncCard(l) = Card(l/).

Définition Onappelledegrégaloisiend’'uneextensionE deK, le cardinalde
I'ensembledesK-isomorphismesle E dansunecléturenormaledeE.

La définitiondu degré galoisienne dépendpasdu choix dela cléturenormale
deE d’apréde théoremeprécédentle degrégaloisiendel’extensionE deK sera
noté[E : K].

Exemple [C: R] = 2.

Théoréme Soit L une extensionnormalede K contenantune cléture nor-

malede E. Le degré galoisien|E : K| estégalau cardinalde 'ensembledesK-
isomorphismesle E dansL.

Démonstration SoitJ I'ensembledesK-isomorphismesle E dansL. Nous
avons | C J. Réciproguement,tout o € J peut étre prolongé en un
K-automorphismé de L, car L estuneextensionnormalede K. La restriction
ded a N estun K-automorphismeale N car N estune extensionnormalede K.
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Nousavonso (E) C o(E) Co(N) = N. Il enrésulteque,o est,en réalité,un
K-isomorphismealeE dansN c.a.doel.D'oul =J.

Théoréme Soit E' une extensionde K’. Si @ estun isomorphismede E sur

E’ tel quesarestrictiono aK estunisomorphismede K surK’, alors[E : K] =

[E": K'].

Démonstration Soit N unecléturenormalede E et N’ unecléture normale
de E'. L'isomorphismed peut étre prolongéen un isomorphismeo’ de N sur
N’. L'applicationd qui associea chaqueK-isomorphismeu de E dansN, le K'-
isomorphismal = couo o~ deE’ dansN’ estbijective. Il enrésulte[E : K] =
[E": K'].

Théoréme SinousavonsK C L CE, alors[E : K] =[E: L] x [L:K].

Démonstration SoitN unecléturenormalede E. Pourtout K-isomorphisme
o deL dansN, on noteJ; I'ensembledetouslesK-isomorphismesle E dansN
qui prolongenw. SiC € Jg, alorsc (E) estuncorpsintermédiaireentrec (L) etN.
Soitls 'ensembledestousleso (L)-isomorphismesled (E) dansN. Nousallons
prouver quelg etJs ontle mémecardinal.Considéron$application f;lg — Jg
définiepar f (u) = uo©. Il estfacile de voir que f estinjective. Elle estaussi
surjectie; carsiu’ € Jy, U peuts’écriresouslaformed’ = f (W oG 1), cara peut
étreregardécommeun isomorphismele E sura (E). Or, nousavonsCard (lg) =
[0(E):0(L)] et, d’apresle théorémeprécédent|c (E) : o(L)] = [E : L]. D’ou
Card (Ig) = [E : L]. Pourterminerla démonstrationremarquonsjue (Jy) estune
partitiondel’ensemblel destouslesK-isomorphismesle E dansN. Ainsi, nous
avons

[E:K]=Card(J) =} Card(Js) = ) Card(lo)

o

:Z[E:L]:[E:L]X[L:K]

Théoreme Si E = K (a), alors[E : K] estle nombredesracinesdistinctesde
Irr (a,K).

Démonstration Soit N unecléturenormalede E, | 'ensembledestousles
K-isomorphismesle E dansN etA I'ensembledesracineddistinctesdelrr (a,K)
dansN. L'applicationdel dansA quiassocies ao (a) estbijective.D’ou [E : K] =
Card(l) = Card (A).
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Corollaire SiE =K (a), alors[E : K] < [E : K].
Théoréme Si E estuneextensionfinie deK, alors[E : K] < [E : K].

Démonstration Comme E est une extension finie de K, elle s’écrit
E = K(ay,...,an). Si K = K (ay,...,a), alorsK; = Ki_1 (). Démontrongar ré-

currencesuri que[K; : K] < [K; : K]. Pouri = 1, la propriétéestvraie car nous
avons

K K] =[K(a1) : K] < [K (a1) 1 K] = [Ky : K]

Supposonge propriétévraie pouri etdémontrons-lgouri + 1. Nousavons

[Kit1: K] =[Kit1: Ki] X [Ki : K] < [Kit1: K] x [Ki : K] = [Kiy1: K]

Par récurrencenousobtenons

[E:K]=[Kn:K]<[Kn:K]=[E:K]

6.2 ExtensionsSéparables

SoitE uneextensiondeK.

Définition L'extensiorE deK seradite séparablesi, etseulemensi, [E : K] =
[E :K].

Exemple C estuneextensionséparableleRR.

Définition Un élémenta d’une extensionE deK seradit séparablesurK si,
etseulemensi, touteslesracinesdelrr (a,K) sontsimples.

Exemple i estséparablsurR. v/2 séparablsurQ.

Théoréme Une extensionsimpleE = K (a) estséparablesi, et seulemensi,
a estséparablesurK.



I. El Hage www.les-mathematiques.net 35

Démonstration Soit[E : K] = n=deg(Irr (a,k)). Nousavons

[E estséparablesurK] <= |[E : K] = [E : K]

< [Irr (a,K) posséda racinedistincte$
<= [touteracinedelrr (a,K) estsimplg
<> [aestséparablsurK]

Théoréme Une extensionfinie E de K estséparablesi, et seulemensi, tout
élémenta deE estséparablesurK.

Démonstration Si E estséparablesurK, Alors nousavons

[E:K(a)]x[K(a):K]=[E:K]=[E:K]
=[E:K(a)] x[K(a):K]

Or - -

[E:K(a)]<[E:K(a)] et[K(a):K] < [K(a):K]
D’ou

[E:K(a)]=[E:K(a)] etlK(a):K]=[K(a) : K]
eta estséparablesur K. Réciproquementt s’écritE = K (ay,...,a,) carelle est
une extensionfinie de K. Poson; = K (a,...,a;). NousavonsK; = Ki_1 (&),
Irr (a,Ki—1) divise Irr (g,K) et g estséparablesur K. Il enrésulteque g est
séparablsurK;_; et[K; : Ki_1] = [K; : Ki_1] pouri = 1,2,...,n. Il enrésulte

[E:K]= ﬁ[Ki :Ki—1] = [E : K]

cequi prouwve queE estséparablesurK.

Théoreme de I'élément primitif Touteextensionséparabldinie E deK est
simple.

Démonstration Il suffit de prouver quel’ensembledescorpsintermédiaires
entreK etE estfini. Soit ¥ cetensembletl 'ensembledestouslesK-isomorphismes
de E dansunecléturenormaleN. Soith; # — P(l) I'application qui associea
L € ¥ le sous-ensembléel définipar

{oel / o(a)=apourtoutacL}.
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Cetteapplicationestinjective;carsiL # L', etsiae L — L', alorsa estséparable
surk, cequi prouwe quea estséparablsurL’. D'ou

[L'(a):L]=[l"(a):L'] >1.

Cequi précédemontrequ’il existeun L’-isomorphismes deL’ (a) dansN tel que
o (a) # a. Or o peutétreprolongéenun K-automorphism& deN carN estune
cléturenormale.La restrictionc* de ¢ a E estun K-isomorphismede E dansN
qui vérifie 0* (a) =0 (a) = o(a) # a. Il enrésulted* € h(L') eto* ¢ h(L) qui
prouveh(L) # h(L’). Pourfinir ladémonstratiomotonsquel’ensembleP (1) des
partiesdel estfini carl estfini.
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Chapitre 7

Les correspondancesie Galois

7.1 Groupede Galois

Soit E une extension normale finie d'un corps K. L'ensemble des
K-automorphismede E formentun groupepourla compositiond’application.

Définition Le groupedetouslesK-automorphismedeE seraappelde groupe
de Galoisdel'extensionE deK.

Exemple C estuneextensionnormalefinie deR. Songroupede Galoispos-
sédedeux éléments l'identité et le R-automorphismes qui associea chaque
nombrecomplexe z sonconjuguéz.

Le groupede Galoisd’'uneextensionE deK seranotéG (E/K).
Théoréme G(E/K) estun groupefini dont I'ordre estle degré galoisien
[E : K] del'extension.

Démonstration G(E/K) estl’'ensemblel detouslesK-isomorphismesle E
dansunecléturenormaledeE. Or E estsaproprecloturenormalecarelle estune
extensionnormaledeK. D’ou G(E/K) = I.

Corollaire Ord (G(E/K)) < [E : K].

7.2 Lescorrespondanceade Galois

SotE uneextensionfinie deK.
Définition L'extensionE deK seradite uneextensiongaloisiennesi, etseule-
mentsi, E estuneextensionnormaleet séparableleK.
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Exemple C estuneextensiongaloisiennrde R.

Théoréme Si E estuneextensiongaloisiennadeK, alors

ord (G (E/K)) = [E : K].

Démonstration NousavonsOrd (G (E/K)) = [E : K] = [E : K].

Soit G(E/K) le groupede Galoisd’une extensiongaloisienndinie E deK,
C I'ensembledescorpsintermédiaireentreK et E et # I'ensembledessous-
groupedde G (E/K). PourtoutL € C, onpose

S(L)={ue G(E/K) / (¥xel)[u(x)=x}
etpourtoutH € H
I(H)={xeE / (VueH)[u(x)=x]}

Il estfacile de prouver que S(L) estun sous-groupeale G (E/K) etl(H) estun
corpsintermédiaireentreK etE. Ainsi, nousavonsdeuxapplicationsS, ¢ — H
etl; # — C. Cesdeuxapplicationssontvisiblementdécroissantes.

Théoréme Pourtout L € C, E estune extensiongaloisiennefinie de L et
G(E/L) =S(L).

Démonstration E, étantuneextensionnormaledeK, elle estle corpsdesra-
cinespourun polyndémeP € K[X] surK. E estaussiun corpsdesracinespour P
surL. Donc,E estuneextensiomnormaledeL. D’un autrec6té,toutélémentc E
estséparablesurK. Ceciprouwe quetouteslesracinesdelrr (a,K) sontsimples.
Il enrésultequelrr (a,L) (quidiviselrr (a,K)) possedéa mémepropriété.Onen
déduitque E estune extensionséparablale L et par suite une extensiongaloi-
siennedeL. Enfin, G(E/L) est'ensembledesL-automorphismedeE.

Théoréme Sol =id,.

Démonstration Nousavonsa prouer (Sol)(H) = S(I (H)) = H pourtout

H e 7. SoitL=1(H) etH = S(L) = (Sol) (H). AlorsH’ = G (E/L) etH C H.

D’un autrec6té,soitH = {03,...,0n} eta unélémenfprimitif del’extensionE de
i=n

K. NousavonskE = K (a) = L(a). Le polyndmeP = [ (X —gj (a)) appartienta
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L[X], eneffet .
o(P)= r!(X— (oogj)(a)) =P

1=
pourtouto € H, car{o1,...,0n} =H = {0001,...,0 06} (H estungroupe) Nous
avons

[P(a) =0 =|[Irr(aL)/P]
. [ Ord(H')=[E: L] =deg(lrr (aL))

=
<dgy(P) =n=0rd(H)

Or H estun sous-groupéu groupefini H’. D’ou Ord (H) < Ord (H’) etparsuite
H = H’, carH’ estun groupefini.

Théorémel o S=id.

Démonstration Soit L un élément de C. Posons H = S(L) et
L'=1(H) = (109 (L). NousavonsL C L'. D’'un autrec6té,si b € L', alorsb
est laisséfixe par tout élémentde H = S(L) = G(E/L). Toutesles racinesde
Irr (b,L) sontsimplescarlrr (b,L) diviselrr (b,K) etb estséparablesurK. Or, si
b’ estuneautreracinedelrr (b,L), il existeunL-isomorphismeleL (b) danskE qui
transformeb enb’. CeL-isomorphismeeutétreprolongéenunL-automorphisme
o deE. Onendéduitqu'’il existeo € G(E/L) = H tel quea(b) = b’ # b cequi
prouve b ¢ L’ encontradictionavecle choix deb. Il enrésultequeb estl'unique
racinedelrr (b,L) etparsuiteb € L. DoncL =L'.

Corollaire L'applicationde C dans# qui associea L I'élémentG(E/L) est
unebijectiondécroissante.

Théoreme SiK C L C E, alorsnousavons: L estuneextensionnormalede
K si, etseulemensi, G (E/L) estun sous-groupélistinguede G (E/K).

Démonstration Soito € G(E/K). Nousavonso (x) € L pourtoutx € L car
L estuneextensionnormaledeK. Il enrésulte

(07 tot00)(x) =0 1 (1(0(x)) =0 *(a(X)) =X

pourtout T € G(E/L). Ainsi, 0 totoo € G(E/L) pourtoutt € G(E/L), ce
qui prouve gque ce sous-groupade G(E/K) estdistingué.Réciproquementsi
G(E/L) estun sous-groupdlistinguéde G(E/K), alors tout K-isomorphisme
T de L dansE estun K-automorphismede L: T peutétre prolongéen un K-
automorphismé& deE etTloooT € G(E/L) pourtouto € G(E/L). Six €L,
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alorsx = (Tflo goT) (X) etT(X) = (0oT) (X) pourtouto € G(E/L). Il enrésulte
queT (X) € Lett(x) € L. D’ou t(L) C L ett estunK-automorphismeleL cequi
prouwe queL estuneextensionnormaledeK.

Théoréme SoitL un corpsintermédiaireextensionnormaledeK. Le groupe
G(L/K) estisomorpheaugroupequotientG (E/K) /G(E/L).

Démonstration G(E/L) estun sous-groupelistinguéde G (E/K), carL est
uneextensionnormalede K. Soit ¢ I'applicationde G(E/K) dansG (L/K) qui
associea o sarestrictiona L. C’est une applicationde G (E/K) dansG(L/K)
carlarestrictionde o aL estun K-isomorphismeale L danskE et parsuiteun K-
automorphismeale L, carL estuneextensionnormalede K. L'application¢ est
surjective, cartouta € G(L/K), étantun K-isomorphismeleL dansE, peutétre
prolongéenun K-automorphism@ de E. Finalement$ estun homomorphisme
degroupestsonnoyauestG(L/K), d'ou G(E/K) /G(E/L) ~ G(L/K).

7.3 EXEMPLE

Soit R le corpsdesracinedu polynémeX#* — 2 € Q[X] sur Q. Nous avons
R= @(i,\‘ﬁ).

DegrédeR sur Q : Nousavons[R: Q] = [R: Q(\‘Vi)] [Q(\‘V?) :Q]. [Q(\/Q) :Q} =
4,carX*— 2 estirréductibledansQ[X]. [R: Q({Vﬁ)] =2, carlrr (i,(@(\‘yi ) =

X?+1.Dou [R: Q] =8.
GroupeG(R/Q) : Sio € G(R/Q), alors

— o(i) estuneracinede X?+ 1. Donco (i) = =i.
-0 <\ﬁ> estuneracinede X4 — 2. Donc

o (\‘Vé) =+v/2
ou

0(@) =+iv/2

Or o estcomplétementiéterminépar sonactionsuri et v/2 carceséléments
engendrenR sur@Q. Il enrésultequele groupede Galoisdel’extensionR deQ
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est

Groupede Galoisdel'extensionde R/Q

01 O2 03 Oy Og Og (0)4 Og
o [T | T [T | T[S 4[]

| |
o(w) V2| -2 iz | —iv2 | V2| -2 |iv2 | —iv2

La loi decompositionde ce groupeestdéfinieparle tableausuivant

o 01 | 02| 03|04 |05 |0 | O7 | Og
01|101|02|03|04|05 |0 | 07| 08
O2 | 02| 01|04 | 03| 0| 05| 0Og| O7
03| 03| 04| 02| 01| 07| 0g| 0 | O5
04| 04|03|01|02|0g| 07| 05| Og
O5 | O5 | Og | Og | O7 | O1 | O2 | O4 | O3
Og | Og | O5 | O7 | Og | O2 | O1 | O3 | O4
07| 07| 08|05 | Og| 03|04 | 01| 02
Og | 0g | 07| Og | O | Og | O3 | O2 | O1

Sous-goupesde G (R/Q) :

— Sous-groupel’'ordrel: {o1}

— Sous-groupa’ordre 2: A = {01,02}, B = {01,05}, C = {01,056}, D =
{01,07} etE = {01,08}.

— Sous-groupel’ordre 4: F = {01,02,03,04}, G = {01,02,05,06} etH =
{01,02,07,08}.

— Sous-groupé’ordre: G(R/Q).

Diagramme dessous-goupes:

G(R/Q)
T
/ F AN
H — TA — G
7N 7N
E D T B C
AN /"
N /"
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Diagramme descorps intermédiair es:

ou C (M) estle corpsintermédiaireassociéau sous-groupd/l de G(R/Q). Pour
déterminercescorpsintermédiairespn considerainebasedu Q-espacevectoriel
R expriméeentermesdei et v/2. Nousavonsla base

{1,<V§, (\‘Vé)z (\‘ﬁ)s,i,i\‘yé,i (\‘Vé)z,i (%)3}

2 3
obtenueen multipliant termea termela base{l,\‘yi, ({Vﬁ) ,({Vﬁ) } del'ex-

tensionQ (\‘Vi) deQ etla base{1,i} del'extensionR deQ ({Vﬁ) Un élément
x € Rs’écrit,d’'unemaniereunique,sousla forme

x = by + by ¥/2+ b, (<‘f2)2+b3 (<‘f2)300i +C1iV/2+ G (\‘Vé)z+c3i (i‘fz)g’
PourdéterminecC (A), on utilise I'équivalence
[xe C(A)] <= [02(X) =X
or
02 (X) = bo— by /2+ by ((‘fz)z—bg ({4/§>300i —cii¥/2+2i (V2)

Donc

2 3

—csi (V2)

X C(A)] <= [02(X) =X <= [by=bz =1 = c3= 0]

- [er(i,(\“/é)z)}
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2
etC(A)=Q (i, (\‘ﬁ) > =Q (i,ﬁ) . D’'une maniéreanaloguepndétermindes
autrescorpsintermédiairesLesrésultatssontrésuméglansle tableausuivant:

Sous-groupe Corpsintermédiaireassocié

Q(iv2)

o(v2)

Q(iV2)
Q((1+0)V?)
Q((1-1)72)

Q(i)

Q(iv2)

| e(v2)

Sous-goupesdistinguésde G(R/Q) : Les sous-grouped’ordre 4 sontdis-

tingués A estla seulesous-groupeélistinguéd’ordre 2.
Extensionsnormale de QQ : Lescorpsintermédiairegjui sontdesextensions
normalesde Q sontceuxassociésux sous-groupedistinguésde G (R/Q). Ces

corpssont: Q(i), Q (ﬁ) Q (lﬁ) andQ(i,\fZ) .

I MmO O|m
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Chapitre 8

Complémentssur lesgroupes

8.1 Quelgquesthéoremes

Soit f;G — G’ un homomorphismele groupessurjectif. Nousallons dési-
gnerpar S(G') I'ensembledessous-groupesle G’ et par St (G) celui dessous-
groupedde G contenanKer( f).

Théoreme Il existeunebijectionde S(G') surSs (G).

Démonstration Soit¢ I'applicationde S(G') dansSt (G) qui associeaH’ le
sous-groupd —* (H’) deG. ¢ estinjective, carnousavons

[0 (H) = (K)] = [ (H) = I (K')]
= [f(f7H(H)) = £ (1 (K))]

= [H' =K/]
vu que f estsurjectve.D’un autrec6té,siH € S¢ (G), alors
H' = f(H) € S(G) etd (H') =1 (H')=H
carnousavons

[xe f=L(f (H)] = [f(x) € f(H)]
= (Iye H)[f (x) = f(y)]
= [x—y e Ker(f) CH]
= [x € H]

Dot f~1(f (H)) C H. L'autreinclusionestévidente Ainsi ¢ estsurjectie.
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Théoréme La bijection¢ estcroissante.

Démonstration SiH’ C K/, alors
[xe ¢ (H)] = [xe 1“1( )]
= [f(x) eH']
= [f () K]
= [xe f 1( ) =0 (K]
D'otr ¢ (H') C ¢ (K").
Théoreme H’ estun sous-groupdlistinguéde G’ si, et seulemensi, le sous-
groupeH = ¢ (H’) de G estdistingué.
Démonstration SiH’ estun sous-groupeélistinguéde G', alorsnousavons
xeG,yeH]|= [f(x) G, f(y) e H]
= [f (xtyx) = F() 7 (y) F(X) € H’]
= [x lyxe f~1(H') =H]

Réciproquementsi le sous-grouped de G estdistingué,alorsH’ estun sous-
groupedistinguédeG'. Eneffet, six € G' ety € H’, alorsil existexec Gety e H

telsquex' = f (x) ety = f(y) (H' = f (f 1 (H’)) = f (H) car f estsurjectie).
Nousavons

(Xl)ilylxl = f(x)il fly) f(x)=f (x_lyx) e f(H)=H'

carx lyxe H.

Théoréme Si H’ estdistinguédansG' etH = ¢ (H’), alorsG'/H’ estiso-
morphed G/H.

Démonstration L'application
4G -G X E/H

ou p’ estla surjectioncanoniquequi estun homomorphismele groupes.l est
surjectifetsonnoyauestH car

[xeKer(g)] <= [P (f(X)=g(x) =€ ] <= [f (X) e H'] <= [xe H]
D'ou G'/H' =1Im(g) ~ G/H.
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8.2 Chailnesnormales

SoientG; et G, deuxsous-groupedeG telsqueGy C Go.
Définition On appellechainenormale de G entreG, et G; toutechainede
sous-groupede G
G1=HoCH1C---CH=G2

telle quechaqueH; soitun sous-groupelistinguéde sonsuccesseu;, 1.
Les groupesquotientsk = H;;1/H; pouri = 0,1,....n— 1 sontappelésles
facteursdela chaine.

Définition Onappellechainenormale du groupeG toutechainenormalede
G entre{e} etG.

Exemple Soit S3 le groupedespermutationgle 'ensemble{1,2,3} et Az le
groupealternéd’ordre 3. La chaine

{iI}CACS

estunechainenormaledu groupeSs.

Théoreme Si f; G — G’ estunhomomorphismeurjectif,alorsf transforme
toutechainenormale

{e}=HoCH1C---CHy=G

de G enunechainenormale
{d}=HyCH{C---CH[=GC
de G etil existeun homomorphismesurjectifu; du facteurl = Hi,1/H; surle

facteurr! = H/,,/H/ pouri=0,1,...,n—1.

Démonstration L’homomorphismef transformea chaine
{e}=HpCH1C---CHy=G

enla chaine

{€}=HpcHiC---CH=C
ouH/ = f (H;) pouri = 0,1,...,n— 1. Cettechaineestnormale car'image d’'un
sous-groupelistinguéparun homomorphismeurjectifestun sous-groupelistin-
gué.D’un autrecoté,L’applicationu; définiepar

ui (pi (x)) = pi (T (%)
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estbiendéfinie,carnousavons
[pi (X) = pi (y)] = [xy ' € H]]
— [f () f@y) T =f(xy?) e f(H)=H
= [P (f () =R (f(y))]

ou p; et pi sontles surjectionscanoniquesll estfacile de vérifier queu; estun
homomorphismele groupessurjectif.

Théoréme Si ;G — G’ estun homomorphisménjectif, alorstoutechaine
normale
{gf=HoCH C---CH=C

de G’ esttransforméepar f ! enunechainenormale
{el=HoCH; C---CH=f1G)=G

de f~1(G) etil existeunhomomorphisménjectif v; dufacteur = Hi, 1/H; dans
le facteur’ = H/,_,/H/ pouri =0,1,...,n— 1.

Démonstration Soit Hj = f~1(H/) pouri = 0,1,...,n— 1. Les sous-groupes
Hi de G formentunechaine

{el=HpCH;C---CH,=f1(G) =G

oliHg = f~1(H}) = f~1(€/) = Ker(f) = {e}. Cettechaineestnormalecarnous
avons

[x € Hit1, ye Hi] = [f (x) e H/ 4, f(y) € H/]
— [f (x~ yx) =f() " f(y)f(X) € Hi’}
= [x"tyxe Hi]

L'applicationv; estdéfiniecommel’applicationu; du théoremeprécédentC’est
un homomorphismele groupesll estinjectif carnousavons

Vi (pi () = €] = [p{ (f (x)) =¢€]
= [f(x) € H}
= [xe f1(H]) = H]
= [pi(x) =¢
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Théoréme Si chaquefacteurd’'une chainenormalede G possedeainechaine
normale,alorsnousobtenonaune chainenormalede G en concaténanies diffé-
renteschainesdesfacteurs.Les facteursde la nouwelle chainesontisomorphes
auxfacteurgdeschaineslesdifférentsfacteurs.

Démonstration Soit
{e}=HoCH1C---CH,=G
unechainenormalede G etsoit
{8} =KioCKi1C---CKjn =F

unechainenormaledu facteurF pouri = 1,2,....n— 1. La surjectioncanonique
pi; Hir1 — F transformecettechaineen une chainenormalede G entreH; et

Hii1
Hi=LoCL1C---ClLin =Hij1

ouLij = p;t (Kij) Li,j/Hi ~Ki ;. Il enrésultequela chaine

{e}=Ho=LooCLlo1C:-Clon,=H1C---CHn1
= I—n—l,O - Ln—l,l c---C I—n—l,ni =Hp= G
estune chainenormalede G. Il nousrestea prouwer quele facteurl; j1/Li
estisomorpheau facteurK; j+1/K; j et cecipour j = 0,1,...,nj — 1 et pouri =
0,1,...,n—1.Larestrictionde p; aL; j+1 estunhomomorphismsurjectifdeL; j;1

sur K| j+1. Le dernierthéoremede la sectionprécédentaousdonnel’isomor-
phismerecherchdprendreG’ = K j,1, H' = K j etH = Lj j).

8.3 Groupesrésolubles

Définition Ondit qu’'un groupeG estrésolublesi, et seulemensi, il possede
unechainenormaledontlesfacteurssontabéliens.

Exemple Le groupeSs estrésoluble.

Théoréme tout groupeabélienestrésoluble.
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Démonstration Il suffit de prendrela chaine{e} C G.
Théoréme Tout groupecyclique estrésoluble.
Démonstration Carun groupecyclique estabélien.

Théoréme Touteimageparun homomorphismel’un grouperésolubleestun
grouperésoluble.

Démonstration Si G’ estune image homomorphedu grouperésolubleG,
alorsil existeun homomorphismaurjectif f;G — G'. Si

{6} =HoCH;C---CHy=G
estunechainenormalede G afacteursabéliensalorsla chaine
{d}=HyCH{C---CH,=GC

ouH/ = f (H;) pouri = 0,1,....n— 1 estnormaleet sesfacteurssontdesimages
homomorphesle ceuxdela chainede G (par’lhomomorphismay;). Il enrésulte
quela chaineG’ estunechainenormaleafacteursabélien Ceciprouve queG’ est
résoluble.

Corollaire Tout groupequotientd’un grouperésolubleestun grouperéso-
luble.

Démonstration Eneffet, ungroupequotientdeG estuneimagehomomorphe
de G parla surjectioncanonique.

Théoréme Si f;G — G’ estun homomorphismenjectif et si G’ estréso-
luble, alorsG estrésoluble.

Démonstration Si G’ estrésoluble alorsil posséde@inechainenormale
{¢€}=HyCHiC---CH=C
afacteursabéliensLa chaine
{e} =HopCH1C---CHy=G

OUH; = f—l(Hi') pouri = 0,1,...,n estunechainenormaleetil existe homomor
phismeinjectif vi; Hi+1/Hi — Hi’+1/Hi’. Il enrésultequelesfacteurgdela chaine
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de G sonttousabéliensce qui prouve queG estrésoluble.
Corollair e Toutsous-group& d’un grouperésolubleestungrouperésoluble.

Démonstration Il sufiit d’appliquerle théoremeorécédenal’injection cano-
nique.

Théoréme Si G possede@nechainenormaledontlesfacteursontdesgroupes
résolublesalorsG estrésoluble.

Démonstration Soit
{e}=HpCH; C---CHy=G

unechainenormalede G telle quetouslesfacteurss = Hi;1/H; sontrésolubles.
Nousavonsdémontréjuel’on peututiliser ceschainesiormalesesfacteurgpour
construireunechainenormalede G dontlesfacteursontisomorphesuxfacteurs
desdifférenteschainesiormalesiesfacteursMaisleschainesiesk peuwentétre
choisiesa facteursabéliensjl enrésultequelesfacteursdela chaineconcaténée
sonttousabélienset G estrésoluble.

Théoréme SoitH un sous-groupélistinguéde G. G estrésolublesi, etseule-
mentsi, H etG/H sontrésolubles.

Démonstration Si G estrésoluble,alorsH et G/H sontrésolublescomme
nousl’avonsvu. Réciproquemensti H et G/H sontrésolublesalors

{e}CHCG

estunechainenormalede G dontlesfacteurd=; = H/{e} ~ H etF, = G/H sont
résolublesll enrésultequeG estrésoluble.

Dansla suite,nousallons prouwver que G estrésolublesi, et seulemensi, G
posseédeinechainenormaledontlesfacteurssontdesgroupescycliquesd’ordres
premiersll estclair quesi G satishit cettecondition,alorsG estrésoluble Pour
démontrefa réciproquenousdémontrondesthéorémegpréliminairessuivants:

Théoréme Si p estun facteurpremierdel’ordre d’'un groupecycliquefini G,
alorsG possedein élémentd’ordre p.

n
Démonstration SiaestungénérateudeG, alorsl’élémentb = ar estd’ordre
p, carbP = e et p estpremier
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Théoréme Si p estun facteurpremierde I'ordre d’un groupeabélienfini G,
alorsG possedein élémentd’ordre p.

Démonstration Par récurrencesur I'ordre n de G. Si n = 1, le théoreme
estvrai. Supposonge théoremevrai pour tous les groupesfinis d’ordre < n et
démontrons-Igourlesgroupedinis d’ordren. Soit G untel groupe.Si G estcy-
clique,alorson estramenéauthéorémeprécédentSinon,G possedeain élément
h d’'ordremtel quel < m< n. SoitH = gr (h). Le groupequotientG/H estd’un
ordre< n. Deuxcassontpossibles

1. pdivisem: danscecas,p divisel'ordre dugroupeH quiestd’ordrem< n.
Ainsi H contientun élémentd’ordre p.

2. p nedivisepasm: p divisel'ordre deG/H carn= mx ord(G/H) et p est
premier Il existey € G/H d’'ordre p. L'élémentx = y™ vérife x # e (sinon
y" =g et p divisem= Ord(y)) etxP = (y"P = (y°)" = e cary? ¢ H
(Y°P =€) etmestl'ordre deH. Onendéduitque p estl'ordre dex car p est
premier

Corollaire Si G estun groupeabélienfini d’ordre nonpremier alorsG pos-
sedeun sous-group@ropre.

Démonstration Si p estun facteurpremierdel’ordre de G, alorsG possede
unélémentd’ordre p. Le sous-groupél = gr (a) estun sous-group@ropredeG.

Théoréme Si G estun grouperésoluble alorsG possedeinechainenormale
dontlesfacteurssontdesgroupescycliquesd’ordrespremiers.

Démonstration Soit
{ =HoCHIC--CHA=G

une chainenormalea facteursabéliens Nous supposongjue cettechaineestla
pluslonguedeschainesnormalesde G afacteursabéliensSi un facteurk n’était
pasungroupecycliqgued’ordrepremier alorsk possedein sous-group@ropreet
G possédeinsous-groupél telqueH; C H C Hj, 1. H estdistinguédansH; . 1, car
sixe Hi 1 ety € H, alorsxlyx = y (F; estabélien).l enrésultex lyxy 1 € H; C
H etxlyx= (x"lyxy!)y € H. D’un autrecoté,H /H; estabélien(sous-groupe
deF) etH;;1/H estabéliencarnousavons

Hiy1/H ~ (Hiy1/Hi) / (H/Hi)
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et(Hi+1/Hi) / (H/H;) estabéliencarc’estunquotientdu groupeabéliens. Ainsi,
si nousinséronsH entreH; et Hi 1 nousobtenonainechainenormalea facteurs
abéliengluslonguequela pluslonguedestelleschaines.

8.4 Groupedérive

SoitG ungroupedistinctde {e}. Pourtout (a,b) € G x G, I'élémenta—tb~1ab
seranoté[a,b] etappelée commutateur dea etb.
Théoréme Lespropriétéssuivantessontvraies:

1. [G estabélier) <= [[ab] = e pourtout (a,b) € G x G.
2. L'inversed’un commutateuestun commutateur
3. Sic estuncommutateyralorsx lcx estun commutateupourtoutx € G.

Démonstration Cespropriétéssontfacilesa vérifier.

Définition Le sous-groupeale G engendréar tous les commutateursa,b],
(a,b) € G x G, seraappelégroupedérivé du groupeG. Il seranotéG'.

Théoréme Le groupedérivé G’ deG estl’ensembledesproduitsfinis decom-
mutateurs.

Démonstration SoitH I'ensembledesproduitsfinis de commutateurd est
un sous-groupele G etil contienttouslescommutateurd! estle pluspetit sous-
groupede G qui contienttous les commutateurgar si un sous-group& de G
contienttousles commutateursalorsK contienttousles produitsfinie de com-
mutateursAinsiH C K etH = G.

Théoréme Le groupedérivé G’ de G estun sous-groupélistinguéde G.

Démonstration Car, siy € G/, alorsy estun produit fini de commutateurs,
soity=cz--- ¢. Il enrésulte

X tyx=x"tc1--ox= (x terx) (x Tex) -+ (x tox) € G

carle conjuguéd’un commutateuestun commutateur
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Théoréme Si H estun sous-groupelistinguéde G, alorsG/H estabéliensi,
etseulemensi, G C H.

Démonstration Si c = a~1b~lab estun commutateyralors
- —1 —
t=alblab=a b ab==e

Il enrésultec € H qui prouve G’ C H. Réciproquementsi G’ C H, alorsnous
avonspourtout (a,b) € G/H x G/H

alb ‘ab=alb-lab=a lb-lab=+¢

etparsuiteG/H estabélien.
Corollaire G/G’ estabélien.

Ondéfinit, parrécurrencele groupedérivé d’ordr ei commeétantle groupe
. . . !
dérivé dugroupeGi-b: Gl) = (G('—l)) . OndéfinitG9 commeétantle grouep
G. Nousavons:
Théoréme Si G estun grouperésoluble et si

G=Go2G1D---DGn={e}
estunechainenormaleafacteursabéliensalorsG() C G; pouri = 0,1,...,n.
Démonstration Par récurrence Sii = 0, nousavons Gg = G = G(9. Sup-

. _ N/ ,
posonsavoir G) C G;. NousavonsG(i+1) = (G(')) C G,. CommeG; /G, est
abélien,onaG; C Gj,1 etparsuite

Gli+D) — (G(i))l C G; C Git1.

Théoréme G estrésolublesi, etseulemensi, G = {e} pourcertainsn.

Démonstration Si G estrésolubleet si
G=Gy2G1D---2G,={e}

estune chainenormalea facteursabéliensalorsG" C G, = {e}, d'ou G =
{e}. Réciproquemensi G = {e} pourun entiernatureln, alorsla chaine

G:G(O)QG’:G(l)Q---QG(”):{e}
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estunechainenormaleafacteursabélienscarG() /Gl+Y estabéliencarG(i+1) =
. !/
(G(')> . Ainsi G estrésoluble.

Théoréme Le groupealternéA, n’estpasrésolublepourn > 5.

Démonstration Nous allons démontrerque A'n contienttous les cycles de
longueur3. Si (abc) estuntel cycle, alors

(abc) = (adc) (beg (acd) (bce) = (acd)~* (bce) ~* (acd) (bce) € A,

oud etedesélémentdlistinctsetdistinctdea,b,c (n> 5). 1l enrésultequeA,, en-
gendréparlescyclesdelongueur3, estégala songroupedérivé A; Ceciprouwe
que A, n’est pasrésolublepour n > 5, car songroupedérivé de n'importe quel
ordreestdistinctde{i}.

Corollaire S, n'estpasrésolublepourn > 5.
Démonstration Sinon, A, seraitrésoluble.
Théoréme S, estrésolublepourn € {1,2,3/4}.

Démonstration Ceci estclaire pourn = 1,2,3. Pourn = 4, nousavonsla
chaine
{ifcWCVCACYy

ouV estle groupe
V ={i,(12)(34),(13) (24),(14) (23)}

etW estunsous-groupe’ordre2 deV. Cettechaineestnormale La seulevérifi-

cationafaireestqueV estun sous-groupdlistinguéde A4. MaisV estdistingué
dansS;. Ainsi la chaineestnormale Lesfacteurssonttousd’ordre2 ou 3, ils sont
abéliensll enrésultequeS,; estrésoluble.
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Chapitre9

Résolubilite par desradicaux

9.1 Groupede Galoisd'un polynébme

Danscechapitre touscorpsconsidérésontde caractéristiquaulle. SoientK
unecorpset f un polyndmedansK|[X].

Définition On appellegroupe de Galois de f sur K le groupede Galois
G(E/K) ouE estuncorpsdesracinespour f surK. Il seranotéGg (f).

Lemme Soit f € K[X] et M uneextensionde K. Le groupeGy (f) estiso-
morphed unesous-groupele Gk (f).

Démonstration Soit N un corps des racines pour f sur M. On a
N=M (ay,...,ay) ouay,...,an sontlesracinede f dansN. Le corpsE =K (ay,...,an)
estun corpsde racinespour f sur K. Si 0 € G(N/M), alors sarestrictiona
E estun K—automorphismeale E car E estune extensionnormalede K. Soit
$;G(N/M) — G(E/K) I'applicationqui associed chaqueo € G(N/M) sares-
triction aE. ¢ estunhomomorphismeegroupesl! estinjectif carsi ¢ (o) = idg,
alorso (&) = & pourtouti. Il enrésultec = idy. Ainsi G(N/M) estisomorphea
Im (¢) qui estun sous-groupele G (E/K).

Soit f € K[X] et L = K(ay,...,an) un corpsdesracinespour f sur K, ou
ai,...,an sontlesracinesde f dansL. Tout o € G(L/K) permuteles racinesde
f. D’'un autrec6té,deuxK —automorphismes et 1 de L sontégauxsi, et seule-
mentsi, 0 (&) =T (&) pourtouti. Ainsi le groupedeGaloisde f peutétreregardé
commeun sous-groupeledu groupedespermutationsle sesracinesNousavons
alors

Lemme Soit f € K[X]. Le groupede Galoisde f surK estisomorphea un
sous-groupée S, ou n estle nombredesracineddistinctesde f.



I. El Hage www.les-mathematiques.net 56

9.2 Polyndmesrésolubleset leurs groupesde Galois

Définition On dit qu'un polyndéme f € K[X] estrésoluble par des radi-
caux si, et seulemensi, lesracinesde f dansun corpsdesracinespeuwent étre
construitesa partir descoeficientsen un nombrefini d’étapesfaisantintervenir
les quatreopérationet 'extractionde racinesn'®"¢Spour desentiersnaturelsap-
propriésn.

Il découlede cettedéfinition, qu’un polyndmef € K[X] estrésolublepardes
radicauxsi, etseulemensi, il existedescorpsKo,Ki,...,KntelsqueKo =K, le po-
lyndme f estscindédansKy, [X] etpourtoutentieri entrelei, le corpsK; estob-
tenuapartirducorpsK;_1, parl’adjonctiond’un élément; € K; qui vérifie aipi €
Ki_1 pourun certainentierspositif p;. En plus,nouspouvonssupposetes p; pre-
mierscarsin= pyp... px_1Pk, Ol les p; sontpremiersetsi a estuneracinen'¢me
dea, onadjointa enadjoignantsuccessiementaPr, (aP)P2 . (((aP1))... )P =
a.

Onseproposededémontrele résultatfondamentasuivant

f estrésolublepar radicauxsi, et seulemensi, songroupede Galois Gk (f) est
résoluble

SoitL uncorpset p unnombrepremier Supposonte polyndmeXP — 1 scindé
dansL[X]. Ce polyndmene possédeajue desracinessimplescar aucunede ses
racinesn’est uneracinecommuneavec le polynémedérivé pXP-1. Un élément
w € L estuneracine p'™M€ primiti ve de I'unité si, et seulemensi, w # 1 et est
uneracinedu polyndmeXP — 1. Lesracinesp'¢™eSprimitivesde 'unité sontdonc
lesracinesdu polynéme

XPEpxP i 4 X+1

De méme,le groupedesracinesp'®Mes primitivesde 'unité dansL formentun
groupecycliqueengendréarn’importelaquellede cesracines.

Lemme Soit K un corpset p un nombrepremier Si w estuneracine p'¢™e
primitive del’'unité dansuneextensiondeK, alorsle groupede Galoisdel'exten-
sionK (w) deK estabélien.

Démonstration SoitL = K (w) etsoiento,1 € G(L/K). o(w) et T (w) sont
desracinesdu polyndmeXP — 1. Il existe deuxentiersa etb telsqueo (w) = w?
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et (w) = «P. Il enrésulte

cequiprouecoT=Too carL = K (w).

Lemme SoitK un corpset M un corpsdesracinessur K pourle polynéme
XP—c e K[X] ou p estunnombrepremier Le groupede Galoisdel'extensionM
deK estrésoluble.

Démonstration Le résultatesttrivial si ¢ estnul. Supposong nonnul. Les
racinesdu polyndmeXP — ¢ sonttoutesnon nulles et distinctescar la seulera-
cine de son polynédmedérivé estnulle. Si a estune racinede ce polyndmeet
si w estune racine p'®™e primitive de I'unité, alors les racinesde XP — ¢ sont
0,0, 0d,...,0°1a. OnaalorsM = K (a,w). Le corpsK (w) estun corpsin-
termédiaireet estuneextensionnormalede K car c’estun corpsde racinespour
XP—1 surK. Il enrésultequele groupeG(M/K (w)) estun sous-groupelis-
tinguédu groupeG (M /K) et quele groupequotientG (M /K) /G(M/K (w)) est
isomorphea G (K (w) /K). Or ce dernierestun groupeabelien,il sufiit alorsde
prouver quele groupeG (M /K (w)) estabeliencar, dansce cas,la chaine

{i} € G(M/K(w)) € G(M/K)

seraitunechainenormalea facteursabéliende G (M /K).

M estobtenua partirdeK (w) parl’adjonctiond’un élémenta vérifiantaP =
c € K. Ainsi, tout o € G(M/K (w)) est parfaitementdéterminépar son action
sura. Enpluso(a) estuneracinede XP —c. Il enrésultequ’il existe un entier
atel o(a) = aw?. De méme,si 1 € G(M/K (w)), il existe un entierb tel que
1(a) = aw’. Onaalors

=1(0)T() =1(0) T(W)? = cw’o®* = aw

cequiprouecotT=To0 etG(M/K(w)) estabelien.
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Lemme Soit f € K[X] etsoitK’ =K (a) ouaP € K pourunnombrepremier
p. Le groupeGk (f) estrésolublesi, et seulemensi, le groupeGy: (f) estréso-
luble.

Démonstration Soit N un corps des racines pour le polynéme
f (X)(XP—c) surK, ot c=aP € K. N contientun corpsdesracinesL pour f
surK etun corpsderacinesM pour XP — ¢ surK. Les extensionsN deK, L de
K etM deK sonttoutesgaloisiennesLesgroupesG(N/M) etG(N/L) sontdes
sous-groupeslistinguésde G(N/K). En plus le groupeG (L/K) estisomorphe
au groupequotientG(N/K) /G(N/L) et le groupeG(M/K) estisomorpheau
groupequotientG(N/K) /G(N/M). M et N sontdescorpsdesracinespour le
polyndmeXP — ¢ surK et L respectiement.ll résultedu lemmeprécédentue
G(M/K) etG(N/L) sontresolublesOr noussaonsquesi H estun sous-groupe
distinguéd’un groupeG, alorsG estrésolublesi, et seulemensi H et G/H le
sont.Ainsi G(N/K) estrésolublesi, et seulemensi, G(N/M) estrésoluble.De
méme,G(N/K) estrésolublesi, et seulemensi, G(L/K) estrésoluble.Mais
G(N/M) ~ Gy (f) et G(L/K) ~ Gk (f).ll enrésulteque Gy (f) estrésoluble
si, etseulemensi, Gk (f) estrésoluble.

MaintenantM estaussiun corpsdesracinespourle polyndmeXP —c surk’,
carK’ = K(a) ou a estuneracinede ce polyndme.Ainsi, le groupeGy (f) est
résolublesi, et seulemensi, le groupeGy: (f) estrésoluble.ll enrésultequele
groupeGk ( f) estrésolublesi, et seulemensi, le groupeGy: (f) estrésoluble.

Théoreme Soit f € K[X] . Si f estrésolublepar desradicaux,alors son
groupede GaloisGk ( f) estrésoluble.

Démonstration Si f estrésolublepar desradicaux,alorsil existe unesuite
Ko,K1,...,Km decorpstel queKo = K, f estscindédansKy[X] et, pouri entrel et
m, Ki = Kij_1 (aj) aveCO(iIoi € Ki_1 pourun nombrepremierp;. Le groupeGg, (f)
estrésolublecarc’estle grouperéduital'identité deK,. D’'un autrec6té le lemme
précédenmontrequele groupeCy; ( f) estrésolublesi, etseulemensi, le groupe
Gk;_, (f) estrésoluble et ce pourtouti > 0. Il enrésulteque Gk (f) = Gk, (f)
estrésoluble.

Lemme Soit p unnombrepremier K uncorpsetL uneextensiongaloisienne
dedegré p deK. OnsupposeueK contientuneracinep'®™€primitive del'unité.
Alorsil existea € L telqueL =K (a) etaP e K.

Démonstration Le groupeG (L/K) estun groupecyclique car sonordreest
un nombrepremier Soienta un générateude ce groupeet w uneracine p'¢Me
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primitive del'unité. Soitb € L — K etsoit, pouri = 0,1,...,p— 1,
a; =b+wo(b)+wlo?(b)+-+wPDigP-1(b)

Cetélémentestparfoisappeléa résolvante de Lagrange. Nousavonso (Gj) =
w laj pour j=0,1,...,p—1, carc(w) = w, 6 (cP1(b)) =betwP =11l en

p

résultec (aj) = af etparsuitea! € K pourj =0,1,...,p— 1. Mais

Op+0Qg+---+0p_1=pb

car w estuneracinedu polynémeXP-1 4 XP-2 ... 4+ X + 1 pourtousles j
nondivisiblesparp. Or pbe L — K carb € L —K et p# 0 dansK. Il enrésulte
qu’un deselémentsig,ay,...,ap_1 appartientiL — K. Soita = a; untel élément.
[K (a) : K] divise[L : K] = p. On endéduite[K (a) : K] = p car p estpremieret
a ¢ K. Ainsi L = K (a) avecaP e K.

Théoréme Soit f € K[X] ou K estun corpsde caractéristiquenulle. Si le
groupeGk (f) estrésolublealors f estrésolublepardesradicaux.

Démonstration Soitw uneracinep'®™eprimitivedel’'unité ot p estunnombre
premier Le groupeGy ) ( f) estisomorphea unsous-groupele Gk (f) etestpar
suiterésolubleD’un autrec6té, f estrésolublepardesradicauxsurK si, etseule-
mentsi, f estrésolublepardesradicauxsurK (w) carK (w) estobtenue partirde
K paradjonctiond’un élémentw qui vérifie wP = 1 € K. Déslors, on peutsuppo-
serquele corpsK contientuneracinep'®™ primitive del’unité pourtouslesdivi-
seurs premiers de
n=0rd(Gk (f)).

Le résultatesttrivialementvrai pourn = 1 cardanscecasf estscindédans
K [X]. Supposonda propriétévraie pour les extensionsdont I'ordre du groupe
de Galoisestinférieur a n. Soit L un corpsdesracinespour f surK. L estune
extensiongaloisiennede K et G(L/K) = Gk (f). Le grouperésolubleG(L/K)
possedein sous-groupelistinguéH tel quele groupequotientG (L/K) /H soit
cyclique d’ordre un nombre premier diviseurde n = Ord (Gk (f)). Soit M le
corpsdesinvariantsdeH. OnaH = G(L/M) etG(M/K) ~ G(L/K) /H. D’'ou
[M:K]=0rd(G(L/K)/H) = p. Il enrésultequeM estdela formeM = K (a)
pouruna € M qui vérifie aP € K. CommeGy (f) ~ H etH estrésoluble alors
Gwm (f) = G(L/M) estrésoluble L’hypothesederécurrencenontreque f estré-
solublepar desradicauxsur M. Lesracinesde f setrouventdonc,dansuneex-
tensionde M obtenueparadjonctionsuccessie de radicaux.Or M estobtenuea
partir de K parl’adjonctiondu radicala, donclesracinesde f setrouventdans
uneextensionde K obtenugoaradjonctionsuccessie deradicaux.f estalorsré-
solublepardesradicaux.
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Chapitre 10

Equation généralede degrén

10.1 Equation de degréen

Touslescorpsconsidérésiansce chapitreserontde caractéristiquaulle. Soit
by,...,bs desélémentsd’'une extensiond’un corpsK.

Définition Ondiraquelesélémentds,...,bs sontalgébriquementindépen-
dants surK si, et seulemensi, cesélémentse satisfontaucunerelationde la
forme o

z (Xiliz___isblll...blss =0
acoeficientsnonnuls.

Autrementdit, bs,...,bs sontalgébriquemenindépendantsi, et seulemensi,
ils n’annulentaucunpolyndmenonnul P (X,...,Xs) € K[Xq,...,Xs] &n indétermi-
nées.

Exemple Si a esttranscendargurK etb esttranscendargurK (a), alorsa,b
sontalgébriquemenindépendantsurK, carsi nousavons

zai,jaibj =0
]

alors

Z (zaija‘) bl =0

|
Mais b esttranscendargurK (a), d’ou
zuijai — 0 pourtout j
|

a estaussitranscendargur K. Lesrelationsprécédentesnpliquenta;jj = 0 pour
touti ettout j cequi prouwe I'indépendancealgébriquedea etb surK.
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L’ équationgénéralede degrén suruncorpsk estuneéquationdela forme
X"+ap_1X"+---+ax+ap=0

ou les coeficients ag,as,...,an_1 sontalgébriquemenindépendantsur K. Soit
F =K (ap,ay,...,an_1) et f (X) = X"+ a,_1X" 1+ ... +a;X +ag. Nousavons
f (X) e F[X] etF ~K(Ys,...,Y) corpsdesfractionsrationnellesennidéterminées
Y1,...,Yn et a coeficientsdansK. Soit uy,up,...,u, lesracinesde f dansun corps
desracinesrF (Ug,Us,...,Un—1) pour f surF.

Théoréme uy,uy,...,U, sontalgébriguemenindépendantsurK.

Démonstration Sinon,soit
zailiz,__inuill...ui,;“ =0
unerelationdedépendancalgébriquesurK. Posons
P (X1, %) = 3 Gl inXgh X

Cepolynémenonnul satishit P (uz,uy,...,un) = 0. Considéronge polynéme

H (X1,...,Xn) = ELP(xo(l),...,xo(n))

Le polynbmeH estvisiblementsymétrique.La théorie des polynbmessymé-
triquesnousapprendju’il existeunpolyndmeuniqueQ (Xy,...,Xn) dansK [Xg,...,Xq]
tel que

H (X1,....%0) = Q(Z1,...,%n)

ouX1,2y,...,2, sontlespolyndmessymétriqueglémentaires

21 =Xp+Xo+- -+ Xn
2o = X Xo+ X1 X3+ -+ Xn_1Xn
Y3 =X XoXz+ -+ Xn 2Xn 1Xn

2n = XX+ -~ Xn

LarelationP (uy,Us,...,un) = 0impliqueH (ug,uz,...,un) = O etparsuiteQ (},...,2y) =
000 = j (ug,Uz,...,Un). Or &l = (—=1)'an_i. Il enrésulte

Q(—an-1,8n-2, — @-3,...,(—1)"ag) = 0
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Mais, les élémentsay,...,a,_1 sontalgébriguemenindépendantsurK. Ceciim-
pliqueQ = O etparsuiteH =0etP=0.

Corollaire Lesracinesus,u,,...,u, sontdistinctes.

Démonstration Car si uj = uj, alorsu; — uj = 0 estunerelationde dépen-
dencealgébriquesurK satishitesparlesélémentsis,us,...,uUn.

Théoreme K (ug,Uy,...,un) = F (ug,Uz,...,Un)
Démonstration Nousavons

F (ug,Uz,...,un) = K (@g,...,an-1) (Uz,Uz2,...,Un)
=K (aOa---aan—laULUZa---aUn)
K (ug,U,...,Un)

carlescoeficientsa; peuwents’exprimerenfonctiondesracinesu,...,u, parl’in-
termédiairedespolyndmessymétrique€lémentaires.

Théoréme Le groupede GaloisG du polynémef estisomorphea S,.

Démonstration Il sufiit deprouver queG estle groupeS(A) detoutelesper
mutationsde I'ensembleA = {uy,Uy,...,uy} desracinesde f car ce groupede
permutationsestisomorpheau groupe$,. Soit o € G. o € S(A) car elle per
mute les racinesus,uy,...,u, de f. Réciproquementsoit t une permutationde
A= {ug,up,...,un} etsoit

oK [ulaUZa"'aun] —K [UlaUZv--aUn]
I'applicationdéfiniepar

o (g(uz,up,...,un)) = g(t(uz),...,t (un))

o estbien définie car tout élémentde K [u1,Uz,...,Un] S'écrit d’'une maniére
unique sous la forme g(ug,up,...,un). Il est aisé de prouver que o est un
K-automorphismeéel’anneauK [uy,Uy,...,un]. Il peutétreprolongéenunK-automorphisme
T ducorpskK (ug,uy,...,un), corpsdesfractionsdel’anneaukK [ug,uy,...,up]. Il nous
restea prouwver quet estun F-automorphismele K (ug,uy,...,un). Mais 1 laisse
fixe tout élémenta; car g; estune fonction symétriquedesracinesus,uy,...,Un.
Ainsi, T appartienaugroupede GaloisG de f surF.
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Corollaire L’équationgénéralede degré n n’est pasrésolublepar desradi-
cauxpourn > 5.

Démonstration Pourn > 5, le groupede Galois de I'équation généralede
degrén estisomorphea S, qui estnonrésoluble.

10.2 Discriminant
Soit
X'+a X"+ tax+ag=0

I'équationgénéralededegrén surun corpsk. SoitP = K (ap,as,...,an—1) etRun
corpsdesracinessurP pourle polynéme

f(X)=X"+an1 X"+ +aX+ag

Le groupede Galoisde f estisomorphea S,. Soit ug,Up,...,u, lesracinesde f
dansR.
Définition Onappellediscriminant de f I'élémentD = A? o0 A estI'élément

n (ui —Uj) €eR
1<]
Exemple Le discriminantdel’équationgénéralaledegré 2 surK est

D:AZZ(Uo—ul)Zza%_4ao

Théoreme o (A) = +A pourtouto € G(R/P).

Démonstration Nousavons

o(A)=0 (I_I (u —Uj)) = (o(u)—o(u))) =€(0)A==+A

1<) i<]

ou ¢ (0) estla signaturedela permutationo.
Corollaire A% € P.

Démonstration Caro (A2) = ¢ (A)? = A2 pourtout o € G (R/P).
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Théoréme Le corpsdesélémentslaissésfixe par le groupealternéA, est
P(A).

Démonstration SoitL le corpsdesélémentdaissédixesparA,. Nousavons
An, = G(R/L). L'extensionL de P estnormale,car A, = G(R/L) estun sous-
groupedistinguéde S, = G(R/P). En plus, le groupede GaloisG (L/P) estiso-
morpheau groupequotientS,/A, qui estun grouped’ordre 2. Ainsi [L: P] = 2.
L'élémentA estinvariantparchaqueélémentde A, caro (A) = +A . Il enrésulte
AcLet[P(d):P]=2.DouL=P(A).

10.3 Equation dedegré?2
Cetteéquationestdela forme
X2 +bx+c=0

Nousavonsugp — u; = A etug+ u; = b. Enrésohantle systemdinéaire

Up—up=A
Up+ui=Db
nousobtenons
o — —-b+A otu — —b-A
0= 72 1=7

10.4 Equation dedegré3
Cetteéquationestdela forme
X+ ax’ +agx+ap =0

a
Enposanty = x— 3 nousobtenons

XX+ px+q=0
Le discriminantde cetteéquationest
A= —4p* - 27¢°
Songroupede Galois,identifiéa Sz, estrésolubleet

SO A3 D {e}
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estunechainenormaleafacteursabéliensde Ss. Il correspond cettechainepar
la correspondancee Galois,la chainesuivantede corpsintermédiaires

PCP(A)CR

Le groupede Galois de I'extensionR de P(A) estAs. Mais Az estun groupe
cycligued'ordre 3. Il estengendréarle cycle (123). Il enrésultequele groupe
deGaloisG (R/P(A)) estengendréoarle P (A)-automorphisme deR qui vérifie

o(u1) = Uy, 0(U2) = Uz eto(ug) =ug

Ainsi, [P(A) (u1) : P(A)] =3etR=P(A) (u1) = P(A,ug).
Onappliguela méthodede la résohantede Lagrange Nousavons

By = Uy + 20 (1) + Z20? (u1) = Up + 2 + 2u3
[32=U1+22U2+ZUG
B3=uUp+ U+ Uz

Un calculassexzomplexe nousdonne

27 3
B = (L+2p+2w)’ = - g+ Sv=3h

27 3
3_ _ 2./
B = 2q > 3A
B1B2=—3p

Donc,uy,up,us formentunesolutiondu systemdinéairesuivant

up+ux+uz=0
U+ 2zl + 22Uz = By
up + 22U+ zus = B2

Pourrésoudrece systemenousdevonscalculer3; et3,. Parmilessolutionspos-
sibles,on choisitcelle qui vérifie 318, = —3p. La résolutiondu systemdinéaire
nousdonnealors

B1+B2 U 222[314-2[32 otu :Z[31+22[32

3 't 3 2 3

Exemple Pourrésoudrd’équationde degré 3 suivante

Up =

x3—5x2 £ 19x+25=0
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5 . . .
onposey =X— . Nousobtenong'équationsuivante

32 1280

Le discriminantde cetteéquationest

3 2
o=t = o) 2 (120) - s

D’ou
B3 = (4(\/§+1))3 etpd = (—4(\/§—1))3
etB1B2 = —3p = —32.0Onendéduit

B1 :4(\/5—1) etBy = —4(\/§+1)

cequidonne
g PLthe 8
0= 73 3
ZP1+2B, 4
u; = = - —
3 3
2B1 + 7B 4
3 3
et
5
Xo=Up+z =1
5 .
X1=U1+=-=3-4
1 1+3

5 .
xz:uz+§ =3+4i

10.5 Equation dedegré4

Cetteéquationestdela forme suivante

X+ apC+ ax’ +agx+ag =0

66
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as
Enposanty = x— 2 nousobtenons

X*+p@+ax+r=0
Le discriminantde cetteéquationest
A = 16p*r — 4p3q® — 128p%r2 + 144pcfr — 274" + 2563
Le groupede Galoisde cetteéquationjdentifiéa S, estrésolubleet
SiDAD2VDOWD{e}

Oou

V={eu=(12)(34),v=(13)(24) t = (14) (23} W = {e,u}
estunechainenormalea facteursabéliensde ;. 1l lui correspondparla corres-
pondanceale Galois,la chainesuivantede corpsintermédiaires

PCPA)CLICLCR
Nousavons
G(R/P(A)) ~ A4, G(R/L1) =V, G(R/Lp) ~W
et

[R:P]=24,[R:P(A)] =12, [R:L1] =4, [R: Ly =2
[Lo:L1]=2,[L2:P(A)] =6,[L1: P(A)]=3et[P(A):P] =2

L, estengendrésur P(A) par un élémentinvariantpartousles o € V. Mais cet
élémentestmodifié par au moinsun élémentde A4. Considérond’élémentd =
(Up+ Uu1) (U2 + ug). Cetélémentvérifie

u(@) = (up+up) (uz+uz) =96
v(B) = (u2+uz) (Up+u1) =6

t(0) = (uz+uz) (Uup+Uup) =6

Donc B € L1. d'un autrecété,o = (123) € Ay et (0) # 6 ce qui prouve 6 ¢
P(A). D'ou Ly =P(A)(8) = P(A,8). Le polyndmeminimal de® surP (A) estle
polynbmeayantcommeracinedeso (68) pourtoutélémeno deAs = G(R/P(4)).
Mais

[ e(123,(124),(134),(234),(132), (142), (143),
Ao = { (243),(13) (24), (14) (23), (12) (34) }
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Calculantcesimagede 6, nousobtenons

8,=06
82 = (Up+ U2) (U1 + U3)
83 = (Up+ Ug) (Ug + Up)

Or cesimagessontlesracinesdel’équation
(X— 91) (X— 92) (X— 93) = X3 — b1X2+ box—b3=0
avec

b1 =01+62,4+083=2p
by =010, +0103+ 06,03 = p2—4l’
bg = 816203 = —¢?

Cetteéquationde degré 3 estappeléda résolvante cubique del’équationdede-
gré 4. Le polyndme minimal de 6 sur P(A) est donc le polynéme
X3 — b1X2+ byX — bs. 01 et appartiennend L1 carils sontinvariantspartous
lesélementsieV = G(R/Ly).

L, estengendrésurL; parun élémentdedegré 2. Si A = u; + up, alorsA est
invariant par tous les élémentsde W mais transformépar I'élémentv deV car
nousavons

V) =us+us#A (Up+ux+Uus+us=0)

DoncA € Lj etA ¢ L. Il enrésulteL, = L (M) etla chainedescorpsintermeé-
diairesdevient
PCP)CPABCPABANCR

Pourcalculerlesracinesus,up,us,us enfonctionde 841,0,,83, nousavons

(Ur+up) (Us+ug) =6
Ui+U+uz3+usz=0

Cesdeuxéquationgiousdonnent

Ui+ U =+/—01

Uz+Us=—v—061
De méme,nousavons

Up+Us= -8

U+UWw=—v-62

et
up+uUs = /=63
Up+Uz = —/—03
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Le choixde /—01,/—02,,/—063 doit satishire
(\/—91) (\/—92) (\/ 93) (u1+u2) (Uup+uz) (ur+us) = —q

Nousobtenons

=5 (V=8r+ V82 + V/~85)
=5 (V=01- V=0,— V/=85)
=3 (V=81+v=82— V/=85)
= (\/—el— V=02+v/=8s)

Exemple Soitarésoudrd’équationdedegré 4 suivante
X =23+ 4% 4+2x-5=0

I\)II—‘NIHNIH

1
Enposanty = x— > nousobtenons

ol
'+ y2—|—5y—1—6 0

La résohantecubiqueest
X3 —5x% 4+ 19x+25=0
Lesracinesde cetteéquationde degré 3 sont
01 =-16,=3—4ietb3=3+4i.

Nousavons
—0,=
V—02=V4—3=+(1+2)
V/—03=+v—3—4i = +(1-2i)
La condition

(\/—91> (\/—92> (\/ 63) (U +U2) (Ug+U3) (Up 4+ Ug) = —q= —
nousdonne,/—06; = 1,/—062 = 1+ 2i ety/—03 = 2i — 1. Lesracinesdel'’équation
eny sont

Loy =2 gy = tety, =3

YO—Z ,Y1—2 ,Y2—2 Y3 = >

On endéduitlesracinesdel’équationinitiale enx. Cesracinessont
Xo=1+2ix1=1-2ixo=1etxg=-1



