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Chapitr e 1

Corps desracines

1.1 Intr oduction

Touslescorpsconsidérésdanscecoursserontdescorpscommutatifs.Soit K
un tel corps.

Définition Ondit qu’uncorpsE estuneextensionducorpsK si, etseulement
si, K estun sous-corpsdeE.

Exemple
�

estuneextensionde � et de � .

Exemple � estuneextensionde � ��� 2� .
Exemple � � � 2� estuneextensionde � .

Exemple Le corpsK � X � desfractionsrationnellesà uneindeterminéesur le
corpsK estuneextensiondeK.

Définition OnappelleéquationpolynomialesurK touteéquationdela forme
P � x�
	 0, où P estpolynômeappartenantà K �X � .

Le degré decetteéquationestle degré du polynôme.Lessolutionsdecette
équationP � x�
	 0 sontlesracinesdu polynômeP dansuneextensionE deK.

Exemple Une équationde degré 1 estde la forme ax � b 	 0 où a � K � et
b � K.

Exemple Uneéquationdedegré2 estdela formeax2 � bx � c 	 0 oùa � K � ,
b � K etc � K.
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Le but dececoursestderépondreauxdeuxquestionssuivantes:

Question1 : Ayantuneéquationpolynomialededegrén suruncorps
K, est-il possiblede trouver une extensionE de K, danslaquelle,
l’équationpossèdeunesolution?
Question2 : Dansle casoùl’équationpolynomialeP � x��	 0 possède
unesolutiondansuneextensionE deK, sousquellesconditionscette
solution s’exprime-elle,à partir descoefficients de P, à l’aide des
quatreopérationset desradicaux?

1.2 Corpsdesracines

SoitK un corps.
Définition uneextensionE deK estun corps de ruptur e pour le polynôme

f � X ��� K �X � surK si, et seulementsi, E contientuneracinede f .
Exemple � estun corpsderupturepourX3 � 2 sur � .

Théorème Si f � X � estun polynômeirréductibledansK �X � , alors f possède
un corpsderupturesurK.

Démonstration SoitM l’idéal deK �X � engendréparle polynômef . M estun
idéalmaximalcarK �X � estunanneauprincipalet f estirréductible.Si E désigne
l’anneauquotientK �X ��� M, alorsE estun corps.On peutregarderK commeun
sous-corps de E. Pour voir ça, soit
p;K �X � ��� K �X ��� M la surjectioncanonique.La restrictionq de p à K estun
homomorphismenonnul car p � 1�
	 1. Il enrésultequecethomomorphismeest
injectif carsonanneaudedépartestun corps.On endéduitqueK estisomorphe
àq � K � , cequi permetd’identifierK etq � K � . Ainsi E devientuneextensiondeK.
Soit α 	 X 	 p � X � . En écrivant

f � X ��	 a0 � a1X ��������� anXn

nousobtenons

f � α �
	 a0 � a1α ��������� anαn	 q � a0 ��� q � a1 � p � X ��� ������� q � an �!� p � X �"� n	 p � a0 ��� p � a1 � p � X ��� ������� p � an �#� p � X �"� n	 p � a0 � a1X �������$� anXn �	 p � f �	 0
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DoncE estuneextensiondeK contenantla racineα de f .

Corollair e Toutpolynômef � X ��� K �X � possèdeun corpsderupturesurK.

Démonstration En effet, tout polynôme f � K �X � sedécomposeenproduit
depolynômesirréductibles.

Définition UneextensionE deK estun corps de décompositionpour f sur
K si, et seulementsi, f peutêtrescindédansE �X � c.d. il peutêtredécomposéen
produitdepolynômeslinéairesdansE �X � .

Exemple Le corps
�

estun corpsdedécompositionsur � pour le polynôme
X2 � 1.

Exemple Le corps � estun corpsdedécompositionsur � pourle polynôme
X2 � 1.

Théorème Toutpolynômef � K �X � possèdeun corpsdedécomposi-tionsur
K.

Démonstration Onprocèdeparrécurrencesurle degrén de f . Si n 	 1, alors
K estun corpsdedécompositionpour f surK. Supposonsle théorèmevrai pour
tout polynômededegrépluspetit quen et démontrons-lepour lespolynômesde
degrén. D’aprèsle corollaireprécédent,il existeuneextensionE deK contenant
uneracinea de f . Le polynômeX � a divise f � X � dansE �X � . Nousavons f � X �%	� X � a� g � X � dansE �X � , avec deg � g�&	 n � 1. L’hypothèsede récurrencenous
permetde trouver un corpsde décompositionF pourg � X � surE. On a g � X �'	
k

i ( n
∏
i ( 2
� X � ai � dansF �X � et

f � X ��	)� X � a� g � X ��	*� X � a� k i ( n

∏
i ( 2
� X � ai �
	 k

i ( n

∏
i ( 1
� X � ai �

dansF �X � oùa1 	 a. Ainsi, F estun corpsdedécompositionpour f surK.

Définition Un corpsde décompositionminimal pour f sur K estappeléun
corps desracinespour f surK.

Exemple
�

estun corpsdesracinessur � pourle polynômeX2 � 1.
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Exemple � �#� 2� est un corpsde décompositionsur � pour le polynôme

X2 � 2.

1.3 Adjonction

Définition Soit A estunepartied’uneextensionE deK. Le sous-corpsdeE
engendréparK + A estappeléle corpsengendrépar A sur K ou le corpsobtenu
parl’ adjonction deA àK. OndiraalorsqueA estunsystèmedegénérateursde
K � A� surK.

Notation Le corpsengendréparA surK seradésignéparK � A� . Si A estfini et
si a1 ,.-/-.-/, an sontseséléments,alorsnousécrironsK � a1 ,.-/-.-., an � à la placedeK � A� .

Exemple Si A 	 /0, alorsK � A�
	 K.

Exemple
� 	0�1� i � .

RemarqueUneextensionE deK peutavoir plusieurssystèmedegénérateurs
surK : ainsi �1� i ��	 � 	0�2� 1 � i � .

ThéorèmeSiAetBsontdeuxpartiesd’uneextensionE deK, alorsK � A + B�!	
K � A�!� B� .

Démonstration Tout sous-corpsde E qui contientK , A et B contientK � A�
et B. Réciproquement,tout sous-corpsde de E qui contientK � A� et B contient
K , A et B.Il en résultequela famille de tousles sous-corpsde E contenantK, A
et B estégaleà celledetouslessous-corpsdeE qui contiennentK � A� et B. Ceci
prouvequeK � A + B� , qui estle pluspetit élémentdela premièrefamille,estégal
à K � A�!� B� , qui estle pluspetit élémentdela seconde.

Corollair e K � a1 ,.-.-/-., an �
	 K � a1 ,/-.-.-/, an 3 1 �!� an � .
Théorème Toutpolynômef � K �X � , possèdeuncorpsdesracinessurK.

Démonstration SoitE uncorpsdedécompositionpour f surK. Cepolynôme
s’écrit sousla forme

f � X ��	 k
i ( n

∏
i ( 1
� X � ai �
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dansE �X � . Soit S 	 K � a1 ,/-.-/-., an � . Il est facile de voir queS estun corpsde dé-
compositionpour f surK. Cecorpsdedécompositionestminimalcar, si Restun
corpsdedécompositionpour f surK contenudansS, alors f s’écrit

f � X ��	 k4 i ( n

∏
i ( 1
� X � bi �

dansR �X � . MaisR �X �65 S �X � . Il enrésulteque f s’écritdedeuxmanièrescomme
produitdepolynômeslinéairesqui sontirréductibles.L’unicité d’unetelledécom-
positionimpliquek 	 k4 et 7 a1 ,/-.-.-/, an 8 	97 b1 ,.-/-.-., bn 8 . D’où

R 5 S 	 K � a1 ,/-.-.-/, an �
	 K � b1 ,.-/-.-., bn ��5 R

cequi prouveR 	 S. Sestun corpsdesracinespour f surK.

ThéorèmeSiE estuncorpsdedécompositionsurK pourlepolynômef � X ���
K �X � , alorsE contientun corpsderacinesuniquepour f surK.

Démonstration Si

f � X ��	 k
i ( n

∏
i ( 1
� X � ai �'� E �X �

est la décompositionde f commeproduit de facteurslinéairesdansE �X � , alors
a1 , a2 ,/-.-/-., an sont les racinesde f dansE et R 	 K � a1 , a2 ,/-.-/-., an � estun corpsde
racinespour f surK commenousl’avonsvu. Si T estun autrecorpsde racines
pour f surK, alors f s’écrit

f � X ��	 k4 i ( n

∏
i ( 1
� X � bi �'� T �X �

Il enrésulte

f � X ��	 k
i ( n

∏
i ( 1
� X � ai ��	 k4 i ( n

∏
i ( 1
� X � bi �'� E �X �

L’unicité d’unetelle décompositionimpliquek 	 k4 et7 a1 ,.-/-.-., an 8 	:7 b1 ,/-.-/-., bn 8
. Ainsi R 5 T etR 	 T carT estuncorpsdedécompositionminimalpour f surK.
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1.4 Degréd’une extension

Soit E une extensionde K. E peut être muni d’une structurede K-espace
vectorielendéfinissantla multiplicationparun scalairepar� α , x�
;� αx

Définition On appelledegrédel’extensionE, la dimensiondeE entantque
K-espacevectoriel.Cedegréseranoté �E : K � .

Exemple � � : �<��	 2, =/� ��� 2� : �?>@	 2, � � : �A� estinfini.

Exemple �K : K ��	 1.

Une extensionE de K seradite finie si, et seulementsi, �E : K � estfini. Elle
seradite infinie dansle cascontraire.

Théorème Si E estuneextensiondeK et L estun corpsintermédiaireentre
K et L, alors �E : K ��	*�E : L �B� L : K � -

Démonstration Soit � xi � i C I unebasedu L-espacevectorielE et D y j E j C J une

baseduK-espacevectorielL. Nousallonsprouverque D xiy j EGF i H j IJC I K J estunebase
du K-espacevectorielE.

C’est un systèmedegénérateurs: toutx � E s’écritx 	 ∑
i C I aixi oùai � L pour

tout i � I . Or toutai peuts’écrireai 	 ∑
j C Jbi jy j . Nousobtenons

x 	 ∑
i C I aixi 	 ∑

i C I L ∑j C Jbi jy j M xi 	 ∑F i H j IJC I K Jbi jxiy j

C’est un systèmelibr e: Si ∑F i H j INC I K Jbi jxiy j 	 0 alors

∑
i C I L ∑j C Jbi jy j M xi 	 0

ce qui implique ∑
j C Jbi jy j 	 0 pour tout i � I car � xi � i C I est une base du

L-espacevectorielE. Mais D y j E j C J est unebasedu K-espacevectorielL, d’où
bi j 	 0 pourtout � i , j �'� I O J.



I. El Hage www.les-mathematiques.net 7

La famille D xiy j EPF i H j IQC I K J étantunebasedu K-espacevectorielE, nousavons�E : K �6	 dimK � E ��	 Card � I O J �
	 Card � I ��O Card � J �	 dimL � E �
O dimK � L �R	)�E : L �B� L : K � -
Corollair e Si K 	 E0 5 E1 5 -/-.-.- 5 En 	 E alors�E : K �6	)�En : E0 ��	 i ( n

∏
i ( 1
�Ei : Ei 3 1 �

Démonstration Parunesimplerécurrence.
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Chapitr e 2

Extensionssimples

2.1 Extensionssimples

Définition UneextensionE deK estsimplesi, etseulementsi, il existea � E
tel queE 	 K � a� .

Exemple
� 	9�2� i � estuneextensionsimplede � , K � X � estuneextension

simpledeK.

L’importancedesextensionssimplesprovientdufait queleursstructurespeuvent
être parfaitementdéterminéesd’une part et que la majorité desextensionsque
nousallonsrencontrersonten réalitédesextensionssimples.Nousallonsdéter-
minerla structured’uneextensionsimple.

Théorème Soit E 	 K � a� uneextensiondeK. Il existeun homomorphisme
d’anneauxet un seul

σ;K �X � �%� E

qui vérifie σ � X ��	 a et σ � k ��	 k pourtoutk � K.

Démonstration Soit σ;K �X � ��� E l’application définie par
σ � P��	 P � a� pourtoutP � K �X � . Il estfaciledevérifierqueσ satisfait lescondi-
tionsduthéorème.Il nousresteàprouverl’unicité deσ. Si τ estuneautresolution,

alorsnousavonspourtoutP 	 i ( n
∑

i ( 0
biXi dansK �X �

τ � P�
	 τ

L
i ( n

∑
i ( 0

biX
i M 	 i ( n

∑
i ( 0

τ � bi � τ � X � i 	 i ( n

∑
i ( 0

bia
i 	 P � a�
	 σ � P�

D’où τ 	 σ.



I. El Hage www.les-mathematiques.net 9

Notation Le sous-anneaudeE engendréparK +S7 a 8 seranotéK � a� alorsque
K � a� désignele sous-corpsdeE engendréK +S7 a 8 .

Théorème Im � σ � estle sous-anneauK � a� deE engendréparK +S7 a 8 .
Démonstration Im � σ � estunsous-anneaudeE. Il contientK 	 σ � K � et a 	

σ � X � . Si L est un sous-anneaude E contenant K +T7 a 8 alors

Im � σ �'5 L cartoutélémentc deIm � σ � s’écrit c 	 P � a�
	 i ( n
∑

i ( 0
biai � L.

Considéronsle noyaudeσ. C’estun idéaldeK �X � . Deuxcassontpossibles:
Ker � σ �<	U� 0� ou Ker � σ �WV	T� 0� . Dansle premiercas,l’élémenta de E seradit
transcendantsurK, etdansle second,a seradit algébriquesurK.

Exemple
�

2 estalgébriquesur � alorsqueπ esttranscendantsur � .

Exemple X � K � X � esttranscendantsurK.

2.1.1 Casoù a estalgébriquesur K

I � a�R	 Ker � σ � , estun idéalnonnul deK �X � . Mais K �X � estun anneauprin-
cipal.DoncKer � σ � estprincipal.D’un autrecôté,deuxgénérateursde I � a� sont
telsquel’un d’euxestle produitdel’autreparunélémentdeK � , il enrésulteque
cetidéalpossèdeun générateurunitaireet un seul.

Définition Le générateurunitairede I � a� seranotéI rr � a , K � et appeléle po-
lynômeminimal dea surK.

Exemple i estalgébriquesur � et I rr � i , �X�X	 X2 � 1.

Exemple
�

2 estalgébriquesur � et I rr � i , �A�Y	 X2 � 2.

Théorème Le polynômeI rr � a , K � estirréductibledansK �X � .
Démonstration Sinon,on pourral’écrire sousla forme I rr � a , K ��	 gh où g

et h sontdeuxpolynômesdedegré inférieuraudegrén de I rr � a , K � . Mais, nous
avons

g � a� h � a��	*� gh��� a��	 I rr � a , K �!� a�
	 0

qui impliqueg � a�
	 0 ou h � a�R	 0. Dansle premiercas,nousauronsg � I � a� et
I rr � a , K � diviseg, et dansle secondcas,h � I � a� et I rr � a , K � diviseh cequi est
impossiblevu lesdegrésdecespolynômes.
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RemarqueNousavons� f � a��	 0��Z\[ � f � I � a�]�6Z\[ � I rr � a , K � divise f �
Le théorèmeprécédentjustifie la notationI rr � a , K � pourle polynômeminimal

dea surK.
Théorème Si K 5 L 5 E 	 K � a� , alorsE 	 L � a� et I rr � a , L � diviseI rr � a , K �

dansL �X � .
Démonstration E estunsous-corpsdeE contenantL +^7 a 8 . Si H estunsous-

corpsdeE contenantL +_7 a 8 , alorsH contientK +`7 a 8 etE 5 H carE estle plus
petit sous-corpsde E contenantK +27 a 8 . Donc E estle plus petit sous-corpsde
E contenantL +17 a 8 , cequi prouve E 	 L � a� . Le polynômeI rr � a , K � appartient
à L �X � et vérifie I rr � a , K �!� a�R	 0. Il enrésultequeI rr � a , L � divise I rr � a , K � dans
L �X � .

Théorème Si a estalgébriquesurK, alors

K � a�
	 K � a��a K �X ��� I � a� -
Démonstration Considérons l’homomorphisme σ défini par

σ � P�
	 P � a� pourtoutP � K �X � . Nousavons

K � a�b	 Im � σ �
a K �X ��� Ker � σ ��a K �X ��� I � a� -
Il en résulteque K � a� est un corpscar l’idéal I � a� est maximal. Ceci prouve
K � a�
	 K � a� et parsuiteK � a��	 K � a��a K �X ��� I � a� .

Théorème Si n 	 deg � I rr � a , K �"� , alorsE 	 K � a� estuneextensiondedegré
n et c 1 , a , a2 ,/-.-/-., an 3 1 d estunebasedu K-espacevectorielE.

Démonstration Leséléments1 , a , a2 ,.-/-.-., an 3 1 sontlinéairementindépendants
carsinon,on peuttrouverun polynômenonnul dedegréinférieurouégalàn � 1
dont a estuneracine.Ce polynômeappartiendraità I � a� ce qui est impossible
carI � a� estengendréparunpolynômededegrén. Pourprouverqueceséléments
formentunsystèmedegénérateursduK-espacevectorielE, il suffit dedémontrer
que

am � Vect D 1 , a , a2 ,.-/-.-., an 3 1 E
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pour tout m �2e car tout élémentdeK � a�
	 K � a� s’écrit sousla formex 	 α0 �
α1a �f�����g� αqaq. Ceciestvrai pourm h n � 1. Si m i n, alorsms’écritm 	 n � r.
Nousallonsdémontreram � Vect D 1 , a , a2 ,.-/-.-/, an 3 1 E parrécurrencesur r. Si r 	 0,
alorsm 	 n. En écrivantI rr � a , K � sousla forme

I rr � a , K ��	 b0 � b1X �������$� bn 3 1Xn 3 1 � Xn ,
on obtient

b0 � b1a �������$� bn 3 1an 3 1 � an 	 0

et
an 	 c0 � c1a �������$� cn 3 1an 3 1 � Vect D 1 , a , a2 ,.-/-.-., an 3 1 E

où ci 	 � bi pour1 	 0 , 1 ,.-.-/-., n � 1.
Supposonsque

anj r 	 t0 � t1a �������$� tn 3 1an 3 1 � Vect D 1 , a , a2 ,.-.-/-., an 3 1 E
alorsnousavons

anj r j 1 	 aanj r 	 at0 � t1a2 � ������� tn 3 1a
n � Vect D 1 , a , a2 ,/-.-/-., an 3 1 E

car
at0 � t1a2 ��������� tn 3 2an 3 1 � Vect D 1 , a , a2 ,/-.-/-., an 3 1 E

et
tn 3 1an � Vect D 1 , a , a2 ,/-.-.-/, an 3 1 E

Il en résulteam � Vect D 1 , a , a2 ,.-/-.-/, an 3 1 E pour tout m �ke . Ceci prouve �E : K �%	
dimK � E �
	 n.

2.1.2 Casoù a esttranscendantsur K

Danscecas,l’homomorphismeσ estinjectif. Ceciprouve queK �X � estiso-
morpheàK � a� . Maiscesdeuxanneauxpossèdentdescorpsdefractions,etσ peut
êtreprolongéenun homomorphismedu corpsdefractionsQ � K �X �l��	 K � X � de
K �X � aucorpsdefractionsQ � K � a�l�
	 K � a�
	 E deK � a� . Il enrésulte:

Théorème Si a esttranscendantsurK, alorsE 	 K � a� estisomorpheàK � X � .
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2.2 Extensionsalgébriques

Définition UneextensionE deK seraditealgébriquesi, etseulementsi, tout
élémenta de E est algébriquesur K. Elle seradite transcendantedansle cas
contraire.

Exemple
�

estuneextensionalgébriquede � , mais� estuneextensiontrans-
cendantede � .

Théorème Touteextensionfinie E deK estalgébrique.

Démonstration SoitaunélémentdeE etn 	m�E : K � . Leséléments1 , a , a2 ,.-/-.-., an

sontlinéairementdépendantscardimK � E �'	 n. Il existe desscalaires(éléments
deK) b0 , b1 ,.-.-/-., bn, nontousnuls,telsque

b0 � b1a �������$� bn 3 1an 3 1 � bnan 	 0 -
Si

P 	 b0 � b1X �������$� bn 3 1Xn 3 1 � bnXn ,
alorsP V	 0 etP � a�n	 0 cequi prouvequea estalgébriquesurK. Il enrésulteque
E estuneextensionalgébriquedeK.

Théorème UneextensionsimpleE 	 K � a� estalgébriquesi, et seulementsi,
a estalgébriquesurK.

Démonstration Si a estalgébriquesurK, alorsE estuneextensionfinie deK
cequi prouve quecetteextensionestalgébrique.Réciproquement,si l’extension
E estalgébrique,alorsa, élémentdeE, estalgébriquesurK.

Théorème Si K 5 L 5 E, alorssi a � E estalgébriquesurK, alorsil estalgé-
briquesurL.

Démonstration Si a estalgébriquesur K, alorsa estuneracined’un poly-
nôme f � K �X � . Mais f � L �X � carK 5 L. Il enrésultequea estalgébriquesurL.

Théorème L’extensionE 	 K � a1 , a2 ,/-.-.-/, an � de K estalgébriquesi, et seule-
mentsi, lesélémentsa1 , a2 ,/-.-/-., an sonttousalgébriquessurK.

Démonstration Si E algébriquesur K, alors les élémentsa1 , a2 ,/-.-/-., an de E
sont tousalgébriquessur K. Réciproquement,nousallonsdémontrerquesi les
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élémentsa1 , a2 ,.-/-.-/, an sont tous algébriquessur K, alors l’extensionE de K est
finie. Posons

K0 	 K et Ki 	 K � a1 , a2 ,.-.-/-., ai � pour i 	 1 , 2 ,/-.-., n
NousavonsKi 	 Ki 3 1 � ai � - D’un autrecôté,ai estalgébriquesurKi 3 1 carai est
algébriquesurK et K 5 Ki 3 1 5 Ki . Ceci impliquequele degré �Ki : Ki 3 1 � estfini

pour tout i et �E : K �!	o�Kn : K0 �#	 i ( n
∏
i ( 1
�Ki : Ki 3 1 � estfini. Ainsi, l’extensionE de

K estfinie. Elle estalgébrique.

Corollair e Si R estun corpsdesracinespourP � X ��� K �X � surK, alorsR est
uneextensionalgébriquedeK.

Démonstration NousavonsR 	 K � a1 , a2 ,.-/-.-., an � où a1 , a2 ,/-.-.-/, an sont les ra-
cinesdeP dansR. Commechaqueai estalgébriquesurK (il estracinedeP), R
estuneextensionalgébriquedeK.

2.3 Simplicité d’une extension

Le but de ce paragrapheest de prouver qu’une extensionfinie E de K est
simplesi, et seulementsi, l’ensembledescorpsintermédiairesentreK et E est
fini. Cecidécouleradesthéorèmessuivants:

ThéorèmeSiE 	 K � a� , oùaestalgébriquesurK, etsi L estuncorpsintermé-
diaire entre K et E, alors I rr � a , L � divise I rr � a , K � et
L 	 K � a1 , a2 ,.-.-/-., an 3 1 � oùa1 , a2 ,.-/-.-/, an 3 1 sontlescoefficientsdeI rr � a , L � .

Démonstration SoitH 	 K � a1 , a2 ,.-/-.-/, an 3 1 � . Nousavons

K 5 H 5 L 5 E 	 K � a� - I rr � a , L �
appartientà H �X � et est irréductibledansH �X � car il est irréductibledansL �X �
(H �X �!5 L �X � ). Il enrésulte

I rr � a ,H �n	 ir r � a , L � et H � a�
	 E 	 L � a� -
Cequi précèdeimplique�E : H �6	 deg � I rr � a ,H �"��	 deg � I rr � a , L ���
	p�E : L �
et � L : H �6	 �E : H ��E : L � 	 1 -
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D’où H 	 L.

Théorème Si E 	 K � a� estuneextensionsimple,alorsl’ensembledescorps
intermédiairesentreK et E estfini.

Démonstration Soit ϕ l’application de l’ensembledescorpsintermédiaires
danscelui des facteursde I rr � a , K � qui associeà L le facteurI rr � a , L � . Cette
applicationest injective, car si I rr � a , L �&	 I rr � a , L 4 � , alors L et L 4 sont tous les
deuxégauxaucorpsengendrésurK par lescoefficientsdu polynômeI rr � a , L �
	
I rr � a , L 4 � . On endéduitquel’ensembledescorpsintermédiairesestfini car l’en-
sembledesfacteursdeI rr � a , K � estfini.

Pourprouver la réciproque,nousdistingonsdeuxcas:

2.3.1 Casoù K estfini

Théorème Si K estuncorpsfini et E estuneextensionfinie deK, alorsE est
uneextensionsimpledeK.

Démonstration SiCard � K ��	 q et �E : K ��	 n, alorsCard � E �
	 qn carle K-
espacevectorielE estisomorpheà Kn. Il enrésultequeE estun corpsfini. Nous
prouveronsparla suitequele groupemultiplicatif d’un corpsfini estcyclique.On
endéduitquesi a estungénérateurdugroupeE � , alorsE 	 K � a� .
2.3.2 Casoù K estinfini

Théorème Si l’ensembledescorpsintermédiairesentreK et E estfini et si
E 	 K � a1 , a2 � , alorsE estuneextensionsimpledeK.

Démonstration Considéronsl’ensembledescorpsintermédiairesdela forme
K � a1 � ta2 � où t � K. Cet ensembleestfini. CommeK estinfini, il existe deux
élémentsdistinctst et u telsque

K � a1 � ta2 �
	 K � a1 � ua2 �
	 L -
Nousavons � t � u� a2 	*� a1 � ta2 � � � a1 � ua2 �<� L

et a2 � L cart � u V	 0. Nousavonsaussia1 	)� a1 � ta2 � � ta2 � L. Il enrésulte

L 	 K � a1 � ta2 ��	 K � a1 , a2 �
	 E -
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Théorème Touteextensionfinie E deK estengendréesurK parun nombre
fini d’élémentsc.à.d.elle estdela formeE 	 K � a1 , a2 ,.-/-.-/, an � .

Démonstration Nousallonsdémontrercethéorèmeparrécurrencesurle de-
gré p 	p�E : K � . Si p 	 2 et a � E � K, alorsK V	 K � a�'5 E et

1 q:�K � a� : K �rh:�E : K �6	 2 -
Il en résulte �K � a� : K �r	s�E : K �!	 2 et E 	 K � a� . Si le théorèmeestvrai pour
les extensionsde degrés h p � 1, il estaussivrai pour les extensionsde degré
p. En effet, si a1 � E � K, alors �E : K � a1 �g��h p � 1. Il en résultequeE s’écrit
E 	 K � a1 �!� a2 ,.-/-.-/, an �
	 K � a1 ,.-.-/-., an � .

Théorème Si l’ensembledescorpsintermédiairesentreK et E estfini, alors
E estuneextensionsimpledeK.

Démonstration CommeE estuneextensionfinie deK, E estdela forme

E 	 K � a1 , a2 ,/-.-.-/, an � -
Nousallonsprouver le théorèmepar récurrencesur n. Pourn 	 2, le théorème
estvrai commenousl’avonsdémontréci-haut.Supposonsle théorèmevrai pour
n � 1. L’extensionE 	 K � a1 , a2 ,.-.-/-., an 3 1 � esttelle quel’ensembledescorpsinter-
médiairesestfini. C’estdoncuneextensionsimpleK � b� deK. Nousobtenons

E 	 K � a1 , a2 ,.-/-.-/, an �
	 K � a1 , a2 ,.-.-/-., an 3 1 �!� an �
	 K � b , a1 � -
Mais cetteextensionestsimpled’aprèsce qui a étédémontré.Donc E estune
extensionsimpledeK.

Théorème Uneextensionfinie E deK estsimplesi, seulementsi, l’ensemble
descorpsintermédiairesentreK etE estfini.

Exemple � ��� 2 , � 3� 	0� ��� 2 � � 3� .
Définition On appelleélémentprimitif d’une extensionfinie E de K, tout

élémenta deE tel queE 	 K � a� .
Exemple i estun élémentprimitif de l’extension

�
de � .

�
2 � � 3 estun

élémentprimitif del’extension� ��� 2 , � 3� de � .
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Chapitr e 3

Prolongementd’isomorphismes

3.1 Isomorphisme

Nousrappelonsqu’unhomomorphismedecorpsestunhomomorphismed’an-
neauxqui conserve l’élémentneutredela multiplication.

Théorème Touthomomorphismedecorpsestinjectif.

Démonstration Soit σ;K ��� L un homomorphismedecorps.Ker � σ � estun
idéaldeK. Ker � σ �tV	 K carσ � 1�n	 1. Il enrésulteKer � σ ��	)� 0� etparsuiteσ est
injectif.

Un homomorphismede corpsσ;K ��� L, étantinjectif, seradit un isomor-
phismedeK dansL. Le but decechapitreestderépondreà la questionsuivante:

Question: Ayantun isomorphismeσ;K �%� K 4 , uneextensionsimpleE deK
etuneextensionE 4 deK 4 , est-il possibledeprolongerσ enun isomorphismeσ de
E dansE 4 ?

Définition Soit E et F deuxextensionsdu mêmecorpsK. Un isomorphisme
σ;E ��� F de E dansF seraappeléun K-isomorphisme si, et seulementsi, il
laissefixe toutélémentdeK c.à.d.σ � k �
	 k pourtoutk � K.

Exemple L’applicationϕ;
� ��� � définiepar ϕ � u�<	 u (le conjuguéde u)

estun � -isomorphismede
�

dans
�

.

Théorème Soit E et F deuxextensionsdu mêmecorpsK et σ;E �%� F un
K-isomorphisme.σ estuneapplicationK-linéaire.

Démonstration Nousavons

σ � ax�
	 σ � a� σ � x�
	 aσ � x� pourtout � a , x��� K O E -
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Théorème Soitσ;K ��� K 4 unisomorphismedeK surK 4 , E uneextensionde
K, E 4 uneextensiondeK 4 et σ;E ��� E 4 un isomorphismequi prolongeσ. Nous
avons �σ � E � : K 4 ��	*�E : K � .

Démonstration Soit b 	)7 e1 ,.-/-.-., en 8 unebasedu K-espacevectorielE et soit
fi 	 σ � ei � pour i 	 1 , 2 ,.-.-/-., n. La famille 7 f1 ,/-.-.-/, fn 8 estunebaseduK 4 -espacevec-
toriel σ � E � . En effet, toutélémenty 	 σ � x�<� σ � E � peuts’écriresousla forme

y 	 σ � x�
	 σ � x1e1 �������$� xnen �	 σ � x1 � σ � e1 ���������$� σ � xn � σ � en �	 σ � x1 � f1 �������$� σ � xn � fn

ce qui prouve que 7 f1 ,/-.-.-/, fn 8 estunefamille génératricedu K 4 -espacevectoriel
σ � E � . Les fi sontlinéairementindépendants: Supposonsavoir

b1 f1 �������$� bn fn 	 0 -
Commeσ estuneapplicationsurjective,il existe,pouri 	 1 , 2 ,.-/-.-., n, ai � K tel que
bi 	 σ � ai � . Nousobtenons

σ � a1e1 �������$� anen �
	 σ � a1 � σ � e1 ��� ������� σ � an � σ � en �	 b1 f1 � ������� bn fn 	 0 -
Cetterelation implique a1e1 �u�v�B��� anen 	 0 et ai 	 0 pour i 	 1 , 2 ,.-/-., n. D’où
bi 	 0 pour i 	 1 , 2 ,/-.-/, n cequi achève la démonstration.

3.2 Prolongementd’isomorphismes

Soit σ;K ��� K 4 un isomorphismede K sur K 4 , E 	 K � a� une extension
simpledeK et E 4 uneextensiondeK 4 . Nousallonsétudierla questiondu prolon-
gementdeσ enun isomorphismedeE dansE 4 .
3.2.1 Casoù a esttranscendantsur K

Théorème σ peutêtreprolongéd’unemanièreuniqueenun isomorphimew
σ;K �X � ��� K 4��X �
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qui transformeX enX.

Démonstration Soit
w
σ;K �X � �%� K 4 �X � l’applicationdéfinieparw

σ � a0 � a1X �������$� anXn �
	 σ � a0 ��� σ � a1 � X �������$� σ � an � Xn -
C’est un simple exercicede prouver que

w
σ est un homomorphismed’anneaux

vérifiant
w
σ � X �'	 X et

w
σ � k �<	 σ � k � pour tout k � K.

w
σ est injective, car si nous

avons w
σ � P��	 wσ � a0 � a1X �������$� anXn �
	 0

alorsσ � ai ��	 0 pour i 	 0 , 1 ,/-.-/-., n. Il enrésulteai 	 0 pour i 	 0 , 1 ,.-/-.-/, n etP 	 0.
w
σ

estl’unique isomorphismequi vérifie
w
σ � X �R	 X et

w
σ � k �
	 σ � k � pourtout k � K

car, si τ estuneautresolution,alorsnousavons

τ � a0 � a1X �������$� anXn �
	 τ � a0 �6� τ � a1 ���������$� τ � an � Xn	 σ � a0 �6� σ � a1 � X �������$� σ � an � Xn	 wσ � P� -
pourtoutP � K �X � .

Théorème Si E 4 contientunélémenta4 transcendantsurK 4 , alorsonpeutpro-
longerσ d’unemanièreuniqueenun isomorphismequi transformea ena4 .

Démonstration Soit F 4 	 K 4 � a4 � . F 4 est une extensionde K 4 isomorpheà
K 4 � X � cara4 esttranscendantsurK 4 . On peutpronlongerσ enun isomorphismew
σ;K �X � ��� K 4 �X � parw

σ � a0 � a1X �������$� anXn �
	 σ � a0 ��� σ � a1X �6�������$� σ � an � Xn -w
σ est l’unique prolongementde σ qui vérifie

w
σ � X �x	 X et

w
σ � k �t	 σ � k � pour

tout k � K. Cet isomorphisme
w
σ peut être prolongé,d’une manièreunique,en

un isomorphismeσ 4 deK � X � , corpsdesfractionsdeK �X � , dansK 4 � X � , corpsdes
fractionsdeK 4 �X � , tel queσ 4 � X �!	 X etσ 4 � k �%	 σ � k � pourtoutk � K. Finalement,
soit u l’unique isomorphismedeK � a� surK � X � tel queu � a�R	 X et u4 l’unique
isomorphismedeK 4 � X � surK 4 � a4 � tel queu4 � X ��	 a4 . Nousavons

K
σ��� K 4y y

K �X � zσ��� K 4 �X �y y
K � a� u��� K � X � σ {��� K 4 � X � u{��� K 4 � a4 �
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où lesflêchesverticalessontles injectionscanoniques.Posonsσ 	 u4}| σ 4�| u. σ
estun isomorphismeet il vérifie

σ � a�
	sD u4 | σ 4 | uE � a�
	 u4 D σ 4 � u � a�"� E 	 u4 D σ 4 � X � E 	 u4 � X ��	 a4
et

σ � k �
	sD u4 | σ 4 | uE � k �
	 u4 D σ 4 � u � k �"� E 	 u4 D σ 4 � k � E 	 u4 � σ � k ����	 σ � k �
σ estunique,car

w
σ , σ 4 , u et u4 sonttousuniques.

RemarqueSi E 4 	 K 4 � a4 � alorsσ estbijectif.

Théorème Si σ peut être prolongé en un isomorphisme σ, alors
a4 	 σ � a� esttranscendantsurK 4 .

Démonstration Sinon,il existedesélémentsb40 , b41 ,.-.-/-., b4n, non tousnuls, tels
que

b40 � b41a4�� ������� b4n D a4 E n 	 0 -
Mais chaqueb4i peuts’écriresousla formeb4i 	 σ � bi � , il enrésulte

σ � b0 � b1a � ������� bnan �
	 σ � b0 ��� σ � b1 � a4 ��������� σ � bn �#� an �	 b40 � b41a4��������$� b4n D a4 E n 	 0

qui impliqueb0 � b1a �~������� bnan 	 0, aveclesbi nontousnuls,qui prouve que
a estalgébriquesurK encontradictionl’hypothèsequea esttranscendantsurK.

Cequi précèdepermetd’énoncer:
Théorème σ peutêtreprolongéenun isomorphismeσ deE 	 K � a� dansE 4

si, et seulementsi, E 4 contientun élémenta4 transcendantsurK 4 .
3.2.2 Casoù a estalgébriquesur K

Théorème Si E 4 contientun élémenta4 algébriquesurK 4 tel quew
σ � I rr � a , K �$�
	 I rr D a4 , K 4 E
,

alorson peutprolongerσ d’une manièreuniqueen un isomorphismequi trans-
formea ena4 ..
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Démonstration Soit I � a� (resp.I � a4 � ) l’idéal de K �X � (resp.de K 4 �X � ) en-
gendrépar I rr � a , K � (resp.par I rr � a4 , K 4 � ), u (resp.u4 ) l’unique isomorphismede
K � a� (resp.K 4 �X ��� I � a4 � ) sur K �X ��� I � a� (resp.K 4 � a4 � ) tel queu � a�<	 X (resp.
u4 D X E 	 a4 ). Commedansle casoùa esttranscendantsurK, σ peutêtreprolongé
en
w
σ.
w
σ peutêtreprolongéenun isomorphismeσ 4 deK �X ��� I � a� surK 4 �X ��� I � a4 �

car, nousavons
w
σ � I � a���Y5 I � a4 , K 4 � du fait que

w
σ � I rr � a , K �$�'	 I rr � a4 , K 4 � . Nous

obtenons

K
σ�%� K 4y y

K �X � zσ�%� K 4 �X �y y
K � a� u��� K �X ��� I � a� σ {�%� K 4 �X ��� I � a4 � u{�%� K 4 � a4 �

où lesflêchesverticalesdupremierniveausontlesinjectionscanoniquesetcelles
du secondniveausontlessurjectionscanoniques.Posonsσ 	 u4�| σ 4�| u. σ estun
isomorphismeet il vérifie

σ � a�
	 D u4 | σ 4 | uE � a�
	 u4 D σ 4�� u � a�$� E 	 u4 D σ 4 D X EBE 	 u4 D X E 	 a4
et

σ � k �
	sD u4 | σ 4 | uE � k �
	 u4�D σ 4�� u � k �"� E 	 u4GD σ 4�� k � E 	 u4�� σ � k ����	 σ � k �
σ estuniquecar

w
σ , σ 4 , u et u4 sonttousuniques.

RemarqueSi E 4 	 K 4 � a4 � , alorsσ estbijectif.

Théorème Si σ peut être prolongé en un isomorphisme σ, alors
a4 	 σ � a� estalgébriquesurK 4 et

w
σ � I rr � a , K �"��	 I rr � a4 , K 4 � .

Démonstration Soit P 	 b0 � b1X � ������� Xn le polynômeminimal dea sur
K. Nousavons

b0 � b1a � ������� bnan 	 0

et
0 	 σ � b0 � b1a �������$� an �
	 σ � b0 �6� σ � b1 � a4���������� σ D a4 E n

qui prouvequea4 estalgébriquesurK 4 . Le polynôme

P4 	 b40 � b41X � ������� Xn

où b4i 	 σ � bi �
	 σ � bi � estirréductibledansK 4 �X � car
w
σ estun isomorphismeetP

estirréductibledansK �X � . D’où

I rr � a4 , K 4��
	 P4P	 wσ � P��	 wσ � I rr � a , K ��� -



I. El Hage www.les-mathematiques.net 21

Cequi précèdenouspermetd’énoncer:

Théorème σ peutêtreprolongéenunisomorphismσ deE 	 K � a� dansE 4 si,
etseulementsi,E 4 contientunélémenta4 algébriquesurK 4 tel que

w
σ � I rr � a , K �$��	

I rr � a4 , K 4 �
Lesthéorèmesprécédentspeuventêtrerésumésen:

Théorème Si σ;K �%� K 4 , E 	 K � a� estuneextensionsimpledeK et E 4 	
K 4 � a4 � une extensionsimple de K 4 , alors il est possiblede prolongerσ en un
isomorphismeσ deE dansE 4 tel queσ � a�
	 a4 si, et seulementsi, unedesdeux
conditionssuivantesestvérifiée:

– a esttranscendantsurK et a4 esttranscendantsurK 4 .
– a estalgébriquesurK, a4 estalgébriquesurK 4 etw

σ � I rr � a , K �"�
	 I rr D a4 , K 4 E
-
Théorème Si E 	 K � a� etE 4 	 K � a4 � sontdeuxextensionssimplesdumême

corpsK, alorsil existeun K-isomorphismeσ deE surE 4 tel queσ � a�
	 a4 si, et
seulementsi, unedesdeuxconditionssuivantesestvérifiée:

– a et a4 sonttouslesdeuxtranscendantssurK.
– a et a4 sonttouslesdeuxalgébriquessurK et I rr � a , K ��	 I rr � a4 , K � .

3.3 Unicité du corpsdesracines

Soitσ;K �%� K 4 un isomorphismedecorps,P � K �X � , P4 	 wσ � P� , Runcorps
desracinespour P sur K et R4 un corpsdesracinespour P4 sur K 4 . R s’écrit
R 	 K � a1 ,.-/-.-/, an � où a1 ,.-.-/-., an sontlesracinesdeP dansR. NousavonsaussiR4 	
K 4 � a41 ,.-/-.-/, a4n � oùa41 ,/-.-.-/, a4n sontlesracinesdeP4 dansR4 . SoitRi 	 K � a1 ,/-.-.-/, ai � pour
i 	 1 , 2 ,.-/-., n.

Théorème Il estpossibledeprolongerσ enun isomorphismedeR surR4 .
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Démonstration Nous allons prouver par récurrencesur i, que σ peut être
prolongéenun isomorphismeσi deRi dansR4 . Pouri 	 1, le résultatestvrai. En
effet, I rr � a1 , K � estun facteurirréductibledeP. Ainsi, le polynôme

w
σ � I rr � a1 , K �$�

estun facteurirréductibledeP4 . Un desélémentsa41 ,/-.-.-/, a4n, soit a{1, estuneracine
de ce facteur. On peutalorsprolongerσ en un isomorphismeσ1 de R1 dansR4 .
Supposonsσ prolongéen un isomorphismeσi de Ri dansR4 . Or Ri j 1 	 Ri � ai � .
En raisonnantcommeavant, on peutprolongerσi en un isomorphismeσi j 1 de
Ri j 1 dansR4 . Pouri 	 n, nousavonsun isomorphismeσn deRn 	 R dansR4 qui
prolongeσ. D’où �R : K �6	�� σn � R� : K 4�� h�� R4 : K 4�� -
D’unemanièresimilaire,nousavons �R4 : K 4 �!h9�R : K � et parsuite,�R : K �6	 � σn � R� : K 4 � 	 � R4 : K 4 � -
Ceciprouveσn � R�
	 R4 .

Corollair e Deux corpsdesracinespour le polynômeP � K �X � sur K sont
K-isomorphes.
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Chapitr e 4

Racinesde l’unité

4.1 Racinesde l’unité

SoitK un corpset n unentiernaturelnonnul.
Définition Un élémenta � K estuneracine nème de l’unité si, et seulement

si, an 	 1.

Il résultede cettedéfinition que a � K est une racinenème de l’unité si, et
seulementsi, a estuneracinedupolynômeU � X ��	 Xn � 1 � K �X � .

Exemple 1 � K estuneracinenèmede l’unité pour tout n ��eY� . i estunera-

cine4èmedel’unité dans
�

. j 	 1
2
� i

�
3

2
estuneracinecubiquedel’unité dans

�
.

Soit Sn � K � l’ensemblede toutesles racinesnème de l’unité dansK. Cet en-
sembleestnonvide car1 � Sn � K � .

Théorème Si m divisen, alorsSm � K �'5 Sn � K � .
Démonstration Si mdivisen, alorsn s’écrit n 	 pmoù p �\ex� . Il enrésulte� a � Sm � K �g�6	�[ � am 	 1��	�[ � an 	 amp 	p� am� p 	 1�6	�[ � a � Sn � K ���
Théorème Sn � K � estungroupemultiplicatif.

Démonstration Sn � K �tV	 /0 commenousl’avonsvu. D’un autrecôté,si a etb
sontdesracinesnèmedel’unité, alorsa et b sontnonnulset vérifientD ab3 1 E n 	 an D b 3 1 E n 	 an � bn � 3 1 	 1
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cequi prouve le théorème.

Définition Onappellecorpspremier d’un corpsK le pluspetitsous-corpsde
K.

Théorème Le corpspremierdeK estle sous-corpsdeK engendrépar1.

Démonstration Eneffet, 1 appartientà touslessous-corpsdeK . Il enrésulte
quele sous-corpsdeK engendrépar 1 estle pluspetit sous-corpsdeK c.d. son
corpspremier.

Théorème Le corpspremierdeK estl’intersectiondetouslessous-corpsde
K.

Démonstration Facileàvérifier.

Théorème Le corpspremierd’un corpsK estisomorpheà � si sacaractéris-
tiqueestnulle,et à �A�&� p� si cettecaractéristiqueestp V	 0.

Démonstration Soit u l’application de � dans K définie par
u � n�X	 n - 1. Il est facile de vérifier queu estun homomorphismed’anneauxet
queIm � u� estle sous-anneaude K engendrépar 1. Ker � u� estun idéalde � . Il
estengendréparun élémentp de � . p estla caractéristiquedeK. Si p 	 0, alors� est isomorpheà Im � u� et le corpsdesfractionsde � (c.à.d. � ) au corpsdes
fractionsdeIm � u� . Mais cecorpsestle pluspetit souscorpsdeK contenant1. Il
estle corpspremierdeK. Donc,si K estdecaratéristiquenulle,soncorpspremier
estisomorpheà � . Si p V	 0, alorsIm � u� estisomorpheà �A� Ker � u��	��A�&� p� qui
estuncorps(p estpremier).Cesous-corpsdeK estle sous-corpsengendrépar1.
Donc,si K estdecaractéristiquep V	 0, soncorpspremierestisomorpheà �?�X� p� .

Exemple � est le corpspremierde � et de
�

. �A�&� p� estégalà soncorps
premier.

Soit P le corpspremierde K. NousavonsU � X �'	 Xn � 1 � P �X � . Soit R le
corpsdesracinesdeU surP.

Théorème Si la caractéristiquep deK estnulleousi ellenedivisepasn, alors
R contientn racinesnèmedel’unité distinctes.

Démonstration Il suffit deprouverquelesracinesdupolynômeU sonttoutes
simples.Sinon,U et sonpolynômedérivéU 4 	 nXn 3 1 ont uneracinecommune.
Or zéroestla seuleracinedeU 4 car p 	 0 ou n estnondivisible par p. Comme
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0 n’estpasuneracinedeU , touteslesracinesdeU sontsimplesetRencontientn.

PourdémontrerqueSn � K � estun groupecyclique, nousavonsbesoind’un
théorèmedela théoriedegroupes.

Lemme Soienta et b deuxélémentsd’un groupeabélienmultiplicatif G. Si
p 	 Ord � a� et q 	 Ord � b� sontpremiersentreeux,alorsOrd � ab�
	 pq.

Démonstration Tout d’abord,gr � a�!� gr � b� estréduit à 7 e8 car si x estun
élémentdecetteintersection,alorsl’ordre r dex estun diviseurcommunde p et
q. Cetordreestdoncégalà1 (p etq sontpremiersentreeux)etx 	 e. D’un autre
côté, � ab� pq 	 apbq 	 ee 	 e. Enfin, si d est l’ordre de ab, alors � ab� d 	 adbd.

Il enrésultead 	�D b 3 1 E d � gr � a��� gr � b�R	p7 e8 et parsuitead 	 e 	 bd. On en
déduitqued estdoncun multiple communde p et q, doncdeleur produitcar ils
sontpremierentreeux.Ainsi pq estl’ordre deab.

Lemme Soienta1 ,/-.-.-/, an desélémentd’un groupeabélienmultiplicatif G. Si
lesordresdesa1 ,.-/-.-/, an sontpremiersdeuxà deux,l’ordre deleur produitestégal
auproduitdesordresdeceséléments.

Démonstration Par récurrence.

Théorème Si la caractéristiquep deK estnulleousi ellenedivisepasn, alors
Sn � K � estun groupecyclique.

Démonstration Soit n 	 pn1
1 -.-.- pnt

t la décompositionde n commeproduit de

nombrespremiers.Pourtout i 	 1 , 2 ,.-/-.-., t il existe au plus
n
pi

élémentsa qui vé-

rifient a
n
pi 	 1, car le polynômeX

n
pi � 1 possèdeau plus

n
pi

racines.Soit, pour

i 	 1 , 2 ,/-.-.-/, t, ai � Sn � K � tel quea
n
pi
i V	 1.Considéronsmi 	 n

pni
i

etbi 	 ami
i . Lesélé-

mentsbi sontd’ordre pni
i car leurspni

i puissancessontégauxà 1 et leurspni 3 1
i th

puissancessontdifférentsde 1. Le produit b 	 b1 -/-.- bt est le produit d’éléments
dont lesordressontpremiersentreeux, il en résultequel’ordre de b estle pro-
duitsdesordresdesbi . Ainsi b estd’ordren. Il engendreSn � K � .

Corollair e Sn � K � estisomorpheà �A�&� n� .
Définition On dit qu’uneracinenèmedel’unité estuneracine nèmeprimiti ve

de l’unité si, et seulementsi, cetteracineengendrele groupeSn � K � .



I. El Hage www.les-mathematiques.net 26

Si z � Sn � K � estuneracinenèmeprimitivedel’unité, alors

Sn � K ��	 c 1 , z, z2 ,/-.-/-., zn 3 1 d
Le nombredecesracinesprimitivesestceluidesgénérateursdu groupecyclique
Sn � K � . Noussavons,d’aprèsla théoriedesgroupes,quecesgénérateurssontles
zq oùq ��7 1 , 2 ,.-/-.-/, n � 1 8 et q estpremieravecn. Leurnombreestnotéϕ � n� .

Exemple Lesracine12èmeprimitivesde l’unité dans
�

sontω , ω5 ,ω7 et ω11

où ω 	 exp � iπ
6 � .

4.2 Corpsfinis

Lesexempleslesplussimplesdecorpsfinis sontlescorps �A�&� p� où p estun
nombrepremier. SoitK un corpsfini.

Théorème La caractéristiquedeK estnonnulle.

Démonstration Carsinon,le corpspremierdeK seraitisomorpheà � .

Théorème Si Card � K �Y	 q, alors K est le corpsdesracinesdu polynôme
Xq � X le corpspremierP deK.

Démonstration Soit a un élémentdeK. Si a 	 0, alorsaq � a 	 0. Si a V	 0,
alorsa appartientaugroupemultiplicatif deK qui estungroupefini d’ordreq � 1.
Il enrésulteaq 3 1 	 1 et aq � a 	 0. Cequi précèdeprouvequeK estun corpsde
décompositionpourXq � X surP. Il estun corpsdesracinespourXq � X surP
car tout corpsdedécompositionpourpourcepolynômesurP doit contenirtous
lesélémentsdeK.

Théorème Si Card � K �<	 q, alorsq estunepuissancede la caratéristiquep
deK.

Démonstration K est un P-espace vectoriel. Si �K : P�_	 n, alors
q 	 Card � K �n	*� Card � P��� n 	 pn.

Corollair e Deuxcorpsfinis demêmecardinalont la mêmecaractéris-tique.

Démonstration Soientq , q4 lescardinauxet p , p4 lescaractéristiquesdesdeux
corps.Nousavons

pn 	 q 	 q4P	UD p4 E m
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cequi implique p 	 p4 carcesdeuxentierssontdesnombrespremiers.

Théorème Deuxcorpsfinis demêmecardinalsontisomorphes.

Démonstration Soit K et K 4 demêmecardinalq. SoientP le corpspremier
de K et P4 celui de K 4 . P et P4 sont isomorphescar ils sont isomorphescha-
cun à �?�X� p� . Soit σ un isomorphismeentreK et K 4 . Le corpsK est le corps
desracinespour Xq � X sur P. Il est isomorpheà K 4 , corpsdesracinespour
Xq � X 	 wσ � Xq � X � surP4 .

Théorème Pourtoutnombrepremierp et tout entiern i 1, il existeuncorps
fini, uniqueàun isomorphismeprès,decardinalq 	 pn.

Démonstration Il suffit de prendrele corps des racinespour Xq � X sur
P 	u�A�&� p� .

Théorème Le groupemultiplicatif K � d’un corpsfini K estcyclique.

Démonstration NousavonsK �'	 Sn � K � oùn 	 Card � K � � 1.
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Chapitr e 5

Extensionsnormales

SoitE uneextensionalgébriqued’un corpsK. E peutêtreuncorpsderupture
surK pourunpolynômef � X ��� K �X � sansêtreuncorpsdedécompositioncome
le montrel’exemplesuivant:

Exemple � estun corpsderupturepourX3 � 2 sur � sansêtreun corpsde
décompositioncarnousavons:

X3 � 2 	 � X � 3
�

2� � X2 � 3
�

2X � 3
�

4�
et X2 � 3

�
2X � 3

�
4 estirréductibledans�2� X � .

Définition Une extensionalgébriqueE de K seradite normale si, et seule-
mentsi, chaquefois queE estun corpsderupturepourun polynômeirréductible
f � X ��� K �X � surK, il estun corpsdedécompositionpour f surK.

Ainsi, E estuneextensionnormaledeK si, et seulementsi, chaquefois qu’un
polynômeirréductible f � X �t� K �X � possèdeune racinedansE, alors il sedé-
composeen produit de facteurslinéairesdansE �X � . Parfois on exprime ceci en
disantqueE estuneextensionnormaledeK si, etseulementsi, chaquefois qu’un
polynômeirréductible f � X �X� K �X � possèdeuneracinedansE, alorsil possède
toutessesracinesdansE.

Exemple
�

est une extensionnormalede � car les polynômeirréductible
dans�1� X � sontdedegré1 ou2.

Exemple L’extensionE 	:� � 3
�

2� de � n’estpasnormalecar le polynôme

X3 � 2 �1��� X � possèdeuneracinedansE sanssedécomposerenproduitdefac-
teurslinéairesdansE �X � .
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Théorème Soit E un corpsdesracinespour le polynômeQ � X �Y� K �X � sur
K. Soit f � K �X � un polynômeirréductible,a et b deuxracinesde f . Nousavons�E � a� : E �6	*�E � b� : E � .

Démonstration Considéronsle diagramme

E � a� E � b�� ��
E

�
K � a� �

K � b�� �
K

Si a1 ,/-.-/-., an sontlesracinesdeQ dansE, alorsnousavons

– E 	 K � a1 ,/-.-.-/, an � .
– E � a�'	 K � a1 ,/-.-.-/, an , a�'	 K � a�!� a1 ,.-/-.-/, an � estle corpsdesracinesde Q sur

K � a� .
– E � b� estle corpsdesracinesdeQ surK � b� .
– Il existe un K-isomorphismeσ de K � a� sur K � b� tel queσ � a�<	 b, car a

et b sontdeuxracinesdu mêmepolynômeirréductible f (doncI rr � a , K �
	
I rr � b , K � ).

–
w
σ � Q�
	 Q carQ � K �X � . Il enrésultequeE � b� estle corpsdesracinesdew
σ � Q� surK � b� .

– Le K-isomorphismeσ peutêtreprolongéenun isomorphismedeE � a� sur
E � b� .

– On endéduit �E � a� : K � a�g�6	p�E � b� : K � b�]� et�E � a� : E �6	 �E � a� : K ��E : K � 	 �E � a� : K � a�]�B�K � a� : K ��E : K �	 �E � b� : K � b�g�B�K � b� : K ��E : K � 	 �E � b� : K ��E : K �	p�E � b� : E �H
Théorème Uneextensionfinie E deK estnormalesi, etseulementsi, elleest

le corpsdesracinessurK pourunpolynômef � X ��� K �X � .
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Démonstration Si l’extensionE deK estfinie, alorselleestalgébriqueet est
de la forme E 	 K � a1 ,.-.-/-., an � . Soit Pi � X ��	 I rr � ai , K � pour

i 	 1 , 2 ,.-/-.-., n et soit P � X �Y	 i ( n
∏
i ( 1

Pi � X � . Nous allons prouver que E est le corps

desracinesdeP surK. Tout d’abord,chaquePi � X � sedécomposeenproduitde
facteurslinéairesdansE �X � car il est irréductible,il possèdeuneracinedansE
et E estnormalesur K. Il en résultequeP sedécomposeen produit de facteurs
linéairesdansE �X � et E estun corpsde décompositionpour P sur K. Ensuite,
E estun corpsdedécompositionminimal pourP surK carsi F estun corpsde
décompositionpourP surK contenudansE, alorsF doit contenirtouslesai ce
qui prouveF 	 E.

Réciproquement,supposonsqueE estle corpsdesracinespourun polynôme
Q � K �X � surK etsoit f � K �X � unpolynômeirréductibleayantuneracinea dans
E. Soit M le corpsdesracinesde f Q surK. M s’écrit M 	 K � a1 ,.-.-/-., an , b1 ,.-/-.-., bm�
oùa1 ,.-.-/-., an sontlesracinesdeQ dansM etb1 ,/-.-.-/, bm sontcellesde f . Nousavons,
parle théorèmeprécédent,�E � b1 � : E �6	*�E � bi � : E � pour i 	 2 , 3 ,/-.-.-/,m-
Si b1 � E, alors �E � b1 � : E �
	 1 	��E � bi � : E � ce qui prouve bi � E pour i 	
2 , 3 ,.-/-.-/,m. Il enrésulteE 	 M et E estuncorpsdedécompositionpour f surK.

Définition Soit E uneextensionde K. Une clôture normale de E est une
extensionnormaledeK qui satisfait lesdeuxcontionssuivantes:

1. K 5 E 5 N.
2. Si M estuneextensionnormaledeK vérifiantK 5 E 5 M 5 N, alorsM 	 N.

End’autretermes,la clôturenormaledeE estuneextensionnormaleminimale
deK contenantE.

Exemple
�

estuneclôturenormaledel’extension� de � .

Théorème Touteextensionfinie E deK possèdeuneclôturenormale.

Démonstration E, étant une extensionfinie K, elle est algébriqueet elle
s’écrit E 	 K � a1 ,/-.-.-/, an � . Lesélémentsai sonttousalgébriquesurK. Soit

Pi � X ��	 I rr � ai , K � et P 	 P1 -.-/- Pn -
Soit N un corpsdesracinespour P sur K. N est une extensionnormalede K
contenantE. D’un autre côté, si M est une extensionnormalede K vérifiant
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K 5 E 5 M 5 N, alorsM estun corpsdedécompositionpourchaquePi carelle
contientuneracinepour cepolynômeirréductible.Ainsi, M estun corpsde dé-
compositionpourP sur K contenudansN. Or N estun corpsde racinespourP
surK, d’où M 	 N.

Théorème Deux clôturesnormalesd’une extensionfinie E de K sont K-
isomorphes.

Démonstration D’aprèscequi précède,cesdeuxextensionsdeK sontdeux

corpsderacinespourlepolynômeP 	 i ( n
∏
i ( 1

I rr � a , K � surK. EllessontK-isomorphes.

Théorème Soit E uneextensionnormalefinie de K et F uneextensional-
gébriquede K contenantE. Tout K-isomorphismeσ de E dansF est un K-
automorphismedeE.

Démonstration E étantuneextensionnormalefinie deK, elleestle corpsdes
racinesd’un polynômeP � K �X � et elle s’écrit E 	 K � a1 ,.-/-.-/, an � où a1 ,/-.-/-., an sont
lesracinesdu polynômeP. Il suffit deprouver σ � E �&5 E, carE estun K-espace
vectorieldedimensionfinie etσ estunendomorphismeinjectif decetespacevec-
toriel. Or σ � ai � estuneracinedeP pour i 	 1 , 2 ,.-.-/, n. Il enrésulteσ � ai �&� E pour
i 	 1 , 2 ,.-/-., n. et parsuiteσ � E �'5 E.

Théorème Soit E uneextensionnormalefinie de K et F un corpsintermé-
diaireentreK etE. ToutK-isomorphismeσ deF dansE peutêtreprolongéenun
K-automorphismedeE.

Démonstration E estle corpsdesracinesd’un polynômeP � K �X � surK. Il
estaussile corpsdesracinespourPsurF etsurσ � F � . Ainsi, leK-isomorphismeσ
deF surσ � F � peutêtreprolongéenunK-isomorphismedeE dansE. Ceprolon-
gementdeσ est,enréalité,unK-automorphisme,carE estunK-espacevectoriel
dedimensionfinie.
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Chapitr e 6

Extensionsséparables

6.1 Degréde Galoisd’une extension

Touteslesextensionsconsidéréesdanscechapitreserontfinies.SoitE uneex-
tensiondeK, N etN 4 deuxclôturesnormalesdeE, I l’ensembledesK-isomorphismes
deE dansN et I 4 celuidesK-isomorphismesdeE dansN 4 .

Théorème Card � I ��	 Card � I 4 � .
Démonstration N et N 4 sontdeux clôturesnormalesde E. Il existe un K-

isomorphismeσ deN surN 4 . Soitϕ; I �%� I 4 l’applicationdéfinieparϕ � u�r	 σ | u.
Il estfaciledeprouverquel’applicationϕ estbijective.DoncCard � I �!	 Card � I �l� .

Définition Onappelledegrégaloisiend’uneextensionE deK, le cardinalde
l’ensembledesK-isomorphismesdeE dansuneclôturenormaledeE.

La définitiondudegrégaloisiennedépendpasduchoixdela clôturenormale
deE d’aprèsle théorèmeprécédent.Le degrégaloisiendel’extensionE deK sera
noté �E : K � .

Exemple � � : �<��	 2.

Théorème Soit L une extensionnormalede K contenantune clôture nor-
malede E. Le degré galoisien �E : K � estégalau cardinalde l’ensembledesK-
isomorphismesdeE dansL.

Démonstration Soit J l’ensembledesK-isomorphismesde E dansL. Nous
avons I 5 J. Réciproquement,tout σ � J peut être prolongé en un
K-automorphismeσ de L, car L estuneextensionnormalede K. La restriction
de σ à N estun K-automorphismede N car N estuneextensionnormalede K.



I. El Hage www.les-mathematiques.net 33

Nousavons σ � E �t5 σ � E �A5 σ � N �x	 N. Il en résulteque,σ est,en réalité,un
K-isomorphismedeE dansN c.à.d.σ � I . D’où I 	 J.

Théorème Soit E 4 uneextensionde K 4 . Si σ estun isomorphismede E sur
E 4 tel quesarestrictionσ à K estun isomorphismede K sur K 4 , alors �E : K �r	�E 4 : K 4 � .

Démonstration Soit N uneclôturenormalede E et N 4 uneclôturenormale
de E 4 . L’isomorphismeσ peut être prolongéen un isomorphismeσ 4 de N sur
N 4 . L’applicationϕ qui associeà chaqueK-isomorphismeu deE dansN, le K 4 -
isomorphismeu4 	 σ | u | σ 3 1 deE 4 dansN 4 estbijective. Il enrésulte �E : K �!	�E 4 : K 4 � .

Théorème Si nousavonsK 5 L 5 E, alors �E : K �6	 �E : L �!O � L : K � .
Démonstration Soit N uneclôturenormaledeE. Pourtout K-isomorphisme

σ deL dansN, on noteJσ l’ensembledetouslesK-isomorphismesdeE dansN
qui prolongentσ. Si σ � Jσ, alorsσ � E � estuncorpsintermédiaireentreσ � L � etN.
Soit Iσ l’ensembledestouslesσ � L � -isomorphismesdeσ � E � dansN. Nousallons
prouverqueIσ et Jσ ont le mêmecardinal.Considéronsl’application f ; Iσ

��� Jσ
définiepar f � u�X	 u | σ. Il est facile de voir que f est injective. Elle estaussi
surjective;carsi u4 � Jσ, u4 peuts’écriresousla formeu4 	 f D u4 | σ 3 1 E , carσ peut
êtreregardécommeun isomorphismedeE surσ � E � . Or, nousavonsCard � Iσ �
	� σ � E � : σ � L �"� et, d’aprèsle théorèmeprécédent,�σ � E � : σ � L ����	 �E : L � . D’où
Card � Iσ �
	 �E : L � . Pourterminerla démonstration,remarquonsque � Jσ � estune
partitiondel’ensembleJ destouslesK-isomorphismesdeE dansN. Ainsi, nous
avons �E : K �6	 Card � J �
	 ∑

σ
Card � Jσ �
	 ∑

σ
Card � Iσ �	 ∑

σ
�E : L �6	 �E : L ��O � L : K �

Théorème Si E 	 K � a� , alors �E : K � estle nombredesracinesdistinctesde
I rr � a , K � .

Démonstration Soit N uneclôturenormalede E, I l’ensembledestousles
K-isomorphismesdeE dansN etA l’ensembledesracinesdistinctesdeI rr � a , K �
dansN. L’applicationdeI dansA qui associeσ àσ � a� estbijective.D’où �E : K ��	
Card � I ��	 Card � A� .
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Corollair e Si E 	 K � a� , alors �E : K �!h9�E : K � .
Théorème Si E estuneextensionfinie deK, alors �E : K �rh9�E : K � .
Démonstration Comme E est une extension finie de K, elle s’écrit

E 	 K � a1 ,/-.-.-/, an � . Si Ki 	 K � a1 ,.-/-.-., ai � , alorsKi 	 Ki 3 1 � ai � . Démontronspar ré-
currencesur i que �Ki : K �
h��Ki : K � . Pour i 	 1, la propriétéestvraie car nous
avons �K1 : K ��	 �K � a1 � : K �rh��K � a1 � : K �6	*�K1 : K �
Supposonsle propriétévraiepour i etdémontrons-lapour i � 1. Nousavons�Ki j 1 : K �6	 �Ki j 1 : Ki �6O �Ki : K �rh��Ki j 1 : Ki �6O��Ki : K �6	)�Ki j 1 : K �
Par récurrence,nousobtenons�E : K ��	 �Kn : K �rh��Kn : K �6	p�E : K �
6.2 ExtensionsSéparables

SoitE uneextensiondeK.
Définition L’extensionE deK seraditeséparablesi,etseulementsi, �E : K �B	�E : K � .
Exemple

�
estuneextensionséparablede � .

Définition Un élémenta d’uneextensionE deK seradit séparablesurK si,
et seulementsi, touteslesracinesdeI rr � a , K � sontsimples.

Exemple i estséparablesur � .
�

2 séparablesur � .

Théorème UneextensionsimpleE 	 K � a� estséparablesi, et seulementsi,
a estséparablesurK.
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Démonstration Soit �E : K ��	 n 	 deg � I rr � a , k �"� . Nousavons�E estséparablesurK �6ZS[ = �E : K �6	*�E : K � >ZS[ � I rr � a , K � possèden racinesdistinctes�ZS[ � touteracinedeI rr � a , K � estsimple�ZS[ � a estséparablesurK �
Théorème Uneextensionfinie E deK estséparablesi, et seulementsi, tout

élémenta deE estséparablesurK.

Démonstration Si E estséparablesurK, Alors nousavons�E : K � a���6O �K � a� : K �6	 �E : K �6	p�E : K �	)�E : K � a�g�6O��K � a� : K �
Or �E : K � a�]�rh9�E : K � a��� et �K � a� : K �!h9�K � a� : K �
D’où �E : K � a�]�6	*�E : K � a��� et �K � a� : K ��	*�K � a� : K �
et a estséparablesurK. Réciproquement,E s’écrit E 	 K � a1 ,.-.-/-., an � carelle est
uneextensionfinie de K. PosonsKi 	 K � a1 ,/-.-.-/, ai � . NousavonsKi 	 Ki 3 1 � ai � ,
I rr � ai , Ki 3 1 � divise I rr � ai , K � et ai est séparablesur K. Il en résulteque ai est
séparablesurKi 3 1 et �Ki : Ki 3 1 �6	p�Ki : Ki 3 1 � pour i 	 1 , 2 ,/-.-/-., n. Il enrésulte�E : K �6	 i ( n

∏
i ( 1
�Ki : Ki 3 1 �6	*�E : K �

cequi prouvequeE estséparablesurK.

Théorème de l’élément primitif Touteextensionséparablefinie E deK est
simple.

Démonstration Il suffit deprouver quel’ensembledescorpsintermédiaires
entreK etE estfini. Soit � cetensembleetI l’ensembledestouslesK-isomorphismes
deE dansuneclôturenormaleN. Soit h; � ��� P � I � l’applicationqui associeà
L ��� le sous-ensembledeI définipar7 σ � I � σ � a��	 a pourtouta � L 8R-
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Cetteapplicationestinjective;carsi L V	 L 4 , et si a � L � L 4 , alorsa estséparable
surK, cequi prouvequea estséparablesurL 4 . D’où� L 4 � a� : L 4 �6	�� L 4 � a� : L 4 �?� 1 -
Cequi précèdemontrequ’il existeunL 4 -isomorphismeσ deL 4 � a� dansN tel que
σ � a��V	 a. Or σ peutêtreprolongéenun K-automorphismeσ deN carN estune
clôturenormale.La restrictionσ � deσ à E estun K-isomorphismedeE dansN
qui vérifie σ �%� a�'	 σ � a�<	 σ � a��V	 a. Il en résulteσ �?� h � L 4 � et σ �@�� h � L � qui
prouveh � L �xV	 h � L 4 � . Pourfinir la démonstration,notonsquel’ensembleP � I � des
partiesdeI estfini car I estfini.
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Chapitr e 7

Les correspondancesdeGalois

7.1 GroupedeGalois

Soit E une extension normale finie d’un corps K. L’ensemble des
K-automorphismesdeE formentun groupepourla compositiond’application.

Définition LegroupedetouslesK-automorphismesdeE seraappelélegroupe
deGaloisdel’extensionE deK.

Exemple
�

estuneextensionnormalefinie de � . SongroupedeGaloispos-
sèdedeux éléments: l’identité et le � -automorphismeσ qui associeà chaque
nombrecomplexez sonconjuguéz.

Le groupedeGaloisd’uneextensionE deK seranotéG � E � K � .
Théorème G � E � K � est un groupefini dont l’ordre est le degré galoisien�E : K � del’extension.

Démonstration G � E � K � estl’ensembleI detouslesK-isomorphismesdeE
dansuneclôturenormaledeE. Or E estsapropreclôturenormalecarelleestune
extensionnormaledeK. D’où G � E � K �
	 I .

Corollair e Ord � G � E � K ���'h:�E : K � .
7.2 LescorrespondancedeGalois

SotE uneextensionfinie deK.
Définition L’extensionE deK seraditeuneextensiongaloisiennesi,etseule-

mentsi, E estuneextensionnormaleet séparabledeK.
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Exemple
�

estuneextensiongaloisiennde � .

Théorème Si E estuneextensiongaloisiennedeK, alors

Ord � G � E � K �$�
	*�E : K � -
Démonstration NousavonsOrd � G � E � K �$�
	 �E : K �6	*�E : K � .
Soit G � E � K � le groupede Galoisd’une extensiongaloisiennefinie E de K,�

l’ensembledescorpsintermédiairesentreK et E et � l’ensembledessous-
groupesdeG � E � K � . PourtoutL � � , on pose

S � L �
	97 u � G � E � K � � �J  x � L �r� u � x�
	 x� 8
et pourtoutH �¡�

I � H ��	¢7 x � E � �l  u � H �!� u � x�R	 x� 8
Il est facile de prouver queS� L � estun sous-groupede G � E � K � et I � H � estun
corpsintermédiaireentreK etE. Ainsi, nousavonsdeuxapplicationsS;

� ��� �
et I ; � �%� � . Cesdeuxapplicationssontvisiblementdécroissantes.

Théorème Pour tout L � � , E est une extensiongaloisiennefinie de L et
G � E � L �
	 S � L � .

Démonstration E, étantuneextensionnormaledeK, elle estle corpsdesra-
cinespourun polynômeP � K �X � surK. E estaussiun corpsdesracinespourP
surL. Donc,E estuneextensionnormaledeL. D’un autrecôté,toutélémenta � E
estséparablesurK. Ceciprouve quetouteslesracinesde I rr � a , K � sontsimples.
Il enrésultequeI rr � a , L � (qui diviseI rr � a , K � ) possèdela mêmepropriété.Onen
déduitqueE estuneextensionséparablede L et par suiteuneextensiongaloi-
siennedeL. Enfin,G � E � L � estl’ensembledesL-automorphismesdeE.

Théorème S | I 	 id £ .

Démonstration Nousavonsà prouver � S | I ��� H �'	 S � I � H �$�'	 H pour tout
H �¤� . SoitL 	 I � H � etH 4 	 S � L ��	¢� S | I �6� H � . Alors H 4 	 G � E � L � etH 5 H 4 .
D’un autrecôté,soitH 	m7 σ1 ,.-.-/-., σn 8 eta unélémentprimitif del’extensionE de

K. NousavonsE 	 K � a�
	 L � a� . Le polynômeP 	 i ( n
∏
i ( 1
� X � σi � a��� appartientà
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L �X � , eneffet w
σ � P�
	 i ( n

∏
i ( 1
� X � � σ | σi �!� a�$�
	 P

pourtoutσ � H, car 7 σ1 ,.-/-.-/, σn 8 	 H 	07 σ | σ1 ,/-.-.-/, σ | σn 8 (H estungroupe).Nous
avons �P � a��	 0��	�[ � I rr � a , L �G� P�	�[ ¥ Ord � H 4 ��	*�E : L �6	 deg � I rr � a , L �$�h deg � P�
	 n 	 Ord � H � ¦
Or H estun sous-groupedugroupefini H 4 . D’où Ord � H ��h Ord � H 4 � etparsuite
H 	 H 4 , carH 4 estun groupefini.

Théorème I | S 	 id § .
Démonstration Soit L un élément de

�
. Posons H 	 S � L � et

L 4 	 I � H �X	U� I | S�#� L � . NousavonsL 5 L 4 . D’un autrecôté,si b � L 4 , alorsb
est laisséfixe par tout élémentde H 	 S � L �t	 G � E � L � . Toutesles racinesde
I rr � b , L � sontsimples,carI rr � b , L � diviseI rr � b , K � etb estséparablesurK. Or, si
b4 estuneautreracinedeI rr � b , L � , il existeunL-isomorphismedeL � b� dansE qui
transformeb enb4 . CeL-isomorphismepeutêtreprolongéenunL-automorphisme
σ deE. On endéduitqu’il existeσ � G � E � L ��	 H tel queσ � b�R	 b4 V	 b cequi
prouve b �� L 4 encontradictionavecle choix deb. Il enrésultequeb estl’unique
racinedeI rr � b , L � et parsuiteb � L. DoncL 	 L 4 .

Corollair e L’applicationde
�

dans� qui associeà L l’élémentG � E � L � est
unebijectiondécroissante.

Théorème Si K 5 L 5 E, alorsnousavons: L estuneextensionnormalede
K si, et seulementsi, G � E � L � estunsous-groupedistinguédeG � E � K � .

Démonstration Soit σ � G � E � K � . Nousavonsσ � x�X� L pour tout x � L car
L estuneextensionnormaledeK. Il enrésulteD σ 3 1 | τ | σ E � x�
	 σ 3 1 � τ � σ � x���$�
	 σ 3 1 � σ � x����	 x

pour tout τ � G � E � L � . Ainsi, σ 3 1 | τ | σ � G � E � L � pour tout τ � G � E � L � , ce
qui prouve que ce sous-groupede G � E � K � est distingué.Réciproquement,si
G � E � L � est un sous-groupedistinguéde G � E � K � , alors tout K-isomorphisme
τ de L dansE est un K-automorphismede L : τ peut être prolongéen un K-
automorphismeτ deE et τ 3 1 | σ | τ � G � E � L � pour tout σ � G � E � L � . Si x � L,
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alorsx 	TD τ 3 1 | σ | τ E � x� etτ � x��	)� σ | τ �!� x� pourtoutσ � G � E � L � . Il enrésulte
queτ � x�<� L etτ � x�<� L. D’où τ � L ��5 L etτ estunK-automorphismedeL cequi
prouvequeL estuneextensionnormaledeK.

Théorème Soit L un corpsintermédiaire,extensionnormaledeK. Le groupe
G � L � K � estisomorpheaugroupequotientG � E � K �G� G � E � L � .

Démonstration G � E � L � estun sous-groupedistinguédeG � E � K � , carL est
uneextensionnormalede K. Soit ϕ l’application de G � E � K � dansG � L � K � qui
associeà σ sa restrictionà L. C’est une applicationde G � E � K � dansG � L � K �
car la restrictiondeσ à L estun K-isomorphismedeL dansE et parsuiteun K-
automorphismede L, car L estuneextensionnormalede K. L’applicationϕ est
surjective,cartout α � G � L � K � , étantun K-isomorphismedeL dansE, peutêtre
prolongéenun K-automorphismeσ deE. Finalement,ϕ estun homomorphisme
degroupesetsonnoyauestG � L � K � , d’où G � E � K �¨� G � E � L �
a G � L � K � .
7.3 EXEMPLE

Soit R le corpsdesracinedu polynômeX4 � 2 �©��� X � sur � . Nous avons

R 	u� � i , 4
�

2� .
DegrédeR sur � : Nousavons �R : �A�6	 = R : � � 4

�
2� >@= � � 4

�
2� : � > . = � ��� 2� : � > 	

4,carX4 � 2 estirréductibledans��� X � . = R : � � 4
�

2� >Y	 2,carI rr
�
i , � � 4

�
2�n� 	

X2 � 1. D’où �R : �?��	 8.
GroupeG � R�P�ª� : Si σ � G � R�P�«� , alors

– σ � i � estuneracinedeX2 � 1. Doncσ � i ��	�¬ i.

– σ
�

4
�

2� estuneracinedeX4 � 2. Donc

σ
�

4
�

2�S	m¬ 4
�

2

ou
σ
�

4
�

2� 	�¬ i 4
�

2

.

Or σ estcomplètementdéterminéparsonactionsur i et 4
�

2 carceséléments
engendrentR sur � . Il enrésultequele groupedeGaloisde l’extensionR de �
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est

GroupedeGaloisdel’extensiondeR�P�
σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8

σ � i � i i i i � i � i � i � i

σ
�

4
�

2� 4
�

2 � 4
�

2 i 4
�

2 � i 4
�

2 4
�

2 � 4
�

2 i 4
�

2 � i 4
�

2

La loi decompositiondecegroupeestdéfinieparle tableausuivant| σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8

σ1 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7 σ8

σ2 σ2 σ1 σ4 σ3 σ6 σ5 σ8 σ7

σ3 σ3 σ4 σ2 σ1 σ7 σ8 σ6 σ5

σ4 σ4 σ3 σ1 σ2 σ8 σ7 σ5 σ6

σ5 σ5 σ6 σ8 σ7 σ1 σ2 σ4 σ3

σ6 σ6 σ5 σ7 σ8 σ2 σ1 σ3 σ4

σ7 σ7 σ8 σ5 σ6 σ3 σ4 σ1 σ2

σ8 σ8 σ7 σ6 σ5 σ4 σ3 σ2 σ1

Sous-groupesdeG � R�P�ª� :
– Sous-grouped’ordre1: 7 σ1 8
– Sous-grouped’ordre 2: A 	�7 σ1 , σ2 8 , B 	�7 σ1 , σ5 8 , C 	U7 σ1 , σ6 8 , D 	7 σ1 , σ7 8 etE 	97 σ1 , σ8 8 .
– Sous-grouped’ordre 4: F 	s7 σ1 , σ2 , σ3 , σ4 8 , G 	T7 σ1 , σ2 , σ5 , σ6 8 et H 	7 σ1 , σ2 , σ7 , σ8 8 .
– Sous-grouped’ordre: G � R�P�ª� .
Diagrammedessous-groupes:

G � R�P�����
F

�
H ­ � �

A ��� G� � � �
E D

�
B C� �� �7 σ1 8
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Diagrammedescorps intermédiair es:� y®
C � F � ¯y

C � H � ��� C � A� ­ � C � I �® ¯ ® ¯
C � E � C � D � y

C � B� C � G�¯ ®¯ ®
R

où C � M � estle corpsintermédiaireassociéausous-groupeM deG � R�P�«� . Pour
déterminercescorpsintermédiaires,onconsidèreunebasedu � -espacevectoriel
R expriméeentermesde i et 4

�
2. Nousavonsla base°

1 , 4
�

2 , � 4
�

2� 2 , � 4
�

2� 3 , i , i 4
�

2 , i � 4
�

2� 2 , i � 4
�

2� 3 ±
obtenueen multipliant termeà termela base

°
1 , 4
�

2 , � 4
�

2� 2 , � 4
�

2� 3 ±
de l’ex-

tension� � 4
�

2� de � et la base7 1 , i 8 de l’extensionR de � � 4
�

2� . Un élément

x � Rs’écrit,d’unemanièreunique,sousla forme

x 	 b0 � b1
4
�

2 � b2

�
4
�

2� 2 � b3

�
4
�

2� 3
c0i � c1i 4

�
2 � c2i

�
4
�

2� 2 � c3i
�

4
�

2� 3

PourdéterminerC � A� , onutilise l’équivalence� x � C � A���6ZS[ � σ2 � x�R	 x�
Or

σ2 � x�r	 b0
� b1

4
�

2 � b2

�
4
�

2� 2 � b3

�
4
�

2� 3
c0i � c1i 4

�
2 � c2i

�
4
�

2� 2 � c3i
�

4
�

2� 3

Donc � x � C � A���bZ\[ � σ2 � x�
	 x�6Z\[ � b1 	 b3 	 c1 	 c3 	 0�Z\[ ¥ x �1� � i , � 4
�

2� 2 � ¦
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etC � A�%	��:� i , � 4
�

2� 2 � 	�� � i , � 2� . D’unemanièreanalogue,ondétermineles

autrescorpsintermédiairesLesrésultatssontrésumésdansle tableausuivant:

Sous-groupe Corpsintermédiaireassocié

A � � i , � 2�
B � � 4

�
2�

C � � i 4
�

2�
D � � � 1 � i � 4

�
2�

E � � � 1 � i � 2
�

2�
F �©� i �
H � � i � 2�
I � �#� 2�

Sous-groupesdistinguésde G � R�P�ª� : Lessous-groupesd’ordre4 sontdis-
tingués.A estla seulesous-groupedistinguéd’ordre2.

Extensionsnormale de � : Lescorpsintermédiairesqui sontdesextensions
normalesde � sontceuxassociésauxsous-groupesdistinguésdeG � R�P�ª� . Ces

corpssont: ��� i � , � �#� 2� , � � i � 2� and � � i , � 2� .
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Chapitr e 8

Complémentssur lesgroupes

8.1 Quelquesthéorèmes

Soit f ;G ��� G4 un homomorphismede groupessurjectif.Nousallonsdési-
gnerpar S � G4 � l’ensembledessous-groupesde G4 et par Sf � G� celui dessous-
groupesdeG contenantKer � f � .

Théorème Il existeunebijectiondeS � G4 � surSf � G� .
Démonstration Soit ϕ l’applicationdeS � G4 � dansSf � G� qui associeà H 4 le

sous-groupef 3 1 � H 4 � deG. ϕ estinjective,carnousavons� ϕ D H 4 E 	 ϕ D K 4 E � 	�[ � f 3 1 D H 4 E 	 f 3 1 D K 4 E �	�[ � f D f 3 1 D H 4 E²E 	 f D f 3 1 D K 4 E²E �	�[ � H 4G	 K 4 �
vu que f estsurjective.D’un autrecôté,si H � Sf � G� , alors

H 4G	 f � H ��� S D G4 E et ϕ D H 4 E 	 f 3 1 D H 4 E 	 H

carnousavons � x � f 3 1 � f � H ��� � 	�[ � f � x�'� f � H �g�	�[ �´³ y � H �!� f � x�R	 f � y�g�	�[ � x � y � Ker � f �'5 H �	�[ � x � H �
D’où f 3 1 � f � H ���'5 H. L’autreinclusionestévidente.Ainsi ϕ estsurjective.
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Théorème La bijectionϕ estcroissante.

Démonstration Si H 4 5 K 4 , alors� x � ϕ D H 4 E � 	�[ � x � f 3 1 D H 4 E �	�[ � f � x�'� H 4 �	�[ � f � x�'� K 4 �	�[ � x � f 3 1 D K 4 E 	 ϕ D K 4 E �
D’où ϕ � H 4 �'5 ϕ � K 4 � .

Théorème H 4 estun sous-groupedistinguédeG4 si, et seulementsi, le sous-
groupeH 	 ϕ � H 4 � deG estdistingué.

Démonstration Si H 4 estunsous-groupedistinguédeG4 , alorsnousavons� x � G, y � H �6	�[ � f � x�<� G4 , f � y�'� H 4 �	�[ = f D x 3 1yxE 	 f � x� 3 1 f � y� f � x�'� H 4 >	�[ � x 3 1yx � f 3 1 D H 4 E 	 H �
Réciproquement,si le sous-groupeH de G estdistingué,alors H 4 estun sous-
groupedistinguédeG4 . Eneffet, si x4 � G4 ety4 � H 4 , alorsil existex � G ety � H
telsquex4 	 f � x� et y4 	 f � y� (H 4 	 f D f 3 1 � H 4 � E 	 f � H � car f estsurjective).
NousavonsD x4 E 3 1

y4 x4¨	 f � x� 3 1 f � y� f � x�R	 f D x 3 1yxE � f � H �
	 H 4
carx 3 1yx � H.

Théorème Si H 4 est distinguédansG4 et H 	 ϕ � H 4 � , alorsG4 � H 4 est iso-
morpheàG� H.

Démonstration L’application

g;G
f�%� G4 p{��� G4�� H 4

où p4 est la surjectioncanoniquequi estun homomorphismede groupes.Il est
surjectifet sonnoyauestH car� x � Ker � g���6Z\[ � p4�� f � x���
	 g � x�
	 e4 � ZS[ � f � x�<� H 4 � Z\[ � x � H �
D’où G4 � H 4 	 Im � g�
µ G� H.
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8.2 Chaînesnormales

SoientG1 etG2 deuxsous-groupesdeG telsqueG1 5 G2.
Définition On appellechaînenormale deG entreG2 et G1 toutechaînede

sous-groupesdeG
G1 	 H0 5 H1 5u�����G5 Hn 	 G2

telle quechaqueHi soit unsous-groupedistinguédesonsuccesseurHi j 1.

Les groupesquotientsFi 	 Hi j 1 � Hi pour i 	 0 , 1 ,/-.-.-/, n � 1 sont appelésles
facteursdela chaîne.

Définition On appellechaînenormale du groupeG toutechaînenormalede
G entre 7 e8 et G.

Exemple Soit S3 le groupedespermutationsde l’ensemble7 1 , 2 , 3 8 et A3 le
groupealternéd’ordre3. La chaîne7 i 8 5 A3 5 S3

estunechaînenormaledu groupeS3.

Théorème Si f ;G �%� G4 estunhomomorphismesurjectif,alors f transforme
toutechaînenormale 7 e8 	 H0 5 H1 5m�����G5 Hn 	 G

deG enunechaînenormalec e4 d 	 H 40 5 H 41 5������P5 H 4n 	 G4
de G4 et il existe un homomorphismesurjectifui du facteurFi 	 Hi j 1 � Hi sur le
facteurF 4i 	 H 4i j 1 � H 4i pour i 	 0 , 1 ,.-/-.-., n � 1.

Démonstration L’homomorphismef transformela chaîne7 e8 	 H0 5 H1 5m�����G5 Hn 	 G

enla chaîne c e4 d 	 H 40 5 H 41 5������P5 H 4n 	 G4
où H 4i 	 f � Hi � pour i 	 0 , 1 ,.-/-.-/, n � 1. Cettechaîneestnormale,car l’image d’un
sous-groupedistinguéparunhomomorphismesurjectifestunsous-groupedistin-
gué.D’un autrecôté,L’applicationui définiepar

ui � pi � x����	 p4i � f � x���
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estbiendéfinie,carnousavons� pi � x�
	 pi � y���6	�[ � xy3 1 � Hi �	�[ = f � x� f � y� 3 1 	 f D xy3 1 E � f � Hi �
	 H 4i >	�[ � p4i � f � x����	 p4i � f � y��� �
où pi et p4i sont les surjectionscanoniques.Il est facile de vérifier queui estun
homomorphismedegroupessurjectif.

Théorème Si f ;G ��� G4 estun homomorphismeinjectif, alorstoutechaîne
normale c e4 d 	 H 40 5 H 41 5������P5 H 4n 	 G4
deG4 esttransforméepar f 3 1 enunechaînenormale7 e8 	 H0 5 H1 5������P5 Hn 	 f 3 1 � G�
	 G

de f 3 1 � G� et il existeunhomomorphismeinjectif vi dufacteurFi 	 Hi j 1 � Hi dans
le facteurF 4i 	 H 4i j 1 � H 4i pour i 	 0 , 1 ,/-.-/-., n � 1.

Démonstration Soit Hi 	 f 3 1 � H 4i � pour i 	 0 , 1 ,/-.-/-., n � 1. Les sous-groupes
Hi deG formentunechaîne7 e8 	 H0 5 H1 5������P5 Hn 	 f 3 1 � G�
	 G

où H0 	 f 3 1 D H 40 E 	 f 3 1 � e4 ��	 Ker � f �
	97 e8 . Cettechaîneestnormalecarnous
avons � x � Hi j 1, y � Hi �6	�[ � f � x�'� H 4i j 1, f � y�'� H 4i �	�[ = f D x3 1yxE 	 f � x� 3 1 f � y� f � x�'� H 4i >	�[ � x3 1yx � Hi �
L’applicationvi estdéfiniecommel’applicationui du théorèmeprécédent.C’est
un homomorphismedegroupes.Il estinjectif carnousavons� vi � pi � x���
	 e4 � 	�[ � p4i � f � x�$�
	 e4 �	�[ � f � x�'� H 4i �	�[ � x � f 3 1 D H 4i E 	 Hi �	�[ � pi � x�
	 e�
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Théorème Si chaquefacteurd’unechaînenormaledeG possèdeunechaîne
normale,alorsnousobtenonsunechaînenormaledeG enconcaténantlesdiffé-
renteschaînesdesfacteurs.Les facteursde la nouvelle chaînesont isomorphes
auxfacteursdeschaînesdesdifférentsfacteurs.

Démonstration Soit7 e8 	 H0 5 H1 5m�����G5 Hn 	 G

unechaînenormaledeG et soit7 e8 	 Ki H 0 5 Ki H 1 5m�����P5 Ki H ni 	 Fi

unechaînenormaledu facteurFi pour i 	 1 , 2 ,/-.-/-., n � 1. La surjectioncanonique
pi ;Hi j 1

��� Fi transformecettechaîneen unechaînenormalede G entreHi et
Hi j 1

Hi 	 Li H 0 5 Li H 1 5m�����G5 Li H ni 	 Hi j 1

où Li j 	 p 3 1
i D Ki j E Li H j � Hi a Ki H j . Il enrésultequela chaîne7 e8 	 H0 	 L0 H 0 5 L0 H 1 5m�����G5 L0 H n0 	 H1 5m�����G5 Hn 3 1	 Ln 3 1 H 0 5 Ln 3 1 H 1 5�������5 Ln 3 1 H ni 	 Hn 	 G

est une chaînenormalede G. Il nousresteà prouver que le facteurLi H j j 1 � Li H j
est isomorpheau facteurKi H j j 1 � Ki H j et ceci pour j 	 0 , 1 ,.-.-/-., ni

� 1 et pour i 	
0 , 1 ,.-/-.-/, n � 1.La restrictiondepi àLi H j j 1 estunhomomorphismesurjectifdeLi H j j 1

sur Ki H j j 1. Le dernierthéorèmede la sectionprécédentenousdonnel’isomor-
phismerecherché(prendreG4 	 Ki H j j 1, H 4 	 Ki H j et H 	 Li H j ).
8.3 Groupesrésolubles

Définition On dit qu’un groupeG estrésolublesi, et seulementsi, il possède
unechaînenormaledontlesfacteurssontabéliens.

Exemple Le groupeS3 estrésoluble.

Théorème toutgroupeabélienestrésoluble.
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Démonstration Il suffit deprendrela chaîne7 e8 5 G.

Théorème Toutgroupecycliqueestrésoluble.

Démonstration Carun groupecycliqueestabélien.

Théorème Touteimageparunhomomorphismed’un grouperésolubleestun
grouperésoluble.

Démonstration Si G4 est une imagehomomorphedu grouperésolubleG,
alorsil existeun homomorphismesurjectif f ;G ��� G4 . Si7 e8 	 H0 5 H1 5m�����G5 Hn 	 G

estunechaînenormaledeG à facteursabéliens,alorsla chaînec e4 d 	 H 40 5 H 41 5������P5 H 4n 	 G4
où H 4i 	 f � Hi � pour i 	 0 , 1 ,/-.-/-., n � 1 estnormaleet sesfacteurssontdesimages
homomorphesdeceuxdela chaînedeG (par l’homomorphismeui). Il enrésulte
quela chaîneG4 estunechaînenormaleà facteursabélien.CeciprouvequeG4 est
résoluble.

Corollair e Tout groupequotientd’un grouperésolubleestun grouperéso-
luble.

Démonstration Eneffet,ungroupequotientdeG estuneimagehomomorphe
deG parla surjectioncanonique.

Théorème Si f ;G ��� G4 estun homomorphismeinjectif et si G4 est réso-
luble,alorsG estrésoluble.

Démonstration Si G4 estrésoluble,alorsil possèdeunechaînenormalec e4 d 	 H 40 5 H 41 5������P5 H 4n 	 G4
à facteursabéliens.La chaîne7 e8 	 H0 5 H1 5m�����G5 Hn 	 G

où Hi 	 f 3 1 � H 4i � pour i 	 0 , 1 ,.-/-.-/, n estunechaînenormaleet il existehomomor-
phismeinjectif vi ;Hi j 1 � Hi

��� H 4i j 1 � H 4i . Il enrésultequelesfacteursdela chaîne
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deG sonttousabéliens,cequi prouvequeG estrésoluble.

Corollair e Toutsous-groupeK d’un grouperésolubleestungrouperésoluble.

Démonstration Il suffit d’appliquerle théorèmeprécédentà l’injection cano-
nique.

ThéorèmeSiGpossèdeunechaînenormaledontlesfacteurssontdesgroupes
résolubles,alorsG estrésoluble.

Démonstration Soit7 e8 	 H0 5 H1 5m�����G5 Hn 	 G

unechaînenormaledeG telle quetouslesfacteursFi 	 Hi j 1 � Hi sontrésolubles.
Nousavonsdémontréquel’on peututiliserceschaînesnormalesdesfacteurspour
construireunechaînenormaledeG dontlesfacteurssontisomorphesauxfacteurs
desdifférenteschaînesnormalesdesfacteurs.Mais leschaînesdesFi peuventêtre
choisiesà facteursabéliens,il enrésultequelesfacteursdela chaîneconcaténée
sonttousabélienset G estrésoluble.

Théorème SoitH unsous-groupedistinguédeG. G estrésolublesi, et seule-
mentsi, H etG� H sontrésolubles.

Démonstration Si G est résoluble,alorsH et G� H sont résolublescomme
nousl’avonsvu. Réciproquement,si H etG� H sontrésolubles,alors7 e8 5 H 5 G

estunechaînenormaledeG dontlesfacteursF1 	 H ��7 e8 a H etF2 	 G� H sont
résolubles.Il enrésultequeG estrésoluble.

Dansla suite,nousallonsprouver queG estrésolublesi, et seulementsi, G
possèdeunechaînenormaledontlesfacteurssontdesgroupescycliquesd’ordres
premiers.Il estclair quesi G satisfait cettecondition,alorsG estrésoluble.Pour
démontrerla réciproque,nousdémontronslesthéorèmespréliminairessuivants:

Théorème Si p estun facteurpremierdel’ordre d’un groupecycliquefini G,
alorsG possèdeun élémentd’ordre p.

Démonstration Si a estungénérateurdeG, alorsl’élémentb 	 a
n
p estd’ordre

p, carbp 	 eet p estpremier.
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Théorème Si p estun facteurpremierde l’ordre d’un groupeabélienfini G,
alorsG possèdeun élémentd’ordre p.

Démonstration Par récurrencesur l’ordre n de G. Si n 	 1, le théorème
estvrai. Supposonsle théorèmevrai pour tous les groupesfinis d’ordre q n et
démontrons-lepourlesgroupesfinis d’ordren. Soit G un tel groupe.Si G estcy-
clique,alorson estramenéauthéorèmeprécédent.Sinon,G possèdeun élément
h d’ordrem tel que1 q m q n. Soit H 	 gr � h� . Le groupequotientG� H estd’un
ordre q n. Deuxcassontpossibles:

1. p divisem: danscecas,p divisel’ordre dugroupeH qui estd’ordrem q n.
Ainsi H contientunélémentd’ordre p.

2. p nedivisepasm: p divisel’ordre deG� H carn 	 m O ord � G� H � et p est
premier. Il existey � G� H d’ordre p. L’élémentx 	 ym vérife x V	 e (sinon
ym 	 e et p divise m 	 Ord � y� ) et xp 	¶� ym � p 	�� yp � m 	 e car yp � H
(yp 	 e) et m estl’ordre deH. On endéduitquep estl’ordre dex car p est
premier.

Corollair e Si G estun groupeabélienfini d’ordrenonpremier, alorsG pos-
sèdeun sous-groupepropre.

Démonstration Si p estun facteurpremierde l’ordre deG, alorsG possède
unélémentd’ordre p. Le sous-groupeH 	 gr � a� estunsous-groupepropredeG.

Théorème Si G estungrouperésoluble,alorsG possèdeunechaînenormale
dontlesfacteurssontdesgroupescycliquesd’ordrespremiers.

Démonstration Soit7 e8 	 H0 5 H1 5m�����G5 Hn 	 G

unechaînenormaleà facteursabéliens.Noussupposonsquecettechaîneest la
pluslonguedeschaînesnormalesdeG à facteursabéliens.Si un facteurFi n’était
pasungroupecycliqued’ordrepremier, alorsFi possèdeunsous-groupepropreet
G possèdeunsous-groupeH tel queHi 5 H 5 Hi j 1. H estdistinguédansHi j 1, car
si x � Hi j 1 ety � H, alorsx 3 1yx 	 y (Fi estabélien).Il enrésultex3 1yxy3 1 � Hi 5
H et x 3 1yx 	 D x3 1yxy3 1 E y � H. D’un autrecôté,H � Hi estabélien(sous-groupe
deFi) et Hi j 1 � H estabéliencarnousavons

Hi j 1 � H µ*� Hi j 1 � Hi �¨�X� H � Hi �
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et � Hi j 1 � Hi �¨�X� H � Hi � estabéliencarc’estunquotientdugroupeabélienFi . Ainsi,
si nousinséronsH entreHi et Hi j 1 nousobtenonsunechaînenormaleà facteurs
abélienspluslonguequela pluslonguedestelleschaînes.

8.4 Groupedérivé

SoitG ungroupedistinctde 7 e8 . Pourtout � a , b��� G O G, l’élémenta 3 1b 3 1ab
seranoté � a , b� et appeléle commutateur dea et b.

Théorème Lespropriétéssuivantessontvraies:

1. �G estabélien�6ZS[ ��� ab��	 epourtout � a , b��� G O G� .
2. L’inversed’un commutateurestun commutateur.
3. Si c estuncommutateur, alorsx 3 1cxestun commutateurpourtoutx � G.

Démonstration Cespropriétéssontfacilesàvérifier.

Définition Le sous-groupede G engendrépar tous les commutateurs� a , b� ,� a , b��� G O G, seraappelégroupedérivédu groupeG. Il seranotéG4 .
Théorème Le groupedérivéG4 deG estl’ensembledesproduitsfinis decom-

mutateurs.

Démonstration Soit H l’ensembledesproduitsfinis decommutateurs.H est
un sous-groupedeG et il contienttouslescommutateurs.Il estle pluspetit sous-
groupede G qui contienttous les commutateurscar si un sous-groupeK de G
contienttousles commutateurs,alorsK contienttousles produitsfinie de com-
mutateurs.Ainsi H 5 K et H 	 G4 .

Théorème Le groupedérivéG4 deG estunsous-groupedistinguédeG.

Démonstration Car, si y � G4 , alorsy estun produit fini de commutateurs,
soit y 	 c1 ����� ct. Il enrésulte

x 3 1yx 	 x 3 1c1 ����� ctx 	UD x3 1c1xE D x 3 1c2xE �����GD x3 1ctxE � G4
carle conjuguéd’un commutateurestuncommutateur.
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Théorème Si H estun sous-groupedistinguédeG, alorsG� H estabéliensi,
et seulementsi, G4 5 H.

Démonstration Si c 	 a 3 1b 3 1ab estun commutateur, alors

c 	 a 3 1b 3 1ab 	 a 3 1b
3 1

ab 	 e-
Il en résultec � H qui prouve G4 5 H. Réciproquement,si G4 5 H, alorsnous
avonspourtout D a , bE � G� H O G� H

a 3 1b
3 1

ab 	 a 3 1b 3 1ab 	 a 3 1b 3 1ab 	 e

et parsuiteG� H estabélien.

Corollair e G� G4 estabélien.

Ondéfinit,parrécurrence,le groupedérivéd’ordr e i commeétantle groupe

dérivédugroupeG
F i 3 1I : G

F i I 	 � G F i 3 1I � 4 . OndéfinitG
F 0I commeétantle grouep

G. Nousavons:
Théorème Si G estun grouperésoluble,et si

G 	 G0 · G1 · ����� · Gn 	¢7 e8
estunechaînenormaleà facteursabéliens,alorsG

F i I 5 Gi pour i 	 0 , 1 ,/-.-.-/, n.

Démonstration Par récurrence. Si i 	 0, nousavonsG0 	 G 	 G
F 0I . Sup-

posonsavoir G
F i I 5 Gi. NousavonsG

F i j 1I 	 � G F i I � 4 5 G{i . CommeGi � Gi j 1 est

abélien,ona G{i 5 Gi j 1 et parsuite

G
F i j 1I 	 � G F i I � 4 5 G{i 5 Gi j 1 -

Théorème G estrésolublesi, et seulementsi, G
F nI 	¢7 e8 pourcertainsn.

Démonstration Si G estrésolubleet si

G 	 G0 · G1 · ����� · Gn 	¢7 e8
estunechaînenormaleà facteursabéliens,alorsG

F nI 5 Gn 	�7 e8 , d’où G
F nI 	7 e8 . Réciproquement,si G

F nI 	¢7 e8 pourun entiernatureln, alorsla chaîne

G 	 G
F 0I · G4¨	 G

F 1I · ����� · G
F nI 	97 e8
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estunechaînenormaleàfacteursabélienscarG
F i I � G F i j 1I estabéliencarG

F i j 1I 	�
G
F i I � 4 . Ainsi G estrésoluble.

Théorème Le groupealternéAn n’estpasrésolublepourn i 5.

Démonstration Nous allons démontrerque A{n contient tous les cycles de
longueur3. Si � abc� estun tel cycle,alors� abc��	*� adc�!� bec�!� acd�!� bce�
	)� acd� 3 1 � bce� 3 1 � acd�!� bce�'� A{n
oùd etedesélémentsdistinctsetdistinctdea , b , c (n i 5). Il enrésultequeAn, en-
gendréparlescyclesdelongueur3, estégalà songroupedérivé A{n. Ceciprouve
queAn n’est pasrésolublepour n i 5, car songroupedérivé de n’importe quel
ordreestdistinctde 7 i 8 .

Corollair e Sn n’estpasrésolublepourn i 5.

Démonstration Sinon,An seraitrésoluble.

Théorème Sn estrésolublepourn �k7 1 , 2 , 3 , 4 8 .
Démonstration Ceci est claire pour n 	 1 , 2 , 3. Pour n 	 4, nousavons la

chaîne 7 i 8 5 W 5 V 5 A4 5 S4

oùV estle groupe

V 	97 i , � 12�#� 34� , � 13�#� 24� , � 14�!� 23� 8
etW estunsous-grouped’ordre2 deV. Cettechaîneestnormale.La seulevérifi-
cationà faireestqueV estun sous-groupedistinguédeA4. MaisV estdistingué
dansS4. Ainsi la chaîneestnormale.Lesfacteurssonttousd’ordre2 ou3, ils sont
abéliens.Il enrésultequeS4 estrésoluble.
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Chapitr e 9

Résolubilitépar desradicaux

9.1 GroupedeGalois d’un polynôme

Danscechapitre,touscorpsconsidéréssontdecaractéristiquenulle.SoientK
unecorpset f unpolynômedansK �X � .

Définition On appellegroupe de Galois de f sur K le groupede Galois
G � E � K � où E estuncorpsdesracinespour f surK. Il seranotéGK � f � .

Lemme Soit f � K �X � et M uneextensionde K. Le groupeGM � f � estiso-
morpheàunesous-groupedeGK � f � .

Démonstration Soit N un corps des racines pour f sur M. On a
N 	 M � a1 ,/-.-/-., an � oùa1 ,.-/-.-/, an sontlesracinesde f dansN. LecorpsE 	 K � a1 ,.-.-/-., an �
est un corps de racinespour f sur K. Si σ � G � N � M � , alors sa restriction à
E est un K � automorphismede E car E est une extensionnormalede K. Soit
ϕ;G � N � M � �%� G � E � K � l’applicationqui associeàchaqueσ � G � N � M � sares-
triction àE. ϕ estunhomomorphismedegroupes.Il estinjectif carsi ϕ � σ �n	 idE,
alorsσ � ai �n	 ai pourtout i. Il enrésulteσ 	 idM. Ainsi G � N � M � estisomorpheà
Im � ϕ � qui estun sous-groupedeG � E � K � .

Soit f � K �X � et L 	 K � a1 ,.-/-.-/, an � un corps des racinespour f sur K, où
a1 ,/-.-.-/, an sont les racinesde f dansL. Tout σ � G � L � K � permuteles racinesde
f . D’un autrecôté,deuxK � automorphismesσ et τ deL sontégauxsi, et seule-
mentsi, σ � ai ��	 τ � ai � pourtout i. Ainsi le groupedeGaloisde f peutêtreregardé
commeunsous-groupededugroupedespermutationsdesesracines.Nousavons
alors

Lemme Soit f � K �X � . Le groupedeGaloisde f surK estisomorpheà un
sous-groupedeSn où n estle nombredesracinesdistinctesde f .
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9.2 Polynômesrésolubleset leurs groupesdeGalois

Définition On dit qu’un polynôme f � K �X � est résoluble par des radi-
caux si, et seulementsi, les racinesde f dansun corpsdesracinespeuventêtre
construitesà partir descoefficientsen un nombrefini d’étapesfaisantintervenir
lesquatreopérationset l’extractionderacinesnièmespourdesentiersnaturelsap-
propriésn.

Il découledecettedéfinition,qu’un polynômef � K �X � estrésolublepardes
radicauxsi,etseulementsi, il existedescorpsK0 , K1 ,/-.-.-/, Km telsqueK0 	 K, le po-
lynôme f estscindédansKm �X � etpourtoutentieri entre1etm, le corpsKi estob-
tenuàpartirducorpsKi 3 1, parl’adjonctiond’un élémentαi � Ki qui vérifieαpi

i �
Ki 3 1 pouruncertainentierspositif pi . Enplus,nouspouvonssupposerles pi pre-
mierscarsi n 	 p1p2 -.-/- pk 3 1pk, où lespi sontpremiers,etsi α estuneracinenième

dea, on adjointα enadjoignantsuccessivementαp1 , � αp1 � p2 ,/-.-.-/, ���$� αp1 ��� -.-/- � pk 	
α.

Onseproposededémontrerle résultatfondamentalsuivant

f estrésolublepar radicauxsi, et seulementsi, songroupedeGaloisGK � f � est
résoluble.

SoitL uncorpset p unnombrepremier. Supposonsle polynômeXp � 1 scindé
dansL �X � . Ce polynômene possèdequedesracinessimplescar aucunede ses
racinesn’est uneracinecommuneavec le polynômedérivé pXp 3 1. Un élément
ω � L estuneracine pième primiti ve de l’unité si, et seulementsi, ω V	 1 et est
uneracinedupolynômeXp � 1. Lesracinespièmesprimitivesdel’unité sontdonc
lesracinesdu polynôme

Xp 3 1 � Xp 3 1 �������$� X � 1

De même,le groupedesracinespièmes primitivesde l’unité dansL formentun
groupecycliqueengendréparn’importelaquelledecesracines.

Lemme Soit K un corpset p un nombrepremier. Si ω estuneracinepième

primitivedel’unité dansuneextensiondeK, alorsle groupedeGaloisdel’exten-
sionK � ω � deK estabélien.

Démonstration Soit L 	 K � ω � et soientσ , τ � G � L � K � . σ � ω � et τ � ω � sont
desracinesdu polynômeXp � 1. Il existedeuxentiersa et b telsqueσ � ω �
	 ωa
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et τ � ω �
	 ωb. Il enrésulte� σ | τ �#� ω �R	 σ � τ � ω �$�
	 σ
�
ωb � 	p� σ � ω ��� b 	*� ωa � b 	 ωab	 � ωb � a 	p� τ � ω ��� a 	 τ � ωa �
	 τ � σ � a�$�
	*� τ | σ �#� a�

cequi prouveσ | τ 	 τ | σ carL 	 K � ω � .
Lemme Soit K un corpset M un corpsdesracinessur K pour le polynôme

Xp � c � K �X � où p estunnombrepremier. Le groupedeGaloisdel’extensionM
deK estrésoluble.

Démonstration Le résultatesttrivial si c estnul. Supposonsc nonnul. Les
racinesdu polynômeXp � c sont toutesnon nulleset distinctescar la seulera-
cine de son polynômedérivé est nulle. Si α est une racinede ce polynômeet
si ω est une racine pième primitive de l’unité, alors les racinesde Xp � c sont
α ,ωα ,ω2α ,/-.-.-/, ωp 3 1α. On a alorsM 	 K � α ,ω � . Le corpsK � ω � estun corpsin-
termédiaireet estuneextensionnormaledeK carc’estun corpsderacinespour
Xp � 1 sur K. Il en résulteque le groupeG � M � K � ω ��� estun sous-groupedis-
tinguédu groupeG � M � K � et quele groupequotientG � M � K �G� G � M � K � ω �$� est
isomorpheà G � K � ω �¨� K � . Or cedernierestun groupeabelien,il suffit alorsde
prouverquele groupeG � M � K � ω ��� estabeliencar, danscecas,la chaîne7 i 8 5 G � M � K � ω ����5 G � M � K �
seraitunechaînenormaleà facteursabéliendeG � M � K � .

M estobtenuà partir deK � ω � parl’adjonctiond’un élémentα vérifiantαp 	
c � K. Ainsi, tout σ � G � M � K � ω �$� est parfaitementdéterminépar son action
sur α. En plus σ � α � estuneracinede Xp � c. Il en résultequ’il existeun entier
a tel σ � α �Y	 αωa. De même,si τ � G � M � K � ω �$� , il existe un entierb tel que
τ � α ��	 αωb. Onaalors � σ | τ ��� α ��	 σ � τ � α ���
	 σ

�
αωb �	 σ � α � σ � ωb �S	 σ � α � σ � ω � b 	 cωaωb 	 αωab� τ | σ ��� α ��	 τ � σ � α ���
	 τ � αωa �	 τ � α � τ � ωa ��	 τ � α � τ � ω � a 	 cωbωa 	 αωab

cequi prouveσ | τ 	 τ | σ et G � M � K � ω ��� estabelien.
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Lemme Soit f � K �X � et soitK 4 	 K � α � où αp � K pourunnombrepremier
p. Le groupeGK � f � estrésolublesi, et seulementsi, le groupeGK { � f � estréso-
luble.

Démonstration Soit N un corps des racines pour le polynôme
f � X �#� Xp � c� sur K, où c 	 αp � K. N contientun corpsdesracinesL pour f
surK et un corpsde racinesM pourXp � c surK. LesextensionsN deK, L de
K et M deK sonttoutesgaloisiennes.LesgroupesG � N � M � et G � N � L � sontdes
sous-groupesdistinguésde G � N � K � . En plus le groupeG � L � K � est isomorphe
au groupequotientG � N � K �¨� G � N � L � et le groupeG � M � K � est isomorpheau
groupequotientG � N � K �¨� G � N � M � . M et N sontdescorpsdesracinespour le
polynômeXp � c sur K et L respectivement.Il résultedu lemmeprécédentque
G � M � K � etG � N � L � sontrésolubles.Or noussavonsquesi H estunsous-groupe
distinguéd’un groupeG, alorsG est résolublesi, et seulementsi H et G� H le
sont.Ainsi G � N � K � estrésolublesi, et seulementsi, G � N � M � estrésoluble.De
même,G � N � K � est résolublesi, et seulementsi, G � L � K � est résoluble.Mais
G � N � M �Xa GM � f � et G � L � K �Xa GK � f � .Il en résultequeGM � f � est résoluble
si, et seulementsi, GK � f � estrésoluble.

MaintenantM estaussiun corpsdesracinespourle polynômeXp � c surK 4 ,
carK 4 	 K � α � où α estuneracinede cepolynôme.Ainsi, le groupeGM � f � est
résolublesi, et seulementsi, le groupeGK { � f � estrésoluble.Il en résultequele
groupeGK � f � estrésolublesi, et seulementsi, le groupeGK { � f � estrésoluble.

Théorème Soit f � K �X � . Si f est résolublepar des radicaux,alors son
groupedeGaloisGK � f � estrésoluble.

Démonstration Si f estrésolublepar desradicaux,alorsil existe unesuite
K0 , K1 ,.-/-.-., Km decorpstel queK0 	 K, f estscindédansKm �X � et,pouri entre1 et
m, Ki 	 Ki 3 1 � αi � avecαpi

i � Ki 3 1 pourunnombrepremierpi . Le groupeGKm � f �
estrésolublecarc’estlegrouperéduitàl’identitédeKm. D’un autrecôté,le lemme
précédentmontrequele groupeGKi � f � estrésolublesi, etseulementsi, le groupe
GKi ¸ 1 � f � estrésoluble,et ce pour tout i � 0. Il en résultequeGK � f �'	 GK0 � f �
estrésoluble.

Lemme Soit p unnombrepremier, K uncorpsetL uneextensiongaloisienne
dedegré p deK. On supposequeK contientuneracinepièmeprimitivedel’unité.
Alors il existeα � L tel queL 	 K � α � etαp � K.

Démonstration Le groupeG � L � K � estun groupecycliquecarsonordreest
un nombrepremier. Soientσ un générateurde ce groupeet ω uneracinepième
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primitivedel’unité. Soitb � L � K et soit,pour i 	 0 , 1 ,.-.-/-., p � 1,

α j 	 b � ω jσ � b��� ω2 jσ2 � b�6�������$� ω F p 3 1I jσp 3 1 � b�
Cetélémentestparfoisappeléla résolvante de Lagrange. Nousavonsσ D α j E 	
ω 3 jα j pour j 	 0 , 1 ,/-.-.-/, p � 1, car σ � ω �Y	 ω, σ D σp 3 1 � b� E 	 b et ωp 	 1 Il en

résulteσ
�
αp

j � 	 αp
j etparsuiteαp

j � K pour j 	 0 , 1 ,.-/-.-., p � 1. Mais

α0 � α1 �������$� αp 3 1 	 pb

car ω j estune racinedu polynômeXp 3 1 � Xp 3 2 �u�v�²��� X � 1 pour tous les j
nondivisiblespar p. Or pb � L � K carb � L � K et p V	 0 dansK. Il en résulte
qu’undesélémentsα0 , α1 ,.-/-.-., αp 3 1 appartientàL � K. Soit α 	 αi un tel élément.�K � α � : K � divise � L : K �r	 p. On endéduite �K � α � : K �r	 p car p estpremieret
α �� K. Ainsi L 	 K � α � avecαp � K.

Théorème Soit f � K �X � où K est un corpsde caractéristiquenulle. Si le
groupeGK � f � estrésoluble,alors f estrésolublepardesradicaux.

Démonstration Soitω uneracinepièmeprimitivedel’unité où pestunnombre
premier. Le groupeGK F ω I � f � estisomorpheàunsous-groupedeGK � f � etestpar
suiterésoluble.D’un autrecôté, f estrésolublepardesradicauxsurK si, etseule-
mentsi, f estrésolublepardesradicauxsurK � ω � carK � ω � estobtenueàpartirde
K paradjonctiond’un élémentω qui vérifieωp 	 1 � K. Dèslors,onpeutsuppo-
serquele corpsK contientuneracinepièmeprimitivedel’unité pourtouslesdivi-
seurs premiers de
n 	 Ord � GK � f �$� .

Le résultatesttrivialementvrai pourn 	 1 cardanscecas f estscindédans
K �X � . Supposonsla propriétévraie pour les extensionsdont l’ordre du groupe
de Galoisest inférieur à n. Soit L un corpsdesracinespour f sur K. L estune
extensiongaloisiennede K et G � L � K �Xa GK � f � . Le grouperésolubleG � L � K �
possèdeun sous-groupedistinguéH tel quele groupequotientG � L � K �b� H soit
cyclique d’ordre un nombrepremier diviseur de n 	 Ord � GK � f ��� . Soit M le
corpsdesinvariantsde H. On a H 	 G � L � M � et G � M � K ��a G � L � K �¨� H. D’où�M : K �!	 Ord � G � L � K �¨� H ��	 p. Il en résultequeM estde la formeM 	 K � α �
pourun α � M qui vérifie αp � K. CommeGM � f �Ra H et H estrésoluble,alors
GM � f �
	 G � L � M � estrésoluble.L’hypothèsederécurrencemontreque f estré-
solublepar desradicauxsurM. Les racinesde f setrouventdonc,dansuneex-
tensiondeM obtenueparadjonctionsuccessive deradicaux.Or M estobtenueà
partir de K par l’adjonctiondu radicalα, doncles racinesde f setrouventdans
uneextensiondeK obtenueparadjonctionsuccessivederadicaux.f estalorsré-
solublepardesradicaux.
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Chapitr e 10

Equation généralede degrén

10.1 Equation dedegréen

Touslescorpsconsidérésdanscechapitreserontdecaractéristiquenulle.Soit
b1 ,/-.-.-/, bs desélémentsd’uneextensiond’un corpsK.

Définition On dira quelesélémentsb1 ,/-.-.-/, bs sontalgébriquement indépen-
dants sur K si, et seulementsi, cesélémentsne satisfontaucunerelationde la
forme

∑αi1i2 ¹º¹º¹ isbi1
1 -.-/- bis

s 	 0

à coefficientsnonnuls.

Autrementdit, b1 ,.-.-/-., bs sontalgébriquementindépendantssi, et seulementsi,
ils n’annulentaucunpolynômenonnul P � X1 ,/-.-.-/, Xs�'� K �X1 ,.-/-.-/, Xs� à n indétermi-
nées.

Exemple Si a esttranscendantsurK et b esttranscendantsurK � a� , alorsa , b
sontalgébriquementindépendantssurK, carsi nousavons

∑
i H j αi H jaib j 	 0

alors

∑
j

L
∑
i

αi ja
i M b j 	 0

Mais b esttranscendantsurK � a� , d’où

∑
i

αi ja
i 	 0 pourtout j

a estaussitranscendantsurK. Lesrelationsprécédentesimpliquentαi j 	 0 pour
tout i et tout j cequi prouve l’indépendancealgébriquedea et b surK.
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L’équationgénéralededegrén suruncorpsK estuneéquationdela forme

xn � an 3 1xn �������$� a1x � a0 	 0

où les coefficients a0 , a1 ,.-/-.-/, an 3 1 sont algébriquementindépendantssur K. Soit
F 	 K � a0 , a1 ,.-/-.-/, an 3 1 � et f � X �<	 Xn � an 3 1Xn 3 1 �u�²�²��� a1X � a0. Nousavons
f � X ��� F �X � etF µ K � Y1 ,.-/-.-/,Yn � corpsdesfractionsrationnellesenn idéterminées
Y1 ,/-.-.-/,Yn et à coefficientsdansK. Soit u1 , u2 ,/-.-/-., un les racinesde f dansun corps
desracinesF � u0 , u1 ,.-/-.-., un 3 1 � pour f surF.

Théorème u1 , u2 ,.-.-/-., un sontalgébriquementindépendantssurK.

Démonstration Sinon,soit

∑αi1i2 ¹º¹º¹ inui1
1 -.-/- uin

n 	 0

unerelationdedépendancealgébriquesurK. Posons

P � X1 ,.-/-.-., Xn �
	 ∑αi1i2 ¹º¹º¹ inXi1
1 -.-/- Xin

n

Cepolynômenonnul satisfait P � u1 , u2 ,/-.-/-., un �
	 0. Considéronsle polynôme

H � X1 ,.-/-.-/, Xn ��	 ∏
σ C Sn

P D Xσ F 1I ,.-/-.-/, Xσ F nI E
Le polynômeH est visiblementsymétrique.La théoriedes polynômessymé-
triquesnousapprendqu’il existeunpolynômeuniqueQ � X1 ,/-.-.-/, Xn � dansK �X1 ,.-.-/-., Xn�
tel que

H � X1 ,.-.-/-., Xn ��	 Q � Σ1 ,.-.-/-., Σn �
où Σ1 , Σ2 ,.-/-.-/, Σn sontlespolynômessymétriquesélémentaires

Σ1 	 X1 � X2 ��������� Xn

Σ2 	 X1X2 � X1X3 ��������� Xn 3 1Xn

Σ3 	 X1X2X3 ��������� Xn 3 2Xn 3 1Xn--
Σn 	 X1X2 ����� Xn

LarelationP � u1 , u2 ,.-/-.-., un �!	 0 impliqueH � u1 , u2 ,.-/-.-/, un �!	 0etparsuiteQ � Σ 41 ,/-.-/-., Σ 4n �!	
0 où Σ 4i 	 Σi � u1 , u2 ,.-/-.-., un � . Or Σ 4i 	p� � 1� i an 3 i . Il enrésulte

Q � � an 3 1 , an 3 2 , � an 3 3 ,.-.-/-., � � 1� na0 �
	 0
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Mais, lesélémentsa0 ,.-.-/-., an 3 1 sontalgébriquementindépendantssurK. Ceci im-
pliqueQ 	 0 et parsuiteH 	 0 et P 	 0.

Corollair e Lesracinesu1 , u2 ,.-/-.-/, un sontdistinctes.

Démonstration Car si ui 	 u j , alorsui
� u j 	 0 estunerelationde dépen-

dencealgébriquesurK satisfaitesparlesélémentsu1 , u2 ,.-.-/-., un.

Théorème K � u1 , u2 ,/-.-.-/, un �
	 F � u1 , u2 ,/-.-/-., un �
Démonstration Nousavons

F � u1 , u2 ,/-.-.-/, un �
	 K � a0 ,.-.-/-., an 3 1 �!� u1 , u2 ,.-/-.-/, un �	 K � a0 ,.-.-/-., an 3 1 , u1 , u2 ,/-.-.-/, un �	 K � u1 , u2 ,.-/-.-/, un �
carlescoefficientsai peuvents’exprimerenfonctiondesracinesu1 ,.-.-/-., un parl’in-
termédiairedespolynômessymétriquesélémentaires.

Théorème Le groupedeGaloisG du polynômef estisomorpheàSn.

Démonstration Il suffit deprouverqueG estle groupeS � A� detoutelesper-
mutationsde l’ensembleA 	s7 u1 , u2 ,.-.-/-., un 8 desracinesde f car ce groupede
permutationsest isomorpheau groupeSn. Soit σ � G. σ � S � A� car elle per-
mute les racinesu1 , u2 ,/-.-/-., un de f . Réciproquement,soit t une permutationde
A 	¢7 u1 , u2 ,.-/-.-/, un 8 et soit

σ;K � u1 , u2 ,.-/-.-., un� �%� K � u1 , u2 ,/-.-.-/, un�
l’applicationdéfiniepar

σ � g � u1 , u2 ,.-.-/-., un ����	 g � t � u1 � ,.-.-/-., t � un �$�
σ est bien définie car tout élémentde K � u1 , u2 ,/-.-/-., un� s’écrit d’une manière

unique sous la forme g � u1 , u2 ,.-/-.-., un � . Il est aisé de prouver que σ est un
K-automorphismedel’anneauK � u1 , u2 ,.-.-/-., un� . Il peutêtreprolongéenunK-automorphisme
τ ducorpsK � u1 , u2 ,.-.-/-., un � , corpsdesfractionsdel’anneauK � u1 , u2 ,.-/-.-., un� . Il nous
resteà prouver queτ estun F-automorphismede K � u1 , u2 ,.-/-.-/, un � . Mais τ laisse
fixe tout élémentai car ai est une fonction symétriquedesracinesu1 , u2 ,.-/-.-., un.
Ainsi, τ appartientaugroupedeGaloisG de f surF.
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Corollair e L’équationgénéralede degré n n’est pasrésolublepar desradi-
cauxpourn i 5.

Démonstration Pourn i 5, le groupede Galoisde l’équationgénéralede
degrén estisomorpheàSn qui estnonrésoluble.

10.2 Discriminant

Soit
xn � an 3 1xn 3 1 �������$� a1x � a0 	 0

l’équationgénéralededegrén surun corpsK. Soit P 	 K � a0 , a1 ,/-.-.-/, an 3 1 � et R un
corpsdesracinessurP pourle polynôme

f � X ��	 Xn � an 3 1Xn 3 1 �������$� a1X � a0

Le groupede Galoisde f est isomorpheà Sn. Soit u1 , u2 ,.-/-.-/, un les racinesde f
dansR.

Définition Onappellediscriminant de f l’élémentD 	 ∆2 où∆ estl’élément
∏
i » j
D ui
� u j E � R.

Exemple Le discriminantdel’équationgénéralededegré2 surK est

D 	 ∆2 	)� u0
� u1 � 2 	 a2

1
� 4a0

Théorème σ � ∆ ��	�¬ ∆ pourtout σ � G � R� P� .
Démonstration Nousavons

σ � ∆ �
	 σ

L
∏
i » j
D ui
� u j E}M 	 ∏

i » j
D σ � ui � � σ D u j EvE 	 ε � σ � ∆ 	m¬ ∆

où ε � σ � estla signaturedela permutationσ.
Corollair e ∆2 � P.

Démonstration Carσ D ∆2 E 	 σ � ∆ � 2 	 ∆2 pourtout σ � G � R� P� .
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Théorème Le corpsdesélémentslaissésfixe par le groupealternéAn est
P � ∆ � .

Démonstration Soit L le corpsdesélémentslaissésfixesparAn. Nousavons
An 	 G � R� L � . L’extensionL de P est normale,car An 	 G � R� L � est un sous-
groupedistinguédeSn 	 G � R� P� . En plus,le groupedeGaloisG � L � P� estiso-
morpheaugroupequotientSn � An qui estun grouped’ordre2. Ainsi � L : P�!	 2.
L’élément∆ estinvariantparchaqueélémentdeAn carσ � ∆ �
	�¬ ∆ . Il enrésulte
∆ � L et �P � ∆ � : P�6	 2. D’où L 	 P � ∆ � .
10.3 Equation dedegré2

Cetteéquationestdela forme

x2 � bx � c 	 0

Nousavonsu0
� u1 	 ∆ et u0 � u1 	 b. En résolvantle systèmelinéaire°

u0
� u1 	 ∆

u0 � u1 	 b

nousobtenons

u0 	 � b � ∆
2

et u1 	 � b � ∆
2

10.4 Equation dedegré3

Cetteéquationestdela forme

x3 � a2x2 � a1x � a0 	 0

En posanty 	 x � a2

3
, nousobtenons

x3 � px � q 	 0

Le discriminantdecetteéquationest

∆ 	 � 4p3 � 27q2

SongroupedeGalois,identifiéàS3, estrésolubleet

S3 · A3 · 7 e8
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estunechaînenormaleà facteursabéliensdeS3. Il correspondà cettechaînepar
la correspondancedeGalois,la chaînesuivantedecorpsintermédiaires

P 5 P � ∆ �'5 R

Le groupede Galois de l’extensionR de P � ∆ � est A3. Mais A3 est un groupe
cycliqued’ordre3. Il estengendrépar le cycle � 123� . Il enrésultequele groupe
deGaloisG � R� P � ∆ ��� estengendréparle P � ∆ � -automorphismeσ deRqui vérifie

σ � u1 �
	 u2, σ � u2 �
	 u3 etσ � u3 ��	 u1

Ainsi, �P � ∆ �!� u1 � : P � ∆ ���6	 3 et R 	 P � ∆ ��� u1 �
	 P � ∆ , u1 � .
Onappliquela méthodedela résolvantedeLagrange.Nousavons

β1 	 u1 � zσ � u1 �6� z2σ2 � u1 �
	 u1 � zu2 � z2u3

β2 	 u1 � z2u2 � zu3

β3 	 u1 � u2 � u3

Un calculassezcomplexenousdonne

β3
1 	sD u1 � zu2 � z2u3 E 3 	 � 27

2
q � 3

2

� � 3∆

β3
2 	 � 27

2
q � 3

2

� � 3∆

β1β2 	 � 3p

Donc,u1 , u2 , u3 formentunesolutiondu systèmelinéairesuivant¼½º¾ u1 � u2 � u3 	 0
u1 � zu2 � z2u3 	 β1

u1 � z2u2 � zu3 	 β2

Pourrésoudrecesystème,nousdevonscalculerβ1 et β2. Parmi lessolutionspos-
sibles,on choisitcellequi vérifie β1β2 	 � 3p. La résolutiondu systèmelinéaire
nousdonnealors

u0 	 β1 � β2

3
, u1 	 z2β1 � zβ2

3
et u2 	 zβ1 � z2β2

3

Exemple Pourrésoudrel’équationdedegré3 suivante

x3 � 5x2 � 19x � 25 	 0
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on posey 	 x � 5
3

. Nousobtenonsl’équationsuivante

x3 � 32
3

x � 1280
27
	 0

Le discriminantdecetteéquationest

∆2 	 � 4p3 � 27q2 	 � 4 � 32
3 � 3 � 27 � 1280

27 � 2 	 � 65536

D’où

β3
1 	 � 4 � � 3 � 1�n� 3

et β3
2 	 � � 4

� �
3 � 1�n� 3

et β1β2 	 � 3p 	 � 32.On endéduit

β1 	 4
� �

3 � 1� et β2 	 � 4
� �

3 � 1�
cequi donne

u0 	 β1 � β2

3
	 � 8

3

u1 	 z2β1 � zβ2

3
	 4

3
� i

u2 	 zβ1 � z2β2

3
	 4

3
� i

et

x0 	 u0 � 5
3
	 � 1

x1 	 u1 � 5
3
	 3 � 4i

x2 	 u2 � 5
3
	 3 � 4i

10.5 Equation dedegré4

Cetteéquationestdela formesuivante

x4 � a3x3 � a2x2 � a1x � a0 	 0
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Enposanty 	 x � a3

4
, nousobtenons

x4 � px2 � qx � r 	 0

Le discriminantdecetteéquationest

∆ 	 16p4r � 4p3q3 � 128p2r2 � 144pq2r � 27q4 � 256r3

Le groupedeGaloisdecetteéquation,identifiéàS4, estrésolubleet

S4 · A4 · V · W · 7 e8
Où

V 	97 e, u 	p� 12�#� 34� , v 	*� 13�!� 24� , t 	p� 14�#� 23� 8
,W 	97 e, u 8
estunechaînenormaleà facteursabéliensdeS4. Il lui correspond,par la corres-
pondancedeGalois,la chaînesuivantedecorpsintermédiaires

P 5 P � ∆ �'5 L1 5 L2 5 R

Nousavons

G � R� P � ∆ �"�
µ A4, G � R� L1 �
µ V, G � R� L2 �
µ W

et �R : P�b	 24, �R : P � ∆ �g�6	 12, �R : L1 �6	 4, �R : L2 �b	 2� L2 : L1 �b	 2 , � L2 : P � ∆ �]�6	 6 , � L1 : P � ∆ �g��	 3 et �P � ∆ � : P�6	 2

L1 estengendrésur P � ∆ � par un élémentinvariantpar tousles σ � V. Mais cet
élémentestmodifié par au moinsun élémentde A4. Considéronsl’élémentθ 	� u0 � u1 �#� u2 � u3 � . Cetélémentvérifie

u � θ ��	*� u1 � u0 �!� u3 � u2 �
	 θ
v � θ ��	*� u2 � u3 �!� u0 � u1 �
	 θ
t � θ ��	*� u3 � u2 �!� u1 � u0 �
	 θ

Donc θ � L1. d’un autrecôté,σ 	�� 123�A� A4 et σ � θ �WV	 θ ce qui prouve θ ��
P � ∆ � . D’où L1 	 P � ∆ �!� θ �
	 P � ∆ , θ � . Le polynômeminimal deθ surP � ∆ � estle
polynômeayantcommeracineslesσ � θ � pourtoutélémentσ deA4 	 G � R� P � ∆ �$� .
Mais

A4 	 ° e, � 123� , � 124� , � 134� , � 234� , � 132� , � 142� , � 143� ,� 243� , � 13��� 24� , � 14��� 23� , � 12�!� 34� ±
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Calculantcesimagedeθ, nousobtenons

θ1 	 θ
θ2 	p� u0 � u2 �#� u1 � u3 �
θ3 	p� u0 � u3 �#� u1 � u2 �

Or cesimagessontlesracinesdel’équation� x � θ1 �!� x � θ2 �!� x � θ3 �
	 x3 � b1x2 � b2x � b3 	 0

avec

b1 	 θ1 � θ2 � θ3 	 2p

b2 	 θ1θ2 � θ1θ3 � θ2θ3 	 p2 � 4r

b3 	 θ1θ2θ3 	 � q2

Cetteéquationdedegré3 estappeléela résolvante cubique del’équationdede-
gré 4. Le polynôme minimal de θ sur P � ∆ � est donc le polynôme
X3 � b1X2 � b2X � b3. θ1 et θ2 appartiennentà L1 car ils sontinvariantspartous
lesélémentsdeV 	 G � R� L1 � .

L2 estengendrésurL1 parun élémentdedegré2. Si λ 	 u1 � u2, alorsλ est
invariantpar tous les élémentsde W mais transformépar l’élémentv de V car
nousavons

v � λ ��	 u3 � u4 V	 λ � u1 � u2 � u3 � u4 	 0�
Donc λ � L1 et λ �� L2. Il en résulteL2 	 L1 � λ � et la chaînedescorpsintermé-
diairesdevient

P 5 P � ∆ �'5 P � ∆ , θ ��5 P � ∆ , θ , λ �R5 R

Pourcalculerlesracinesu1 , u2 , u3 , u4 enfonctiondeθ1 , θ2 , θ3, nousavons° � u1 � u2 �!� u3 � u4 �
	 θ1

u1 � u2 � u3 � u4 	 0

Cesdeuxéquationsnousdonnent°
u1 � u2 	 � � θ1

u3 � u4 	 � � � θ1

Demême,nousavons °
u1 � u3 	 � � θ2

u2 � u4 	 � � � θ2

et °
u1 � u4 	 � � θ3

u2 � u3 	 � � � θ3
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Le choix de
� � θ1 , � � θ2 , � � θ3 doit satisfaire��¿ � θ1 � ��¿ � θ2 � � ¿ � θ3 � 	p� u1 � u2 �#� u1 � u3 �#� u1 � u4 �
	 � q

Nousobtenons

u1 	 1
2

� ¿ � θ1 � ¿ � θ2 � ¿ � θ3 �
u2 	 1

2

��¿ � θ1
� ¿ � θ2

� ¿ � θ3 �
u3 	 1

2

� ¿ � θ1 � ¿ � θ2
� ¿ � θ3 �

u4 	 1
2

��¿ � θ1
� ¿ � θ2 � ¿ � θ3 �

Exemple Soit à résoudrel’équationdedegré4 suivante

x4 � 2x3 � 4x2 � 2x � 5 	 0

En posanty 	 x � 1
2

, nousobtenons

y4 � 5
2

y2 � 5y � 51
16
	 0

La résolvantecubiqueest

x3 � 5x2 � 19x � 25 	 0

Lesracinesdecetteéquationdedegré3 sont

θ1 	 � 1 , θ2 	 3 � 4i et θ3 	 3 � 4i -
Nousavons ¿ � θ1 	�¬ 1¿ � θ2 	 � 4i � 3 	m¬À� 1 � 2i �¿ � θ3 	 � � 3 � 4i 	�¬Á� 1 � 2i �
La condition� ¿ � θ1 � � ¿ � θ2 � � ¿ � θ3 � 	*� u1 � u2 �!� u1 � u3 �!� u1 � u4 �
	 � q 	 � 5

nousdonne
� � θ1 	 1 , � � θ2 	 1 � 2i et

� � θ3 	 2i � 1.Lesracinesdel’équation
eny sont

y0 	 1
2
� 2i , y1 	 1

2
� 2i , y2 	 1

2
et y3 	 � 3

2
On endéduitlesracinesdel’équationinitiale enx. Cesracinessont

x0 	 1 � 2i , x1 	 1 � 2i , x2 	 1 et x3 	 � 1


