
Ensembles de Nombres

XIV.3 Hypernombres de Musès

Charles A. Musès (1919-2000), aussi connu sous le nom Musaios, était un mathématicien américain, bercé
par le chamanisme, au point d’affirmer :

≪ La contemplation et l’usage des formes et des propriétés des hypernombres prouveront et ont déjà prouvé,
et par l’expérience personnelle et par l’enseignement, qu’ils sont la méthode la plus efficace et irremplaçable
d’évolution vers un accès conscient des puissances et des capacités de nos superconsciences. Et c’est dans cette
voie que se place le futur de l’homme. ≫

ou encore

≪ Dans des temps très anciens, avant la dernière grande catastrophe géologique - tremblements de terre,
éruptions volcaniques et raz de marée - les hommes côtoyaient des êtres qui, ayant atteint un niveau d’évolution
supérieur et étant altruiste, les instruisaient. ≫

Il existe, selon Musès, dix niveaux d’hypernombres, chacun avec son arithmétique et sa géométrie, à part
le Niveau 3, les nouveautés parmi les nombres de Musès n’ont pas eu un gros succès, désaffection, sans doute
partiellement due aux prises de positions de Charles Musès (cf ci-dessus).

Niveau 1 : Les nombres réels.

Niveau 2 : Les nombres complexes.

Niveau 3 : Les nombres epsilon (qui correspondent à un sous-ensemble des Hypercomplexes).

Niveau 4 : Les nombres complexes elliptiques ou arithmétique w (nombre w vérifiant w2 = −1 + w,
et donc w6 = 1).

Niveau 5 : Les nombres de rose (nombres p et q vérifiant (|p| = |q| = 1) ∧ (p0 = p2 = q0 = q2 = 0)).

Niveau 6 : Les nombres cassinöıdes (nombrem, vérifiant (m2 = m)∧((
√

2m)2 = 0)∧((
√

3m)2 = −1))).

Niveau 7 : Les nombres ω (vérifiant (ωn = ω)∧ (ω∞ = 0)∧ (ω∞−n = an + bnω)) où an et bn sont des
réels).

Niveau 8 : Les Nombres ν (concept permettant d’unifier tous les niveaux inférieurs).

Niveau 9 : Les Nombres σ (plus un opérateur qu’un véritable nombre, σ est le ≪ créateur des axes ≫).

Niveau 10 : 0 et Anti-nombres (qui sont des nombres au delà de -∞ et de +∞).

XIV.4 La roue des fractions de Z
Jesper Carlström est un logicien suédois, qui s’est posé une question que l’on trouve souvent sur des forums

mathématiques :

Pourquoi ne peut-on pas diviser par 0 ?

La réponse de Carlström est, a priori, étonnante : Mais on peut !

XIV.4.1 Construction de la Roue des fractions de Z

Carlström est parti de la méthode habituelle de construction de l’ensemble des rationnels Q à partir de
l’ensemble des entiers relatifs Z (et d’une façon plus générale, la construction de l’anneau des fractions d’un
anneau, mais nous en resterons à Z) :

Dans le cas classique, on commence par créer une relation d’équivalence sur Z× Z⋆, que nous noterons ici
Z⋆

∼ par (a, b) Z⋆

∼ (a′, b′) ⇔ ab′ = a′b, et, bien sûr, on note Q = Z × Z⋆/ Z⋆

∼ , puis on définit une addition, une
multiplication (sur Z × Z⋆, qui soit compatible avec le quotient) et une injection canonique π : Z 7→ Q (qui
permet d’identifier Z avec un sous-ensemble de Q).

Comme la classe de (a, b) est tout simplement le nombre que nous notons habituellement
a

b
(par définition),

on pourrait se dire qu’il suffit de définir la même relation d’équivalence sur Z× Z, malheureusement, dans ce
cas, la relation précédente n’est plus une relation d’équivalence.

L’idée de Carlström 198 fut de redéfinir la relation d’équivalence, que nous noterons Z∼ sur Z×Z de la façon
suivante : (a, b) Z∼ (a′, b′)⇔ ∃x∃y((x ̸= 0) ∧ (y ̸= 0) ∧ ((xa, xb) = (ya′, yb′)))

198. L’idée de Carlström est plus générale que ce que nous allons montrer, de la même façon que l’anneau des fractions d’un
anneau est une idée plus générale que le corps des fractions de Z
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Puis on définit l’addition la multiplication, et l’injection canonique de la façon habituelle.

On définit en plus une involution notée / : /(a, b) = (b, a) 199

La Roue 200 des Fractions de Z est alors définie par Z× Z/ Z∼(+,×, /).

Malheureusement la Roue des fractions a perdu beaucoup de propriétés par rapport à l’Anneau des fractions
(qui est même un corps dans le cas de Z) :

• L’addition n’est plus un groupe, elle n’est même pas régulière.

• La multiplication n’est plus régulière.

• La relation 0x = 0 n’est même pas conservée.

En tout état de cause la division par 0 n’est pas passionnante, mais avant de voir pourquoi, nous allons
montrer que Z× Z/ Z∼ = Q

⋃
{/0, 0/0}

Nous noterons :


0 = (0, 1)

1 = (1, 1)

/0 = (1, 0)

0/0 = (0, 0)

∀(a, b) ∈ Z× Z⋆ ∀(a′, b′) ∈ Z× Z (((a, b) Z∼(a′, b′))⇒ (b′ ̸= 0))
Autrement dit :
∀(a, b) ∈ Z× Z⋆ ∀(a′, b′) ∈ Z× Z (((a, b) Z∼(a′, b′))⇒ (((a′, b′) ∈ Z× Z⋆) ∧ ((a, b) Z⋆

∼ (a′, b′))))

c’est-à-dire que pour (a, b) ∈ Z × Z⋆, l’ensemble des classes est le même pour la relation Z∼ que pour Z⋆

∼ ,
c’est-à-dire que l’on retrouve Q naturellement dans Z× Z/ Z∼.

Il est trivial que ∀n ∈ Z⋆ ∀m ∈ Z⋆ ((n, 0) Z∼(m, 0)).
Et tout aussi trivial que (0, 0) = {(0, 0)}.

Le quotient contient donc une image de Q, /0 et 0/0, c’est-à-dire que Z× Z/ Z∼ = Q
⋃
{/0, 0/0}.

Comme nous l’avons annoncé, la division par 0 est très limitée : diviser par 0, c’est exactement multiplier
par /0, or (a, b) · (1, 0) = (a, 0) qui ne peut être égal qu’à /0 ou à 0/0 (et ne dépend que de a). En particulier
0 (/0) = 0/0, ce qui est un exemple où 0x ̸= 0.

On peut résumer les opérations sur les classes d’équivalence, que nous noterons (a, b) =
a

b
:

➠
a

b
+
a′

b′
=
ab′ + a′b

bb′

➠
a

b
· a
′

b′
=
aa′

bb′

➠ −a
b

=
−a
b

➠

Ç
1
a
b

å
=
b

a

La définition de la somme doit être appliquée strictement et non en utilisant les simplifications usuelles

sur Q (ce point est visible dans le calcul de
1

0
+

1

0
, par exemple, il ne faudrait pas faire la somme des

numérateurs sous le seul prétexte que les dénominateurs sont égaux).

Attention

199. (a, b) désigne la classe de (a, b).
200. Nom donné par J. Carlström, pour remplacer Anneau des Fractions
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+ q /0 0/0

p p+ q /0 0/0

/0 /0 0/0 0/0

0/0 0/0 0/0 0/0

· q ̸= 0 0 /0 0/0

p ̸= 0 pq 0 /0 0/0

0 0 0 0/0 0/0

/0 /0 0/0 /0 0/0

0/0 0/0 0/0 0/0 0/0

x −x x−1

p ̸= 0 −p 1
p

0 0 /0

/0 /0 0

0/0 0/0 0/0

XIV.4.2 Définition axiomatique de la structure de Roue

La théorie des Roues est une théorie du premier ordre sur le langage L = (+, ·,−,−1, 1, 0,∞,⊥) 201 où +
et · sont des opérations (fonctions binaires), − et −1 sont des fonctions unaires, 1, 0,∞ et ⊥ sont des symboles
de constantes.

Commutativité
∀x ∀y (x+ y = y + x)

∀x ∀y (x · y = y · x)

Associativité
∀x ∀y ∀z ((x+ y) + z = x+ (y + z))

∀x ∀y ∀z ((x · y) · z = x · (y · z))

Distributivité ∀x ∀y ∀z ((z ̸=∞)⇒ ((x+ y) · z = x · z + y · z)))

Eléments neutres
∀x (x+ 0 = x)

∀x (x · 1 = x)

Symétriques
∀x ((x /∈ {∞,⊥})⇒ (x+ (−x) = 0))

∀x ((x /∈ {0,∞,⊥})⇒ (x · 1x = 1))

Définition de ∞,⊥ ∞ = 1
0

⊥= 0 · ∞

Propriétés de ⊥

∀x (x · ⊥=⊥)

∀x (x + ⊥=⊥)

−⊥=⊥
1
⊥ =⊥

Propriétés de ∞

∀x ((x /∈ {∞,⊥})⇒ (x+∞ =∞))

∞+∞ =⊥
∀x ((x /∈ {∞,⊥})⇒ (x · ∞ =∞))

−∞ =∞
1
∞ = 0

Non-trivialité 0 ̸= 1

Les tableaux précédents peuvent être ré-écrits sous la forme :

+ q ∞ ⊥

p p+ q ∞ ⊥

∞ ∞ ⊥ ⊥

⊥ ⊥ ⊥ ⊥

· q ̸= 0 0 ∞ ⊥

p ̸= 0 pq 0 ∞ ⊥

0 0 0 ⊥ ⊥

∞ ∞ ⊥ ∞ ⊥

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

x −x x−1

p ̸= 0 −p 1
p

0 0 ∞

∞ ∞ 0

⊥ ⊥ ⊥

Deux théorèmes importants :
Théorème : Si A est un anneau intègre, sa roue des fractions est une roue.

Théorème : Si (W,+, ·,−,−1, 1, 0,∞,⊥) est une roue, alors (W \ {∞,⊥},+, ·,−,−1, 1, 0) est un corps
commutatif.

201. Ce langage est redondant, certains symboles étant définissables à l’aide des autres, mais cela simplifie les définitions
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