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APPROXIMATION DE MARC AMON

Ce document vise & montrer une méthode de calcul conduisant a une
expression simplifiée de la fonction {(3) (constante d’Apery). Je présente
donc une approximation de la valeur de {(3) par une expression simple qui
vérifie sa valeur réelle a I’ordre 4. Toutes mes excuses a toutes personnes, les
grands des mathématiques qui trouverons mon approche peu conventionnelle.
Néanmoins vu le degré de difficulté de la chose, j’ai voulu quand méme rester
dans 1’évidence.

« Je te loue, Pére, Seigneur du ciel et de la terre de ce que tu as cache ces
choses aux sages et aux intelligents, et de ce que tu les as révelées aux
enfants. »

Matthieu 11 : 25
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‘“‘Avant de commencer, je tiens a rappeler que I’expression finale obtenue
n’est qu’une approximation de {(3). Sa valeur se rapproche grandement de
celle de {(3) et la vérifie pour les 4 premiéres décimales.’’

Commencgons !
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I- EXPRESSION SIMPLE DE ¢(3) : APPROXIMATION DE
MARC AMON

Considérons la fonction g définition sur un intervalle I, avec
g(x)=e*cos(Px). o et p sont des nombres non nuls.

Soit
I = fg(x)dx =fe“x cos(Bx)dx

en calculant cette intégrale par une intégration par partie, on a :

ax ! ax

u=e u = ae

v = %sin(ﬁx) v' = cos(Bx)
Rappelons que fu.v’ =u.v —fu’.v
I = f e cos(Bx)dx

1 . a ax o;
= Ee sin(Bx) —Eje sin(Bx) dx

En considérant maintenant la nouvelle intégrale, on a :

u=e™ u' = ae™
v= —%cos(ﬁx) v' = sin(Bx)
ainsi
_ l ax o; ( ) _Ef ax oi ( )d
= ﬂe sin(Bx ; e sin(fx) dx
= e sin(Bx) — 3 (~ 7o cos(Bx) + 3 [ e cos(px) ax)
3 *sin(Bx 55 e™ cos(Bx 3 e™ cos(Bx) dx
1 2
= E X sin(Bx) + — [32 X cos(Bx) — [?J e™ cos(Bx) dx
1 2
I = E X sin(Bx) + — [32 X cos(Bx) — [? I
1+0‘2 | = L eax (Bx) + =5 €% cos(Bx)
( '82) —ﬁe sin(fx 32 cos(fx
I'=( £ )(l ** sin(Bx) + -5 e cos(Bx))
B> +a* P 32
— '82 1 ax o; E ax
I = (m)ﬁ (e*™ sin(Bx) + ; e* cos(Bx))
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__ B
=75

Reconsidérons la méme fonction g(x)=e™cos(fx) et intégrons celle-ci a
plusieurs reprises jusqu’a I’infini.

= (e sin(fx) + %e“" cos(Bx))

Ona:
I = f e™ cos(Bx)dx
% *sin(Bx) — E-f e™ sin(Bx) dx
1 ] a
= Ee“" sin(Bx) — ; (— Ee“" cos(fBx) + Ef e cos(fx) dx)
1 ax 7 a ax ? ax
= E sin(Bx) + ﬁe cos(fx) — iz f cos(Bx) dx
! e™ sin(Bx) + : e* cos(Bx)
= — 1 —2
B° - B s |
_ﬁ e™ sin(Bx) +B3f e sin(Bx) dx
1 , a a? ] as
= Ee“" sin(Bx) + Ee“" cos(fx) — Ee“" sin(Bx) — Ee“" cos(fx)
4
;4f e cos(Bx) dx
1 , a a? ] as
= Ee“" sin(Bx) + Ee“" cos(fx) — Ee"‘x sin(Bx) — Ee“" cos(fx)
ot oS
+ Ee“" sin(Bx) — ﬁ5 f e sin(Bx) dx
1 _ a 2 ) as
= Ee“" sin(Bx) + Ee“" cos(Bx) — Ee"‘x sin(Bx) — Ee“" cos(fBx)
at a®
+ Ee“" sin(fx) + Ee“x cos(Bx) — -

En regroupant les termes du sinus d’un c6té et ceux du cosinus d’un autre
coté, ona:

1 a? at
,8 * sin(Bx) — Ee *sin(Bx) + Fe * sin(Bx) —5---
+ Fe * cos(Bx) — Fe *cos(Bx) + Fe % cos(Bx) — -
1 a® ot o a a® ad -
= (5—54‘5—"')9 Sm(ﬁﬂﬁ“(ﬁ‘ﬁﬁ“ﬁ—"')e cos(Bx)
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1 a? a* 1 a? ot

; & ax
= E—E-FF—"')GOMSUI(ﬁX)-F(E—F-FE— )Ee COS(,BX)
1 a? at _ a
I = (E—E + e <) (e sin(Bx) + Ee"‘x cos(fx))

Par équivalence, on obtient la relation suivante
I 1 a? a* a* at

_— =

ﬁZ + aZ ﬁ B3 ﬁS BS ﬁS

Ce qui équivaut a

BN (=D
'32 + a2 - Z ’32n+1

n=0

On obtient aussi :

I,

n=1

En dérivant cette expression en fonction de B, on obtient également :

RN

n=1

Utilisons cette derniére relation en rouge pour faire apparaitre I’expression

de ¢(3).

1 n
(B — 1) = nzzlﬁnﬂ

1 1. 2.3 4.5 6. .
B-12 B2 B3 B+ BS ﬁ6 B’
1 2 n
_E_i_'ﬁ-l_nzzygnﬂ
_i_{_i n+ 2
'32 ,83 21'Bn+3
i_{_i 1 n+2
p* B3 ﬁ3 L

ﬁ3 33(Zﬁn+zz

i+£+i_ﬁ_+i;L
B2 B BP(B-D? BB
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1.2 B 208 - 1)
TETETREG-D BE-1-
1 1 2  38-2

G- B B pp- 12
Posons = 2x

11 . 1 . 6x — 2
(2x —1)2  4x2 " 4x3  8x3(2x — 1)2

Rappelons que :

<@ )_; z:(Zx)2 z:(Zx—l)2
429(2 Z:(Zx—l)2

x21 x21

ainsi,

HO =) o

x=1

3 1 1 6x —2
2°@ = ;(49(2 T T ez = )Y

3x—1
—5(2)_—5(2)4' ((3)+4ZW
1 1 1 3x—1
§“2>=1“3>+z;—x3<2x_1)2
2((2)—5(3)+;W

3) =2{(2 sx— 1 = 1,2020569032

{(3) = z()—;m_ ,

Ainsi on obtient donc une expression reliant a la fois £(3), {(2) et une
constante d’Amon Am.

o 3x—1
{((3) =2¢(2) —Am avec Am = Z 3(2xx_1)2

2

s o 3x —

((3) = 3 Am avec Am = Z (2 = 1)2 = 2.0878112305 ...
x=1

Cette constante d’Amon Am a une valeur irrationnelle car elle provient de la

différence de £(3) et £(2), tous deux irrationnels.
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Apres plusieurs tentatives pour trouver une forme simple de cette constante
d’Amon Am, tout mes efforts ont été en vain. La seule chose que je peux

affirmer est que cette constante est sensiblement égale & ¥/19 au 3 premiéres
décimales.

3x —
A Z = 2.0878112
m= Y (2x = 1)2 8 305

x=1
V19 = 2.0877976299 ...

Ainsi en faisant I’arrondi de ces deux valeurs a ’ordre 4, on a :

3x—1 4
———— = V19 =2.0878
Zx3(2x —1)2

X2

Par conséquent, en gardant les 4 premiéres décimales de £(3), on obtient :

2
T 4
3(3) =5 — V19 = 1,2020

(I'approximation de Marc AMON)

En gardant les 10 premiéres décimales, on a :

2

T 4
— — VI9 = 1,2020705038..

((3) =1,2020569031 ...

L’expression finale obtenue n’est qu’une approximation de {(3). Sa
valeur se rapproche grandement de celle de {(3) et la vérifie pour les 4
premieres décimales.

II- AUTRES EXPRESSIONS ¢(3)

Il existe plusieurs autres expressions de {(3) en fonction des constantes
d’Amon Am et de Z;(n).

{(3) =2{(2) — { 4 E —— X = 1,2020569032

( ) ( ) ( ) 1 4(2 ) ) e
8x%2 -1

((3) = 2¢(2) ;( ) - 4Zx4(2x 1)2 '
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3x —
2(3) = zz e 1)2 — 1,2020569032 ...

xX22

(D =nD -5y =

n=1

1 1
(=73 " D v 2)

n=1

o ((n+3)

ITI- EXPRESSIONS DE ZETA { EN FONCTION DE n

1
Z(((Zn FD-1 =3

n1

3
Ygem-n=7

n1

1
D EDEm -1 =3

n22

Yem-n=1

n22

Zn(((n+1)—1) =1

nz2

1
Z(—nn.n(c(n +D-1D =1

nz2

5
Z nG@n+ 1D —1) ==
nz1

1
Zn({(2n+3)—1) =Te



