1 Introduction sur la conjecture de Goldbach et ob-
jet du document :

-Enonceé-Origine de la conjecture (source Wikipédia) :

"La conjecture de Goldbach est I'assertion mathématique qui s’énonce
comme suit :

Tout nombre entier pair supérieur ¢ 3 peut s’écrire comme une somme de
deux nombres premuers.

Formulée en 1742 par Christian Goldbach, c’est I'un des plus vieux
problémes non résolus de la théorie des nombres et des mathématiques.
Il partage avec I’hypothése de Riemann et la conjecture des nombres
premiers jumeaux le numéro 8 des problémes de Hilbert, énoncés par
celui-ci en 1900."

-Ce document se propose de démontrer la conjecture de Goldbach.
Ainsi pour N=9:29=9 4+ 9 =7+ 11 =5 + 13.



2 Reésumé de la démonstration :

Cette section réalise un résumé de la démonstration.
Les autres sections de ce document traitent la démonstration proprement
dite en détails.

Deux groupes (G, ®) et (Zg, ®) sont construits. G contient un sous
ensemble G gep, contenant tous les couples (a,b) tels que a+b = 2.N de la
conjecture et a,b>1.

Ces 2 groupes ont la particularité de posséder des formes,écritures
multiples de I’élément neutre n, pour G et n, pour Zp.

Ainsi ces formes F(K) sont des couples (K,K) et ces formes ont la valeur
logique : F(K)=n, pour G ou F(K)=n, pour Zp.

Ensuite un morphisme de groupes par une application f :
(G,®) — (Zr,®) entre G et Zg est défini.

On montre alors que l'image par f (Im(f) = f(G)) est un sous-groupe de
Zr comme C’est le cas pour des groupes ne possédant qu’une seule forme,
écriture de I’élément neutre.

L’élément neutre de Zgi étant le couple (1,1) ceci indique qu’il existe alors
au moins un élément de G tel que f(e,) = (1,1)

et selon la définition de lapplication, que e, = (P;, P;) ou = (P;, P;) avec
P;,P; des nombres premiers et P; + P;=2.N de la conjecture.

En fin de démonstration on montre que e, appartient au sous-ensemble de
G : Gyen.

La conjecture est alors démontrée.



3 Caractéristiques des groupes (Gp,,, ®) possédant
des formes multiples de I’élément neutre n. :

3.1 Proposition :

Cette section se propose de décrire tous les axiomes posés pour la définition
d’un groupe (G, %).

Ces axiomes possédent néanmoins des spécificités formant alors une famille
de groupes.

Cette famille de groupes est aussi utilisée a plusieurs reprises par la suite.
C’est pourquoi une notation spécifique est utilisée pour toute la suite de ce
document.

Ces groupes seront alors notés : (G, ®) et nommeés : groupes a formes
multiples de 1’élément neutre du groupe.

3.1.1 Notations utilisées :

Ainsi ces groupes (G, *) seront notés (Gpm,, ®) :
L’ensemble G g, en remplacement de I’ensemble G et la loi de composition
® en remplacement de la loi de composition *.

3.2 Définition de I’ensemble G, :

Cette sous-section définit ’ensemble Gy, comme 'union (U) de deux
sous-ensembles (G gen €t Geomp)-

Cette sous-section définit alors ces deux sous-ensembles : le sous-ensemble
Ggen contenant des éléments dits générateurs;

le sous-ensemble Gcomp contenant tous les éléments issus d’au moins une
composition avec le loi ® du groupe et & partir d’éléments du sous
ensemble Ggep.

GFm = Ggen U Gcomp-

3.2.1 Sous-ensemble G, Eléments générateurs :

Remarque : Les définitions qui suivent présupposent connues :
la loi de composition interne (ici ®),

Pexistence de ’élément symétrique d'un élément (e; ® & = ne)
et 'existence de 1’élément neutre du groupe (n.).

Aziome — Ey : Soit U'ensemble Gyen, nommé partie génératrice,

cet ensemble posséde un nombre fini d’éléments e; distincts, i variant de 1
N, posséde les N éléments €; symétriques des éléments e; ainsi que
l’élément neutre ne.

Ggen = {€1,€2,...,en, €1, €3..., €N, Ne ,avec N>0 }.



Azxiome — Es : Tous ces éléments e; , € et ne sont dits générateurs car il
n'existe pas d’éléments e; , ey ... e; parmi ces N+N+1 éléments de Ggen
tels que (e; ou € oune) soit =ej e, X ...Q e et avec j et k ... | différents
de 1.

Ainsi Ve € Gyep, et hors ng, ﬂej, €k €] € Ggen telsque e =e; Qe ® ... X ey.

Remarques :

Une exception est faite pour I’élément neutre ne car par définition :
€; @ e; = Ne.

De plus, le fait que j et k ... 1 soient différents de i pour [’'expression
e; = €j @ eg...e; est justifié pour les égalités avec ne : Ne = Ne @ Ne
€ DdMNe = ¢€; et € QNe = €.

3.2.2 Sous-ensemble G yp, Eléments composés :

Aziome — E3 : Soit 'ensemble Geomp , les éléments de cet ensemble sont
tous issus d’au moins une composition avec la loi ® et entre 2 éléments de
Uensemble G gep.

Ainsi Geomp = {ec =€ R e, ® ... ® €] avec €, e, ...e; € Ggen }.

3.2.3 Ensemble Gp,, :

Aziome — Ey : L’ensemble Gry = Ggen U Geomp-

3.3 Loi de composition interne ® :

Aziome — Ly : La loi de composition interne ® est une application f du
produit cartésien GpmXGpy, dans Gpy, pour laquelle f(ej,er) = e et notée
e; Qe = e.

(ej et ex € Gy, alors pour la composition e; ® ey, = e, €, € Grp)

Axiome — Lo : La loi ® est commutative : e; ® e; = €; @ ;.
Axiome — L3 : La loi ® est associative : e; @ (ej ® er) = (&; ® ej) @ ey,.

Azxiome — Ly : la loi ® posséde une loi dite inverse notée @ ' telle que
pour tout élément e, € G,

et soient e1, ez, e, e; € Ggen et soit e = e1 ® ey alors ec(® tey) = eo,
ec(® tez) = ey

et e; @ ‘e = Impossible : calcul impossible pour un élément générateur.

Algorithme — Ly : On peut alors construire un algorithme qui permet de
savoir pour un élément e., & priori déja composé et pour un nombre limité
de compositions,



sie. € (Gpm,®) ou sie. ¢ (Gppm,®) .

Ainsi on effectue un ensemble de calculs appelé cycle de calculs, cycle car on
peut étre amené a le réaliser plusieurs fois.

Chagque cycle va correspondre 4 une sous-décomposition de niveau k de e..
Le premier cycle correspondant au niveau 1.

Ainsi on calcule e, @ 1

e; pour tous les éléments € Gyen.
Le calcul donne :
soit e, ® ‘e; = Impossible, et pour ce cas on refait le calcul avec un autre
élément de Gyen ;
soit e ® le; = €cy; € pour ce cas on mémorise e, , et on refait le calcul
avec un autre élément de G g, .

Le premier cycle terminé, et si l'on a trouvé un ou plusieurs éléments e, ,,

on recommence alors un autre cycle pour le calcul ec, ; ® “Le; , ceci pour
chaque e, ; mémorisé au cycle précédent et toujours pour tous les éléments
€ Gyen-
Le cardinal de G gep, est fini comme le nombre supposé de compositions de
l’élément e..

Aussi Ualgorithme s’arréte avec le résultat : e, ; ® “le; = Impossible pour
tous les éléments € Gyen, (e, : kitme sous-décomposition de e. ).
Selon k et 1 on peut obtenir plusieurs éléments : e, ;.

Et chaque ec, ; correspond au dernier élément issu du dernier calcul non
"I'mpossible".

Alors si au moins un des éléments €ep; € Ggen, on conclut que
ec € (Gpm,®).

Et si tous les éléments ec, ; & Ggen, on conclut que ec & (Grm, ®).
(rappel : e; @ ey = Impossible : calcul impossible pour un élément
générateur (e;,ex € Ggen).

D’autres algorithmes peuvent étre construits pour d’autres recherches de
compositions.



3.4 Elément neutre n. du groupe (Gg,,,®) - Elément symé-
trique ¢; de I’élément e¢; :

Aziome — Nej : Ve, € (Gpm,®)3Ine nommé élément neutre et tel que
e X Ne = €.

Aziome — Esy : Pour chaque élément générateur e; de l’ensemble Gyey il
existe un unique élément symétrique €;, lui aussi générateur, tel que

e; @ e; = Ne.

Soit Ve; € Gyen,3'€; € Gyen tel que e; @ € = ne.

Aziome — Fy : Définition d’une forme F(K) :

soit un élément e. € Gy, €. s'écrit : e, = (v1, V2, ...., vy) car composé de n
variables entiéres v; .

Un forme F(K) est un élément de Gy, pour lequel la valeur des variables
v; se résume & K (v; = K), soit :
F(K)=(K,K,..,K).

K ne prend pas forcément toutes les valeurs entiéres >0, soit toutes les
formes F'(K) n’existent pas forcément.

Aziome — Fi : Définition d’une forme élémentaire de 1’élément neutre

(F(K3)) :

soit ne I'élément neutre du groupe (G, ®),
soient deux éléments e; et son symétrique €; de ’ensemble G ey, alors
F(K;) =e @€ = ne.
Avec K; € N* et donc F(K;) € Gpp.
La forme F(K;) est appelée forme élémentaire de I’élément neutre car elle a
la valeur logique de I’élément neutre F(K;) = n,;
et élémentaire car d’autres formes peuvent exister par composition entre
elles.

Axiome — Fy : Propriété d'une forme de 1’élément neutre :

soient deux formes de I’élément neutre F'(K1) et F(K3) € Gy, soient
(KietKsy) € N* alors F(K;) ® F(K32) = F(K3) = ne,
avec K3 € N*| F(K3) € Gpp,
et K3 = f(K1, K»), (K3 : fonction de K et Ka).

Justification des axiomes Axiome — Fy et Axiome — Fy :
I’expression, 1’écriture de n. est appelé Forme de 1’élément neutre et s’écrit

par exemple : (K, , K., Kn,, ..., Kp,) = F(K,,)(forme pour la valeur
Ky,).



Cette forme est aisément reconnaissable parmi tous les éléments de
I’ensemble.

La définition de n. dépend alors d’une valeur du parameétre numérique K, .
Ainsi n. = F(K,,) et F(K,,) est appelée forme de 1’élément neutre n..
Les autres formes de n, sont obtenues pour chaque composition :

6 e = F(Kl) oue; e = F(Kj)

F(K;) et F(Kj) ont la méme définition, la méme valeur logique :

F(Kl) = F(K]) = Ne.

enfin d’autres formes sont possibles par composition entre formes.

Ainsi, si toutes les compositions se font avec des éléments de G, alors &
la vue d'un forme F'(K) on peut déclarer immédiatement que F(K) = n,.

Exemple : F(K) = (K, K) avec K naturel >= 1 et F\(K,.) = (1,1). Ainsi
(L,2)®(2,1)=(3,3) = F(3) et (1,1) = (2,2) = (3,3) = (K, K) = ne.
(Lire : "Exemple de groupe (Gpm,®) possédant des formes multiples de
l’élément neutre : (Zpp,®)" en fin de document)

Analyse sur la valeur K, recherchée de la forme F(K, ) = ne :

A ce stade on a défini n. qu’au travers de I’axiome Azxiome — Ney
(ec ®@ne = €c).

Or on sait par les axiomes Axiome — F1 et Axiome — F5, que ne doit
posséder une forme F (K, ).

ne est un élément générateur alors F'(K,,, ) doit I’étre aussi, c’est a dire non
composée avec une des formes décrites par les axiomes Azxiome — F} et
Axiome — Iy (F(KZ) =e; ®e; ou F(Kl) &® F(KQ) = F(Kg))

De plus, pour les groupes étudiés dans la suite du document, la fonction f
évoquée pour Aziome — Fy (K3 = f(K1, K2)) est croissante. Aussi Soit
K,, < Min(K;),

(Plus petite valeur parmi les valeurs K; des formes F'(K;) de I’axiome
Aziome — FY).

Aziome — F3 : Valeur de K, pour la forme F(K,_ ) = n. :

Apres calcul de toutes les formes F'(K;) décrites par 'axiome Aziome — Fy
et K; les valeurs issues de ce calcul,
soient K, = Min(K;) (Plus petite valeur parmi les valeurs K;),
alors K,,, < K, = Min(K;).
Comme K, < K, il est possible que plusieurs choix soient alors possibles.
Ces valeurs de K, sont alors appelées des valeurs acceptables,acceptées.

Analyse préalable au lemme suivant : Lemme — F3 :



A ce stade tous les axiomes nécessaires a la définition d’un groupe ont été
posés.

Ceci donc dans le cadre de la Théorie des groupes.

On est alors, vis a vis de 1’élément neutre, en présence de deux familles de
groupes :

Gy, ceux avec un élément neutre n’ayant qu’une forme,

et la famille de groupes G ty,, possédant des formes multiples de ’élément
neutre.

Les valeurs de K, sont des valeurs acceptables, acceptées pour la
définition de ces groupes.

Aussi tous les résultats obtenus dans la théorie des groupes et impliquant
I’élément neutre, doivent étre identiques pour les 2 familles de groupes G,
et Gty et alors pour toutes les valeurs acceptables de K, .

Fin de I’analyse.

Lemme — F3 : Tous les résultats obtenus dans la théorie des groupes et
impliquant 1’élément neutre, doivent étre identiques pour les 2 familles de
groupes :

Gy, : groupes avec un élément neutre n’ayant qu'une forme et

G ¢m : groupes avec formes multiples de I’élément neutre et alors pour
toutes les valeurs acceptables de K, .

Algorithme — Lg : Réduction, simplification d’éléments :

1l est indiqué précédemment, que si toutes les compositions se font avec des
élements de Gy, alors & la vue d’un forme F'(K) on peut déclarer
immeédiatement que F'(K) = ne.

Par contre un élément e. composé avec une forme de I’élément neutre
F(K) ou ne donne une forme différente de e, or

e ® f(K) =e.®@n. = e.

Aussi peut-on similairement & Algorithme — Ls, créer un algorithme
Algorithme — Lg en utilisant la loi ® ! et la liste des formes F(K;) et ne,
pour dans notre exemple, retrouver la forme de e, avant composition.

4 Caractéristiques des groupes (G, ®) :

4.1 Proposition :

Cette sous-section de propose de montrer que les groupes (G, ®) ont les
mémes caractéristiques que les groupes (G, ®) possédant des formes
multiples de 1’élément neutre n..

Les groupes (G, ®) sont construits suivant la question posée par la
conjecture et résumeée ainsi : "2.N = P} + P, avec 2.N>37".



Ainsi tous les Axiomes abordés pour les groupes (G gy, ®) sont aussi
abordés pour ces groupes pour preuve ou définition.

4.2 Deéfinition de I’ensemble G :

Cette sous-section définit ’ensemble G comme "union (U) de deux
sous-ensembles (G gen €t Geomp)-

Cette sous-section définit alors ces deux sous-ensembles : le sous-ensemble
G gen contenant des éléments dits générateurs;

le sous-ensemble Gomp contenant tous les éléments issus d’au moins une
composition avec le loi ® du groupe et & partir d’éléments du sous
ensemble Ggep.

G = Ggen U Gcomp-

4.2.1 Sous-ensemble G, Eléments générateurs :

Remarque : Les définitions qui suivent présupposent connues :
la loi de composition interne (ici ®),

Pexistence de 1’élément symétrique d’un élément (e; ® & = ne)
et l'existence de I’élément neutre du groupe (n.).

Aziome — Ey : Soit l'ensemble Gyen, nommé partie génératrice,

cet ensemble posséde un nombre fini d’éléments e; distincts, i variant de 1 a
(N—Q),

possede les (N-2) éléments €; symétriques des éléments e; ainsi que
l’élément neutre ne.

Ggen = {e1,€2,....,eN_2,€1,€2...,EN_2,Ne ,avec (N-2)>0. }

Définition des éléments générateurs :

Ggen = {e€1,€2,...,eN_2,€1,€3...,EN_2, Nle ,avec (N-2)>0 }.

Ces éléments sont écrits sous forme d’un couple de nombres entiers : (n;, n;)
et tels que n;,n; € N, n; +n; =2.N , n; >=2n; >= 2,

de plus les n;,n; sont aussi écrits comme produit de nombres premiers py :
ni = [y, pr; et nj = ij Dk;-

On peut donc écrire que :
pour la question de la conjecture : a~t-on 2.N = P + P> ? pour 2.N>3, P,
et P étant des nombres premiers,

e; = (N —i, N +1), i variant de 1 & N-2>0, alors N>=3
e1 = (N+i, N —1i), 1 variant de 1 & N-2>0, alors N>=3
ne = (N, N) : cet élément étant abordé plus loin dans le texte.



Ainsi, pour le nombre 2.N de la conjecture, le cardinal de G gy, est égal &
(N-2) + (N-2)+ 1 = 2.N - 3 : le nombre d’éléments de Gye,, est égal & 2.N -
3.

Pour N=3, 2.N=6 et alors 6=3+3=2+4 alors la conjecture est vérifiée et
P =P =3.

Pour N=2, 2.N=4 et alors 4=2+2 alors la conjecture est vérifiée et
P=P =2

— Par la suite I’étude portera pour N>=4 soit 2.N>=8.

Exemple : pour (G, ®) et 2.N=18, les éléments générateurs sont :
(le caractére "." qui suit correspond a la multiplication entre entiers)
ne = (9,9) = (3.3,3.3)
er = (8,10) = (2.2.2,2.5) et e; = (10,8) = (2.5,2.2.2)
eo = (7,11) = (7,11) et 3 = (11,7) = (11,7)
e3 = (6,12) = (2.3,2.2.3) et &3 = (12,6) = (2.2.3,2.3)
eq = (5,13) = (5,13) et &g = (13,5) = (13,5)
es = (4,14) = (2.2,2.7) et e5 = (14,4) = (2.7,2.2)
es = (3,15) = (3,3.5) et g = (15,3) = (3.5,3)
er = (2,16) = (2,2.2.2.2) et & = (16,2) = (2.2.2.2,2)
Axiome — Es : Tous ces éléments e; , € et ne sont dits générateurs car il
n’existe pas d’éléments e; , ey, ... e; parmi ces (2.N - 3) éléments de Ggen
tels que (e; ou € oune) soit =ej e, X ...Q e et avec j et k ... | différents
de i.
Ainsi Ve € Gyep, et hors n, ﬂej, €k €] € Ggen telsque e =e; Qe ® ... X e.

Preuve : fournie a la sous-section qui suit et qui définit I’expression de la loi
de composition &®.

Remarques : Une exception est faite pour I’élément neutre ne car par
définition : e; ® € = Ne.

De plus, le fait que j et k ... | soient différents de i pour [’'expression
€ = €j @ eg...e; est justifié pour les égalités avec ne : ne = ne @ ne
e Qne =¢€; et e; X ne = €.
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4.2.2 Sous-ensemble G yyp, Eléments composés :

Aziome — E3 : Soit Uensemble Geomp , les €léments de cet ensemble sont
tous issus d’au moins une composition avec la lot ® et entre 2 éléments de
lensemble G gep.

Ainsi Geomp = {ec =€ R e ® ... ® ] avec ej, ey, ...e; € Ggen}.

Ceci ne réclame pas de preuve.

4.2.3 Ensemble G :

Aziome — Ey : L'ensemble G = Ggen U Geomp.

4.3 Loi de composition interne ® :

Axiome— L1 : La loi de composition interne ® est une application f du pro-
duit cartésien GXG dans G pour laquelle f(e;, er) = € et notée e; Qe = ;.
(ej et e € G alors pour la composition e; ® e, = ¢, ¢; € G)

Expression de la loi ® :

(le caractére "." qui suit correspond a la multiplication entre entiers)
Soient e1 = (n11,n12) € (G,®) , e2 = (n21,n22) € (G, ®), avec n;j > 1 €N
et n11 + N1y = nop +ngg = 2.N
Alors la loi interne ® est telle que e; ® e2 = (n11.n21,n12.n22) = e12. Si l'on
écrit ey et eo comme le produit de nombres premiers alors

e1 ®ex = (Hkn Pkyy - Hk21 Pkays Hk‘lg Pkys- Hk22 pkm)

Azxiome — Fo : Tous ces éléments e; , € et n. sont dits générateurs car il
n'eziste pas d’éléments ej , ey ... e; parmi ces (2.N - 8) éléments de Ggen
tels que (e; ou € oune) soit =ej Qe X ...Q e et avec j et k ... 1 différents
de 1.

Ainsi Ve € Gyep et hors n, iﬂej, €k €] € Ggen telsque e =e; e, ® ... X e.
Preuve :

soit e € Ggen tel que e = (N £ 4, N F 1),

soit ej € Ggen tel que ej = (N £ j, N F j),

soit ey € Ggen tel que e, = (N £k, N F k),

alors e ® e, = (N £4).(N £ k), (N Fj).(N F k) ce qui ne peut étre égal a
e = (N +i, N F1i) et encore moins avec une autre composition.

Aziome — Lo : La loi ® est commutative : e;  e; =e; @ e; .
Preuve : Cette propriété est héritée de la multiplication arithmétique ".".

Axiome — Lz : La loi @ est associative : e; ® (ej ® e) = (&; @ €j) ® ey,
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Preuve : Cette propriété est héritée de la multiplication arithmétique ".".

Azxiome — Ly : la loi ® posséde une loi dite inverse notée @ ' telle que
pour tout élément e, € G,

et soitent e1,ea,ep,e; € Ggen et soit e, = €1 ® ex alors e, ® Tlg, = e2,
ec® _162 =e€1

et e;®@ ‘e, = Impossible : calcul impossible pour un élément générateur.

Cette loi existe et correspond & la division euclidienne =+-.

Algorithme — Ls : On peut alors construire un algorithme qui permet de
savoir pour un élément e., a priori déja composé et pour un nombre limité
de compositions,

siec € (G,®) ou sie. ¢ (G,®) : Admis, non développé .

Remarques et Exemple pour (G, ®) (2.N=18) :
e1 = (8,10) = (2.2.2,2.5)

es = (4,14) = (2.2,2.7)

e1®es = (2.2.2.2.2,2.5.2.7) = 1 = (32,140)

(Aziome — L1) e12 € (G, ®) car il est composé de 2 éléments de (G, ®) et
meéme si 32+140 n’est plus égal a 9+9=18.

(Aziome — Ly — Algorithme — Ls) Si l’on ne connait que ej2 = (32, 140)
on peut décomposer 32 et 140 en produit de nombres premiers :
(2.2.2.2.2,2.5.2.7) et connaissant les éléments générateurs (G, ®) , on peut
construire un algorithme avec la loi + qui permet de trouver e; et ez a
Porigine de la composition et affirmer, dans notre cas, que e12 € (G, ®) car
exclusivement composé d’éléments de (G, ®).

4.4 Elément neutre n, du groupe (G, ®) - Elément symétrique
¢; de I’élément e; :

Aziome — Ney : Ve, € (G, ®)3n. nommé élément neutre et tel que
€c X Ne = €.

Axiome — Esy : Pour chaque élément générateur e; de l’ensemble G gep, il
existe un unique élément symétrique €;, lui aussi générateur, tel que

€; Q€ = Ne.

Soit Ve; € Gyen,3'e; € Gyen tel que e; @ € = ne.
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Preuve de Uezistence de l’élément symétrique (Aziome — Esy) :

Soit I’élément générateur e; = (n11,n12) de (G, ®) alors €1 = (n12,n11) et
tel que :

e1 ® €1 = (n11.n12, n12.n11) = (M1, M1) = Ne avec My = ni1.n12 = N12.011 -

(mq, mq) étant une forme de I’élément neutre : sujet abordé plus loin dans
le texte.

€7 est bien un élément générateur de (G, ®) car
ni2 +ni1 = ni1 +ni2 = 2.N.

Preuve de 'unicité de l'élément symétrique (Aziome — Esy) -

Soit €3 = (a2, b2) un autre élément générateur et symétrique de e; alors
as + by =2.N,

e1 ® ez = (n11.a2,n12.b2) = (M2, ma),

on a donc nij.ag = nis.bo = my, alors

as = n12.b2/n11 et € N ce qui donne by = ny1.k et as = nis.k.

Donc €3 = (n12.k,n11.k) soit k.(n12 +n11) = k.(2.N) = 2.N car &3 doit

€ (G,®),

ce qui n’est vrai que pour k = 1, soit é5 = ey : I’élément symétrique €7 est
bien unique.

Pour un autre élément ez ® e = (me, m2) avec my différent de m;. Comme
ne est unique, on dit que les 2 couples : (mq1,my) et (mg, m2) sont des
formes différentes de n. I’élément neutre. Car elles ont la méme valeur
logique, la méme définition que ’élément neutre.

Aziome — Fy : Définition d’une forme F'(K) :

soit un élément e. € G, e s’écrit : e, = (v1,v2) car composé de 2 variables
entiéres v; .
Un forme F(K) est un élément de G pour lequel la valeur des variables v;
se résume a K (v; = K), soit :
F(K)=(K,K).
K ne prend pas forcément toutes les valeurs entiéres >0, soit toutes les
formes F'(K) n’existent pas forcément.

Aziome — Fi : Définition d’une forme élémentaire de 1’élément neutre

(F(K3)) :

soit me 1’élément neutre du groupe (G, ®),
soient deux éléments e; et son symétrique e; de ’ensemble Gy, alors
F(K;) =e; ®€ = ne.
Avec K; € N* et donc F(K;) € G.
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La forme F(K;) est appelée forme élémentaire de I’élément neutre car elle a
la valeur logique de 1’élément neutre F(K;) = ne;
et élémentaire car d’autres formes peuvent exister par composition entre
elles.

Calcul de toutes les formes F(K;) = e; ® € = ne :

On sait que pour i variant de 1 a (N-2) :
ei=(N—i,N+i)ete;=(N+i,N—i).
De plus ¢; @& = ((N —i).(N 4+ 1), (N +4).(N —14)) = F(K;)
Alors F(K;) = (N? — 4%, N% —i2),
soit K; = N? —i2 pour i variant de 1 d (N-2).

Axiome — F, : Propriété d'une forme de 1’élément neutre :

soient deux formes de I’élément neutre F'(K7) et F(K2) € G, soient
(K1etKs) € N* alors F(K) ® F(K2) = F(K3) = ne,
avec K3 € N*, F(K3) € G,
et K3 = f(K17K2>, (K3 : fonction de K7 et KQ).

Calcul de F(K1) ® F(K2) = F(K3) :

Soient F1 = (K1, K1) et Fy = (Ka, K9) alors
F(K3) =F(K;) ® F(Kq) = (K1.Ko, K1.K3), la fonction [ est donc

croissante.

Aziome — F3 : Valeur de K, pour la forme F(K, ) = n. :

Apres calcul de toutes les formes F'(K;) décrites par axiome Aziome — Fy
et K; les valeurs issues de ce calcul,
soient K, = Min(K;) (Plus petite valeur parmi les valeurs K;),
alors K, < K.

Détermination de l’élément neutre ne en fizant la valeur unique Kpe :

On sait que F(K;) = (N? — 2, N? — %) pour i variant de 1 a (N-2) et donc
que K; = N? —i?,
alors Ky, = Min(K;) =4.N —4=4.(N—1)

(Plus petite valeur parmi les valeurs K; et pour i = N-2). Ainsi
Kn=N?>—(N-22=N?-N?24+4N-4=4N -4
Cependant il existe une forme parmi les éléments générateurs non issue de
composition : (N, N).

C’est cette valeur qui est retenue pour Knpe : Kpe = N et U'on a bien
Kpe < K.

Alors ne = (N, N).
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Ce choix est arbitraire et d’autres choix sont possibles.
Ainsi on peut montrer que n, = (P", P") avec n>0 et P nombre premier >
2.N de la conjecture est aussi un choix possible.

Autres possibilités de déclaration de I’élément neutre n. :

on peut par exemple, déclarer, choisir n. = (P[', P{') avec n >=1 et
P} nombre premier supérieur au plus grand nombre premier ren-
contré lors de chaque décomposition des ¢; en produit de nombres
premiers.

Cette déclaration correspond bien 4 un élément générateur car
on ne peut obtenir n, = e; ® & = (m;,m;) = F(K;) = (P, P') ou
ne = F(K;) ® F(K;) puisque m; décomposé en produit de nombres
premiers, ne contient pas P;.

La seule différence est que P, + P| # N + N, ce qui ne pose pas de
probléme en soit.

Exemple : Formes multiples de 1’élément neutre pour (G, ®) avec 2.N=18 :

Flog) = (9,9) = (3.3,3.3)

F19) = (80,80) = ((2].2.2.2[5] 2.2.2.2.5) pour = (8,10) ® (10,8)
Frog) = (77,77) ,7.11) pour (7,11) ® (11,7)
Fzg) = (72,72) = (2[3].2.2.3,2.3.2.2.3) pour (6,12) ® (12,6)
Fly0) = (65,65) = (5.13],13.5) pour (5,13) ® (13,5)
Fs9) = (56,56) = (2.2.2.7,2.2.2.7) pour (4,14) ® (14,4)
Fig9) = (45,45) = (3.3.5,3.3.5) pour (3,15) ® (15,3)

Frg) = (32,32) = (2.2.2.2.2,2.2.2.2.2) pour (2,16) ® (16, 2)

Le plus grand nombre premier rencontré lors de chaque décom-
position des e¢; en produit de nombres premiers est @
Aussi peut on aussi choisir n, = (17",17"), n>=1, car 17 nombre
premier >13.

Lemme — F3 : Tous les résultats obtenus dans la théorie des groupes et
impliquant 1’élément neutre, doivent étre identiques pour les 2 familles de
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groupes :
G, : groupes avec un élément neutre n’ayant qu'une forme et

G ¢m : groupes avec formes multiples de ’élément neutre et alors pour toutes
les valeurs acceptables de K, .

Algorithme — Lg : Réduction, simplification d’éléments :

Il est indiqué précédemment, que si toutes les compositions se font avec des
élements de G gy, alors a la vue d’un forme F(K) on peut déclarer immédia-
tement que F(K) = n..

Par contre un élément e. composé avec une forme de I’élément neutre F(K)
ou n. donne une forme différente de ¢, or

e F(K)=e.®n. = ec.

Aussi peut-on similairement & Algorithme— Ls, créer un algorithme Algorithme—
Le en utilisant la loi ® ! (ici +) et la liste des formes F(K;) et n., pour
dans notre exemple, retrouver la forme de e, avant composition.

5 Caractéristiques du groupe (Zg,®) :

5.1 Proposition :

Cette sous-section de propose de montrer que le groupe (Zg, @) posséde les
mémes caractéristiques que les groupes (G, ®) possédant des formes
multiples de 1’élément neutre n..

Ainsi tous les axiomes abordés pour les groupes (G, ®) sont aussi
abordés pour ce groupe pour preuve ou définition.

5.2 Définition de 1’ensemble 7y :

Cette sous-section définit I’ensemble Zr comme 'union (U) de deux
sous-ensembles (Zgepn €t Zeomp)-

Cette sous-section définit alors ces deux sous-ensembles : le sous-ensemble
Zgen contenant des éléments dits générateurs;

le sous-ensemble Z.,,, contenant tous les éléments issus d’au moins une
composition avec le loi @ du groupe et & partir d’éléments du sous
ensemble Zgep,.

ZR = den U Zcomp-

5.2.1 Sous-ensemble Z,.,, Eléments générateurs :

Remarque : Les définitions qui suivent présupposent connues :
la loi de composition interne (ici @),
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Pexistence de ’élément symétrique d’un élément (e; @ €1 = n,)
et 'existence de I’élément neutre du groupe (n.).

Ezpression des éléments de Zg,Définition de Zgey, :
Les éléments de Zi sont écrits sous forme de couple de nombres entiers :
(ns,n;) avec n; et nj; € N*.

Aziome — Ey : Soit l'ensemble Zyen, nommé partie génératrice,

cet ensemble posséde un nombre fini d’éléments : ey ,

ey lélement symétrique de [’élément ey ainsi que [’élément neutre n,.
den = {el,a, nz}

€] = (1, 2)

e =(2,1)

n, = (1,1) : la justification de cet élément est abordé plus loin dans le
texte.

Azxiome — FEo : Tous ces éléments e , €1 et n, sont dits générateurs car il
n’existe pas d’autres éléments qui permettratent par composition, de les
obtenir.

5.2.2 Sous-ensemble Z.,,;,, Eléments composés :

Aziome — E3 : Soit U'ensemble Zoomp , les éléments de cet ensemble sont
tous issus d’au moins une composition avec la loi @ et entre 2 éléments de
l'ensemble Zgey, .

Ainsi Zeomp = {ec =€j @ e @ ... ® e; avec €j, g, ...e| € Zgen }-

Ceci ne réclame pas de preuve.

5.2.3 Ensemble Zp :

Aziome — Ey : L'ensemble Zr = Zgen U Zeomp-

5.3 Loi de composition interne & :

Aziome — L1 : La loi de composition interne @ est une application f
du produit cartésien Zp X Zr dans Zr pour laquelle f(ej,er) = e et notée
e; e =e.

(ej et ey, € Zg alors pour la composition e; @ ey, = e, e; € ZR)

FEzxpression de la loi & :

soient a,b,c,d entiers > 0 et 4 : l’addition arithmétique,
soient e; = (a,b) et e = (c,d) € Zg
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alorsej@ep = (a+c,b+d) =e et e € Zp.
Aziome — Lo : La loi ®© est commutative : e; ©ej =e; De; .
Preuve : Cette propriété est héritée de I’addition arithmétique +.
Azxiome — L3 : La loi & est associative : e; ® (e; D ex) = (e; B ej) D ey, .
Preuve : Cette propriété est héritée de ’addition arithmétique +.

Axiome — Ly : la loi @ posséde une loi dite inverse notée @ ' telle que pour
tout élément e, € Zp,

et soient ey, e, ep,e; € Zg et soit e. = e; ® ey alors e. & ‘ey = ea,
ec D _162 =e€1

et e;® ‘e, = Impossible : calcul impossible pour un élément générateur.

Cette loi existe et correspond a la soustraction arithmétique (-).

Algorithme — Ls : On peut alors construire un algorithme qui permet de
savoir pour un élément e., a priori déja composé et pour un nombre limité
de compositions,

siec € (Zr,®) ou si ec ¢ (Zr,®) : Admis, non développé.

5.4 Elément neutre n, du groupe (Zg,®) - Elément symé-
trique ¢; de 1’élément e¢; :

Aziome — Ney : Ve, € (Zg,®)In, nommé élément neutre et tel que
ecDn, =e..

Aziome — Esy : Pour chaque élément générateur e; de 'ensemble Zge, il
existe un unique élément symétrique €;, lui aussi générateur, tel que

e; be =n,.

Soit Ve; € Zyen,3'e; € Zyen tel que e; e = n..

Preuve :

e1 =(1,2) , e = (2,1) alors
e1x@er=(1,2)®(2,1)=(2+1,1+2)=(3,3) =n..

Aziome — Fy : Définition d’une forme F(K) :
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soit un élément e. € Zg, e, s'écrit : e. = (v1,vy) car composé de 2 variables
entiéres v; .
Un forme F(K) est un élément de Zg pour lequel la valeur des variables v;
se résume a K (v; = K), soit :
F(K)=(K,K).
K ne prend pas forcément toutes les valeurs entiéres >0, soit toutes les
formes F'(K) n’existent pas forcément.

Axiome — Iy : Définition d’une forme élémentaire de ’élément neutre
(F(Ki))

soit n, I’élément neutre du groupe (Zg, ®),
soient deux éléments e; et son symétrique e; de ’ensemble Zy),, alors
F(K;)=e @€ =n,.
Avec K; € N* et donc F(K;) € Zg.
La forme F(K;) est appelée forme élémentaire de I’élément neutre car elle a
la valeur logique de I’élément neutre F'(K;) = n,;
et élémentaire car d’autres formes peuvent exister par composition entre
elles.

Calcul des formes F'(K;) :

Comme vu précédemment : e; = (1,2) , e; = (2,1) alors
erder=(1,2)®(2,1)=(2+1,1+2)=(3,3) = F(3),
et F(3) est la seule forme de ce type.

Axiome — F5 : Propriété d’une forme de 1’élément neutre :

soient deux formes de I’élément neutre F'(K7) et F(K3) € Zp, soient
(KletKg) € N* alors F(Kl) D F(KQ) = F(Kg) = Ny,
avec K3 € N*, F(K3) € Zg,
et K3 = f(K1, Ka), (K3 : fonction de K et Ka).

F(Kl) (&) F(KQ) = (Kl,Kl) D (KQ,KQ) = (Kl + K2,K1 + K2) = F(3)
K3 = f(Ky, K3), f est donc une fonction croissante.

Aziome — F3 : Valeur de K, pour la forme F(K,,) =n, :

Apres calcul de toutes les formes F'(K;) décrites par 'axiome Aziome — F}
et K; les valeurs issues de ce calcul,
soient K, = Min(K;) (Plus petite valeur parmi les valeurs K;),
alors K, < Ky,.

La seule forme issue du calcul entre symétrique est F'(3) = (3,3) = K, et
comme K, < K,, , on choisit K,, = (1,1).
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Lemme — F3 : Tous les résultats obtenus dans la théorie des groupes et
impliquant 1’élément neutre, doivent étre identiques pour les 2 familles de
groupes :

G, : groupes avec un élément neutre n’ayant qu'une forme et

G ¢m : groupes avec formes multiples de I’élément neutre et alors pour
toutes les valeurs acceptables de K, .

Algorithme — Lg : Réduction, simplification d’éléments :

1l est indiqué précédemment, que si toutes les compositions se font avec des
éléements de Zg alors a la vue d’un forme F'(K) on peut déclarer
immeédiatement que F'(K) = n,.

Par contre un élément e. composé avec une forme de I’élément neutre
F(K) ou n, donne une forme différente de e, or

ec®F(K)=e.Dn, =e..

Aussi peut-on similairement & Algorithme — Ls, créer un algorithme
Algorithme — Lg en utilisant la loi ® ! (ici la soustraction (-) ) et la liste
des formes F(K;) et n., pour dans notre exemple, retrouver la forme de e,
avant composition.

soit e = (a,b) € Zr et m = Min(a,b) (plus petite valeur entre a et b) et
a>1 b>1, alors la forme simplifiée de (a,b) est (a —m +1,b—m + 1).
Vérification : (a—m+1,b—m+1)d(m—-1,m—1)=
(a—m+1+m—-1,b—m+1+m-—1)=(a,b).

6 Morphisme de groupe entre (G,®) et (Zz, D) :

6.1 Proposition :

Cette section se propose de construire, par une application f, un morphisme
de groupes entre les 2 groupes abordés dans les sections précédentes :
(G,®) et (Zr, ®).

Alors on doit obtenir : ¥(z,y) € G2, f(z @ y) = f(z) & f(y).

Démonstration d’un morphisme de groupe par une application f : (G, ®) —
(Zr,®) :
Soit une application f du produit cartésien G X G dans Zg : G —f Zg.

Soit e; = (a,b) € (G,®) et a et b écrits sous forme de produit des facteurs

premiers composants a et b.
ki=n; 1 li=n; 2

= e = (a,b) = ( k=1 Pkisllp=1 pli)-

Soit encore : e; =(Produit de n;; nombres premiers py,,Produit de n; o
nombres premiers py, ).
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Alors :
= f(e) = (nijg,ni2).

En appliquant pour un autre élément e;,la notation utilisée pour e;
Alors :

= f(ej) = (nj1,m52).
Et = f(e:) ® f(ej) = (ni1,ni2) @ (nj1,m52) = (ni1 +nj1,ni2 +n52)

Calcul de f(e; ®ej) :

ki=n;, kj=mnj;, li=n;, lj=nj,
S Fe® e5) = FOTTEZ o) (120 by, (TR0 ) (1209 ).
kij=ni1+n; lij=ni2+n;
fles@e;) = f(Hkij.:? " nj’lpkij,Hlij.:? 22 )

= (ni1 +nj1,ni2 +nj2) = fle) ® fle).

On obtient alors :

= flei®ej) = f(e:) ® flej)

Fin de la Démonstration

Exemple : pour (G, ®) :

e1 = (8,10) = (2.2.2,2.5) = f(e1) = (3,2).

ea = (4,14) = (2.2,2.7) = f(e2) = (2,2).

e1 X ey = (2.2.2.2.2,2.5.2.7) = f(€1 X 62) = (5,4) = f(el) D f(eg) =
(34+2,2+2).

6.2 Formes multiples de I’élément neutre : F.(K;) = (K;, K;).
Si f(ei) = (ni1,ni2), alors f(e;) = (niz2,mi1),
fle;i®@e) = flei) ® f(&) = (ni1 +ni2,nin +mni2) = (K4, K;) = Fo(K;),
flei®e) = f(Fun)

Ainsi & chaque forme multiple de I’élément neutre de (G, ®) : F; ny,
correspond une forme multiple de I’élément neutre de (Z, @) :
F.(K;) = (K;, K;), avec K; € N > 1.

L’élément neutre retenu pour (G, ®) :
ne = Fon = (N,N) = ( 0 o T i),
aussi f(ne) = (n(),ea nO,e) = Fz(nO,e) - FZ(KO,e); ( KO,e ="N0,e )

7 Fin de la démonstration de la conjecture :

7.1 Proposition :

Cette section se propose de clore la démonstration de la conjecture.
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Une des propriétés des morphismes de groupes indique que 1'image
Im(f) = f(G) du morphisme de groupes f : (G,®) — (Zg,®) est un
sous-groupe de Zg;

cette propriété est aussi démontrée pour ces groupes avec des formes
multiples de 1’élément neutre.

On déduit alors qu'il existe au moins un élément e, € G tel que

flep) = (1,1) (car Im(f) = f(G) est un sous-groupe).

On recherche alors cet élément dans G :

On montre que f(ne) = (n,n) avec quelque soit n>0, n’est pas forcément
cet élément.

On montre enfin que 'élément e, € Gyep.

Ainsi e, = (P}, Pj) (P; peut étre égal & Pj) et f(ep,) = (1,1) ce qui clos la
démonstration.

Théoréme :

= il existe au moins un élément e, € Gyen et pour 2.N>3 tel que

ey = (P, P;) (ou P = Py),

(et pour 2.N>=8 : e, € {Ggen — {ne}})

= avec P; et P; des nombres premiers tels que P + P; = 2.N .

Ce qui équivaut a :

Tout nombre entier pair supérieur o 3 peut s’écrire comme une somme de
deux nombres premiers.

7.2 Démonstration que I'image Im(f) = f(G) du morphisme
de groupe est un sous-groupe. :

Rappels :

Rappel 1 :
Soit une application f du produit cartésien G X G dans Zg : G —/ Zg.
Soit ¢; = (a,b) € (G,®) et a et b écrits sous forme de produit des facteurs
premiers composants a et b.

ki=ni, li=n;,
= e = (a,b) = ( ki=711 1pki7le:TZ2pli)'

Soit encore : e; =(Produit de n;; nombres premiers py,,Produit de n; 2
nombres premiers py; ).
Alors :
= f(ei) = (ni, nig2).

Rappel 2 :
Lemme — F3 : Tous les résultats obtenus dans la théorie des groupes et
impliquant 1’élément neutre, doivent étre identiques pour les 2 familles de
groupes :
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Gy : groupes avec un élément neutre n’ayant qu’une forme et
G ym : groupes avec formes multiples de ’élément neutre et alors pour
toutes les valeurs acceptables de K, .
Rappel 3 :
Détermination de l’élément neutre n. en fixant la valeur unique Kpe :

On sait que F(K;) = (N? —i?, N2 —i?) pour i variant de 1 a (N-2) et donc
que K; = N? — 2,
alors Ky, = Min(K;) =4.N —4=4.(N —1)

(Plus petite valeur parmi les valeurs K; et pour i = N-2). Ainsi
Kn=N?—(N-22=N?-N?24+4N-4=4N -4
Cependant il existe une forme parmi les éléments générateurs non issue de
composition : (N, N).

C’est cette valeur qui est retenue pour Kpe : Kpe = N et 'on a bien
Kne < K.

Alors ne = (N, N).

Ce choix est arbitraire et d’autres choix sont possibles.
Ainsi on peut montrer que n. = (P", P") avec n>0 et P nombre premier >
2.N de la conjecture est aussi un choix possible.

Fin des rappels.

Analyse des formes des images par f des éléments de G :

ces images peuvent étre de la forme : (a,b) ou (b,a) ou (c,c) avec a,b,c des
entiers >= 1, a différent de b, les couples appartenant a& Zr : soit f(e) =
(a,b) ou (b,a) ou (c,c).

Si la forme (a,b) existe alors son symétrique (b,a) aussi.

Pour la forme (c,c), ¢ peut étre égal a 1, soit (1,1) et alors par la définition
de f, I’élément e de G est (P1, P2), Pi et P» étant des nombres premiers et
donc décomposé en un seul facteur premier.

L’élément e de G tel que f(e) = (1,1) ne peut appartenir au sous-ensemble
de G : Geomp car ces éléments sont issus de compositions avec la loi ® et
dans ce cas le nombre de facteurs premiers et >=2 et ne peut donc pas étre
=1.

Fin de I'analyse des formes des images par f des éléments de G.

Pour un morphisme de groupes avec des éléments neutres respectivement
e et € ne possédant qu’une forme,

f(e) = € et 'image de ce morphisme est un sous-groupe.

Pour un morphisme de groupes avec des formes multiples des éléments neutres
respectivement n. et n,, f(n.) = (n,n) avec n arbitraire > 0 est une forme
de I’élément neutre n, mais avec une valeur logique : f(n.) = (n,n) = n,.
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Faisons ’hypothése que l'image Im(f) = f(G) ne soit pas un sous-groupe
de Z R :

alors pour n=1, f(n.) = (n,n) = (1,1) alors Im(f) = f(G) est un sous-
groupe de Zg.

et pour n>1 , alors Im(f) = f(G) n’est pas un sous-groupe de Zg.

Or d’aprés le Lemme — F3 : Tous les résultats obtenus dans la théorie des
groupes et impliquant 1’élément neutre, doivent étre identiques pour les 2
familles de groupes :

GG, : groupes avec un élément neutre n’ayant qu'une forme et

G fim - groupes avec formes multiples de 1’élément neutre et alors pour toutes
les valeurs acceptables de K, .

Les résultats sont contradictoires, aussi c’est ’hypothése de départ qui est
fausse et donc : Im(f) = f(G) est un sous-groupe de Zg.

Ainsi il existe au moins un élément de G : e. tel que f(e.) = (1,1).

Alors f(ne) = (n,n) correspond & n-1 compositions @ avec (1,1) et en effet,
n’influe pas sur la structure de I'image du morphisme.

Im(f) = f(G) du morphisme de groupes f : (G,®) — (Zg,®) est donc un
sous-groupe de Zp.

7.3 Recherche de I’élément ¢, de G tel que f(e,) = (1,1) :

Im(f) = f(G) est un sous-groupe de Zi on se propose alors de rechercher
au moins un élément e, de G
tel que f(ep) = (1,1) = n,, n, étant I'élément neutre de Zp.

Rappel : G = Gyen U Geomp

Si ep € Geomp alors si e, = (a,b) et sil’on écrit a et b en produit de facteurs
premiers alors a et b ne sont pas des premiers;

Aussi e, € Gyepn et 'on vient de montrer que ne doit pas tenir compte de n.,

ainsi €p S {Ggen - {nE}}

Comme il a été vu précédemment :

Pour N=3, 2.N=6 et alors 6=3+3=2+4 alors la conjecture est vérifice et
P =P =3

Pour N=2, 2.N=4 et alors 4=2+2 alors la conjecture est vérifiée et P =
P, =2,

Ainsi ’étude a porté pour N>=4 soit 2.N>=8 et la conjecture est vérifice
pour 2.N=4 et 2.N=6.

Le résultat concerne alors 2.N>3 comme indiqué dans la conjecture.
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Théoréme :

= il existe au moins un élément e, € Ggep et pour 2.N>3 tel que e, =
(55, Pj)a

(et pour 2.N>=8 : e, € {Ggen — {ne}})

= avec F; et P; des nombres premiers tels que P; + P; = 2.N .

Ce qui équivaut a :

Tout nombre entier pair supérieur ¢ 3 peut s’écrire comme une somme de
deuzr nombres premiers.
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8 Exemple de groupe possédant des formes mul-
tiples de 1’élément neutre : (Zp,, ®) :

(Aziome — E7) Les éléments générateurs de (Zpy,, ®) sont :
Ggen = {6176276376717 €9, €3, ne} :
€ : (172)7 (173)7 (175)
€ :(2,1), (3,1), (51)
ne : (1,1) ou (2,2).

e;de;:

(L2)®(2,1) =(3,3) = F(3) = F(K1)
(1,3)®(3,1) = (4,4) = F(4) = F(K2)
(L5)® (5,1) = (6,6) = F(6) = F(K3)

(Aziome — L1) La loi de composition & est telle que (a,b) & (¢,d) = (a +
¢, b+d)
avec a,b,c,d € N > 0, la loi + est 'addition entre ces nombres.

(Axiome — Ly — Axiome — L3) La loi de composition & est commutative et
associative, propriétés héritées de la loi + entre les nombres naturels.

(Aziome — Ne; — Axiome — Neg) Pour tout K € N > 0, Une forme F(K)
de I’élément neutre est F'(K) = (K, K) ainsi toute forme F(K) correspond
a ’élément neutre ne.

L’élément symétrique doit étre défini en méme temps que F(K).

(Aziome — Es1) Pour un élément e; = (a, b), son symeétrique est donc défini
comme : & = (b,a) , il est unique et e; &€ = (a +b,b+ a) = F(a+b).

(Aziome — Esi) De plus les éléments e; ne doivent pas étre symétriques
entre-eux, soit : si e; = (a,b) et e; = (c,d) alors e; @ ej ne peut étre égal a
une forme F(K).

Dans ce cas (a + ¢,b+ d) non = (K, K) soit a — b # d — ¢. Ce qui est le cas
dans notre exemple (2-1=1, 3-1=2 , 5-1=4).

Recherche de la valeur K, :
1-la valeur K, doit étre différente des valeurs Kj;, soit ici 3, 4 et 6.
2-4 chaque composition entre formes : F(K;) @ F(K;) = F(K; + Kj), la

valeur résultante est croissante.

Aussi la valeur K, peut étre inférieure a la plus petite des valeurs K;
soit ici 2 ou 1 (<3).

La forme générateur de n. peut donc étre F'(1) = (1,1), ou F(2) = (2,2) .
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On peut aussi montrer que n, = (1,1) est générateur car on ne peut avoir
de composition (a,b) ® (¢,d) = (a +¢,b+ d) = (1,1) pour a,b,c,d >0.

Des similitudes existent entre (Zpy,, ®) et celui des nombres relatifs Z(+).
Ainsi pour un élément (n1,p1) de (Zpm, ®), n1 est alors un nombre négatif,
p1 nombre positif et & (n1,p1) correspond dans Z(+) : —ny + p1.

Les formes F(1) = F(3) = F(4) = (1,1) = (3,3) = (4,4) dans (Zpm,, ®) et
dans Z(+) : -1+1=-3+3=-4+4=0.

9 Exemple : Application au groupe (G, ®) pour 2.N=18:

Ce paragraphe ne sert qu’a illustrer les résultats obtenues sur un groupe
particulier : (G, ®).

9.1 Liste des f(¢;) et F,(K;) pour (G,®) :

(le caractére "." qui suit correspond a la multiplication entre entiers)

f(ne) = f((9, 9)) - f((33733)) = (27 2)
F.(Ko.e) = (2,2)

fler) = £((8,10)) = f((2.2.2,2.5))
flen) @ fler)

fle2) = F((7,11)) = (1,1) et f
fle2) @ f(e2) = F.(

fles) = f((6,12)) = f((2.3,2.2.3))
fles3) @ f(e3)

flea) = f((5,13)) = (1,1) et f(e1)
fleq) © fex) = F=(2)

F.(4)

fler) @ f(er)



9.2 Eléments distincts ¢; , de (Z,4) (2.N=18) :

f(ne) = (2,2)=F,(2), élément que 'on garde qu’il soit ou non distinct des
autres éléments.

e1.=(3,2) et er, =(2,3), e1. Der, = F.(5),

ea.=(1,2) et ea, = (2,1), ea, P ez, = F,(3),

es. = (1,4) et ez, = (4,1), ez, P ez, = F.(5),
es, = (1,1) = F,(1).

(et (2,2) qui n’est pas générateur car composé avec (1,1) :
2,2)=(1 )& (1,1)).

10 Fin du document : le 14 juillet 2026
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