Lycée Jean Perrin .
Classe de TSI; 2006,/2007 A rendre pour le Mardi 14/11/06

Devoir en temps libre n°2 de Mathématiques'

(A chercher et a remettre en bindme)

Probléme (Exemples d’équations différentielles du premier ordre non linéaires). Le but de ce
probléme est d’étudier les méthodes permettant de déterminer certaines solutions d’équations non
linéaires. Il faut prendre garde au fait que ces solutions ne sont généralement pas définies sur R
tout entier, mais sur des intervalles de R (& préciser) et que contrairement aux équations linéaires,
méme une condition initiale ne garantit pas l'unicité de la solution. De plus :

— Lorsqu’on recherchera une solution, on sera parfois amené a préciser des conditions du type
"on suppose que la solution y ne s’annule pas sur l'intervalle I sur lequel elle est définie".

— Lorsqu’on proposera une solution, on pensera bien & vérifier que, réciproquement, celle-ci
satisfait bien I’équation.

1. Equations & variables séparables. On appelle ainsi les équations qui peuvent se mettre sous
la forme :

y(0)f(y(®) = g(t) (1)

ou f et g sont deux fonctions & valeurs réelles. On peut alors intégrer les deux membres de
I’égalité par rapport & ¢, puis exprimer y en fonction de t. Appliquer cette méthode pour
déterminer des solutions des équations suivantes avec les conditions initiales proposées, sur
les intervalles I et I les plus grands possibles (& préciser) :

/:1+2 /:t2
e { jote’ @ {int

2. Equations homogénes résolues. On appelle ainsi les équations qui peuvent se mettre sous la

forme :
v = (1) @

ou ¢ est une fonction & valeurs réelles.

(a) Montrer que si y est une solution de (2), alors la fonction z définie par z(t) = y(tt)

satisfait une équation & variables séparables (1) que I'on précisera (c’est & dire qu’on
donnera f en fonction de ¢).

(b) En déduire une solution, sur un intervalle I5 le plus grand possible & préciser, de I’équa-

tion : . )
tty —y*=0
E3):

Indication : Au cours des calculs, on pourra exprimer ﬁ sous la forme —“5 + g.

3. Equations de Bernoulli. On appelle ainsi les équations du type :

y'(t) = a()y(t) + b(t)y (1) (3)

ou a et b sont deux fonctions & valeurs réelles. On remarque que les cas a € {0,1} donnent
des équations linéaires du premier ordre. On cherche des solutions de (3) qui ne s’annulent
pas (voire strictement positives si « n’est pas entier).

-«

(a) Montrer que si y est solution de (3), la fonction z = y satisfait une équation diffé-

rentielle linéaire que ’on précisera.
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(b) En déduire des solutions des équations suivantes avec les conditions initiales proposées,
sur les intervalles I et I5 les plus grands possibles (& préciser) :

(&4) : { Z(OZ) i__tl(H— 1)y3 (&) : { (:) -+ f)

4. Equations de Ricatti. On appelle ainsi les équations du type :
y'(t) = a(t)y(t) + b()y(t)* + c(t) (4)

ou a,b et ¢ sont des fonctions & valeurs réelles.

(a) Montrer que si ¢g est une solution particuliére de (4), alors pour tout y solution de (4),
z = y — o satisfait une équation de type Bernoulli (3) dont on précisera les coefficients
en fonction de ¢q(t),a(t) et b(t).

(b) En déduire une solution, sur un intervalle I5 le plus grand possible & préciser, de I’équa-
tion : ) )

Sy =y —-y-6
@:{ ol

Exercice. Soit @ € R un réel fizé. L’objectif de 'exercice est d’étudier la limite de la somme :
S =1n (1+ thQ%) +n (1+ th2%> +n (1+ ch%) +ot (14 thz%)

Les questions 1 et 2 sont indépendantes mais leurs résultats pourront étre utilisés dans la question 3.
1. Un calcul de limite.
(a) Montrer que pour tout > 0, on a thx < z.
20 >

(b) Montrer que pour tout x

(c) En déduire lim th—x

z—0t X
2. Quelques relations.
(a) Montrer pour tout réel z, la relation : ch?z + sh?z = ch(2z).
(b) Montrer pour tout réel z, la relation : 2chzsha = sh(2z).

(c) En déduire pour tout réel z la relation :

2thx

th(2z) = FET

3. Calcul de la limite de S,,.
(a) Quelle est la valeur de S,, pour @ = 07 Par la suite, on suppose « # 0.

(b) Pour tout entier k, écrire 1 4+ th?5 sous la forme 2% ot a et b sont a déterminer en
fonction de « et k.

(¢) En déduire que S,, =In (2"th5) — In(tha).
(d) Déterminer hm Sh-

n—-+4oo
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