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Démonstration directe du « grand théoréme de Fermat »
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LOGIQUE MATHEMATIQUE CLASSIQUE, ARITHMETIQUE ET FERMAT
Notation :

les connecteurs :

MV, = &

operateurs logiques : conjonction, disjonction, négation, implication .

les quantificateurs : ¥ (pour tout ...) , 3(il existe au moins ...)
négationde\‘?' , V=4, 9=V

valeurs logiques : P(a"):V . proposition vraie, P(an):F : proposition fausse ;
a, N €N+ :aetnsont des entiers positifs .

<X,Y >=1 : XetY sont premiers entre eux (p.g.c.d (X,Y)=1).

:EL: + ou bien - (signes opeératoires) .

i=1: produit de m facteurs d’indice 1 .
x =y (mod m) .ye y sont congrus modulo m .

X #y (mod m) . yet y ne sont pas congrus modulo m .
Tous les nombres considérés sont des entiers naturels positifs (N+).

LOGIQUE MATHEMATIQUE CLASSIQUE, ARITHMETIQUE ET FERMAT :
RESUME

Chapitre 1 :

Propriété P :

Pla") =V e (JyzeN+|a"=y" 2", a,ne N+)

Cette propriété P est héréditaire, certains facteurs premiers (ou tous ?) de la puissance a"
possedent cette propriété induite.

Etablissement d’une régle de réduction d’une puissance donnée a un de ses facteurs
premiers (méthode de «descente finie») :

(Z"=Y"+ X" Z Y, X, ne N+) =

(P(Z")=V = (Z"=a"b",P(a") =V V P{H")=V))

(a,be N+,<a,b>=1)

Théoréme F (Tlfi en hommage a Fermat) :
P(Z" = ([[p=)) =V =
. 1=1 o o O 06 1
Fp™ € E=A{(m™),(p27), ey (0" )N (P((pi™)") = V)] =V

Chapitre 2 : Démonstration probable de Fermat de son « grand théoréme » :
Generalisation du théoréme F :
m

[P(Z" = (_l:[lpt-“i)“) =V=

(Vi € B = {(p:™), (p2°2), ooy (P YD P((pS)) = V)] =V



vrai pour n=1, n=2, hypothése de Fermat : vrai pour tout n .

D’ou:

[(Z"=Y"+ X" Z,Y, X,n € N+) =p") =P(Y") = P(X") = V,
(2%)" facteur premier de ZYX| =

[P((ZYX)") pra) )=V =

(P((2 ))ZV),aeEz{at-,izL...s}é
[(Hu v E Jw_i_l(ga}ﬂ:univn}:}

[(Va,v,n, 0 € N+, (2%)" #u" 0" n > 2) =
VZ,Y, X,ne N+, Z" #Y" + X", n > 2)]

Chapitre 3 :

Démonstration du grand théoréme de Fermat

ou démonstration élémentaire du théoréme de Fermat-Wiles :
Théoreme A (A, en hommage a Abel) :

[H P premier (pair ou impair) ,

y.x,ma € Nbyn > 2: (p")" #y" £2", P((p°)") = F] =V =

Théoreme de Fermat-Wiles :
VZY,XneN+n>2:Z"#Y" "+ X" P(Z)=F|=V

Démonstration du théoréeme A :
Suites et séries numeriques .

Chapitre 4 :
Démonstration du théoreme A :
Caractéres de divisibilité des nombres et, suites et séries numériques.

LOGIQUE MATHEMATIQUE CLASSIQUE, ARITHMETIQUE ET FERMAT :

Chapitre 1 :

Utilisation de la logiqgue mathématique bivalente pour établir une propriété héritée par des
facteurs premiers entre eux d’une puissance de degré n égale a la somme ou a la différence de
deux puissances de méme degré n :

Enoncé de la propriété P :

P@") : « La puissance a" est égale a la somme ou a la différence de deux puissances de méme
degré n,a.n = _hi"_|_ »

Dans la logique bivalente (tiers exclu) : P(ﬂ'n} v _'Pﬂ'ﬂ): \/

la proposition P(") est vraie : P(@") =V, ou fausse : P(@") = F .

Etablissement de la propriété héritée :

(Z"=Y"+ X" ZY, X, ne N+) =

(P(Z") =V = (Z" =a"b",P(a") =V Vv P(b")=V))

(a,be N+, <a,b>=1)



C’est une regle de réduction ou méthode de «descente finie.

Propositions logiques :

Q-

[(V a,b,n € N+, Z = ab)

((P(a") = F)A(P(V")=F) = P(Z"=d")=F)| =V
de contraposée :

[(V a,b,n € N+, Z = ab)

(P(Z" =a"b") =V = (P(d") = V)V (P(t") = V))]
Remarque :

[((P(a™) = F) A(P(") = F) = P(Z" =a"b") = F)| = V
est une restriction de :

(P(a") = F)Vv (P(t")=F) = P(Z" =d"}") = F
contraposee de :

P(Z" = d"b") = V = (P(a") = V) A (P(8") = V)

Preuve :

Supposons :

2)-:

(da,b,n € N+, Z = ab)

((P(a") =F)AN(P(b")=F)= P(Z" =d"t")=V)
Cette proposition (2), contradictoire de (1), a pour contraposee :

3)-:

(da,b,n € N+, Z = ab)

(P(Z" =a"b")=F = (P(a")=V)Vv (P(<b"))=V))
[négation de (1)] en contradiction avec la proposition affirmée vraie :

(P(a") =V)V(P(") =V))= (P(Z" =a"b") = V] =V
(La multiplication étant distributive par rapport a 1’addition et la soustraction, et associative.)

La proposition (3) [négation de (1)], contraposée de la contradictoire de (1), mene a une
contradiction, la proposition (1) est donc vraie.

La proposition (1) étant vraie, sa contraposée, proposition équivalente, est vraie aussi :
[(V a,b,n € N+, Z = ab)

(P(Z" =a"V") =V = (P(a") = V)V (P(")=V))]|=V
Autre formulation de preuve équivalente :

On a la proposition vraie par définition : [(¥ @, b,n € N+, Z = ab)
(P(a") =V)V (P(")=V) = (P(Z"=d"b")=V)|=V
de reciproque : [(V @, b,n € N4, Z = ab)

(P(Z" =a"b")=V = (P(a")=V) Vv (P(b") =V))]

qui a pour contradictoire : [(Fa,bne N+,Z = ab)

(P(Z" =a"b")=V = (P(a")=F)AN(P(b") =F))]

qui a pour contraposée : [(Fa,b,ne N+,Z = ab)
(P(a")=V)V(PB")=V)= (P(Z"=a"b")=F)|=F



[négation de la réciproque]
Proposition en contradiction avec la proposition vraie par définition, elle est donc fausse et

Pona: (¥ a,b,n € N+, Z = ab)
(P(Z" =a"b") =V = (P(a") =V)V(P@}")=V))]|=V

21-:

[(V a,b,n € N+, Z = ab)

/&?(Z“ =a'b")=V = (Pla")=V)Vv(PHB")=V))]=V
[(V a,b,n € N+, Z = ab)

(P(Z"=ad"b") =V = (Pa")=V)V(PH")=V))]=V
= [([P(Z"=ad"b")=V)A(P(a")=F)= (P(b") =V)]

Cette proposition (A) donne une regle opératoire qui, par itérations successives, constitue
une regle de réduction ou de « descente finie» relevant du principe d’induction finie.
Ainsi la proposition (A1) implique la proposition de réduction :

B-:

T
Z = H Pz‘m T
i=1 , Z décomposé en un produit de facteurs premiers, ¢ € N+

(Pz" = ([Tp) =V =

(P((p™)" = V)V (P((p2")") = V)V o V(P((p™)") = V)] =V
de p_roposmon équivalente :

'cl':h-é(-)réme F:

P = ([Ip=)) =V =

Ap™ € E={(p™), (p2)s o (™) D(P((p:)") = V)| =V

Application :

Démonstration du grand théoréme de Fermat

ou démonstration élémentaire du théoréme de Fermat-Wiles :
m

Z = sz'm

Soit i=1 , Z décomposé en un produit de facteurs premiers, €% € N+
H V£, Y, X,neN+n>2(2" =YY"+ X" =

c. [EI y,r,n € N+,n> 2|(pj?)“ =y" £a", p;Y
ou impair , & € N"‘]

facteur premier de Z, P : pair



D’apres le théoréme F établi ci-dessus (chapitre 1) :

Pz = ([Ip=)) =V =
(3p® € E = {(p:®™), (02°), ooy (o™ Y D(P((p)) = V)] = V

Mais,
Théoreme A :

[Hp premier (pair ou impair)

Vy,z,nae N+n>2: (p")"#y" £2", P((p")")=F] =V =
Théoréme de Fermat-Wiles :

VZY,XneN+n>2:Z"#£Y"+ X" P(Z")=F]=V

Remarques :
Je crois que c¢’est le schéma de démonstration annoncée par Pierre de Fermat (1601-1665).
La démonstration du théoreme A :

[\?’ P premier (pair ou impair) ,

Yy, z,nya € N+,n > 2: (p*)" #y" £ 2", P((p")") = F] = vV
comporte en fait deux démonstrations (arithmétiques, Ch3, Ch4) dont la plus courte est
évidente ou immediate.

Je crois aussi qu’Abel (1802-1829) s’était engagé (conjoncture d’Abel, 1823) a emprunter le
chemin du schéma de démonstration annoncée par Fermat, mais la vie ne lui a pas laissé le
temps nécessaire pour trouver une bonne direction.

Quant a moi, cela fait plus de 45 ans que je suis, de temps en temps, a la recherche de
méthodes mathématiques dont les outils étaient connus de Fermat pour résoudre « 1’énigme de
Fermat ». J’ai essayé, sans succes, plusieurs méthodes (analyse, géométrie, arithmétique) ne
faisant pas appel a la logique mathématique. C’est en reprenant 1’étude des formes
quadratiques binaires et des triplets pythagoriciens, surtout la généralisation des triplets
pythagoriciens primitifs et la conjoncture d’Abel, que la logique mathématique bivalente
m’est apparue étre un outil salvateur.

Ahmed IDRISSI BOUYAHYAOUI
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Chapitre 2

Démonstration probable de Fermat (1601 - 1665) :

Le grand théoreme de Fermat :

« Il est impossible de partager soit un cube en deux cubes, soit un bicarré en deux bicarrés,
soit en général une puissance quelconque supérieure au carré en deux puissances de méme
degré ; j’en ai découvert une démonstration véritablement merveilleuse que cette marge est
trop étroite pour contenir. »

Cette assertion a éte écrite vers 1637 par Fermat sur une marge de son Diophante.
Expression algébrique :

Légalite Z" = Y™ 4+ X "est impossible pour £, Y, X, € N4etn > 2.»

De I’étude des formes quadratiques et ayant observé que si 22 = y2 + X , tout facteur premier
) , ipes . .
Pj “de zyx au carré est somme ou différence de deux puissances carrées :

a2 2 2
(p;™)" =u" xv , Fermat aurait déduit en généralisant la régle de réduction (méthode de
« descente finie ») :

(P(Z")=V,n € N+) = (£" =a"b" = (P(d") = V) A (P(V") = V))



(a,be N+,<a,b>=1)

[ T
SiZ" =Y" + X" alors, 2% étant un facteur premier de ZYX, (2%)"=U" % Vn, égalité
impossible pour n>2 , il en est de méme de 'hypothése Z" = Y" + X".n > 2.

. . 2,2 .2_ 2. 2 . p.ﬂj)z
Pour la forme quadratique simple Yy~ + X%, si 2= = Yy~ + X" alors tout facteur premier (£
de z% est de cette forme car :
- tout diviseur de y2 + X2 est de cette forme ;
- tout nombre impair est égal a la différence de deux carrés ;
- le nombre 2°, pour B > 2, est égal a la différence de deux carrés .
D’ou:
2 _ 2 2, aj .
(2 =y +zp;’ | zyx; Pjpremier ,
T &j' 2 _ 2 2_ T
T,Y, 2,0 € N+) = (p;V) =u £v7;u,v € N4)

Dans une lettre adressée a Mersenne en 1638, Fermat souhaite trouver deux cubes dont la
somme est égale a un cube, deux bicarrés dont la somme est égale a un bicarré. Le méme
probléme fut proposé a Frénicle en 1640 et a Wallis en 1657.

Une autre généralisation :
Fermat croyait tous premiers les nombres :

211.
F. =2 + L(nombres de Fermat) .
Dans une lettre adressée a Frénicle en 1640, comme dans une autre adressée a Pascal en 1654,
Fermat indique qu’il ne posseéde pas la démonstration assurée de son assertion.

Mais, Euler (1707-1783) constata que 641 divise exactement Fs.

En 1994, Andrew Wiles a démontré la conjecture de Taniyama-Shimura-Weil dont le grand
théoreme de Fermat en est un corollaire.
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Chapitre 3 :

Démonstration du grand théoréeme de Fermat

ou démonstration élémentaire du théoreme de Fermat-Wiles:
Démonstration du théoreme A :

Théoreme A

[HP premier (pair ou impair),
Yy, r,n,a0 € N+, n>2:

(P)" #y" £2" P((p")") = F] =V =

Théoréme de Fermat-Wiles :

VZYXneNtn>2:Z"#Y"+ X" P(Z")=F|=V

Démonstration :
Théoréme F (chapitre 1) :
m

[P(Z" = (_l:[lpz-“i)“) =V=



(Api™ € E=A{p1™,p2™, ., p™"}) (P((p™)") = V)] =
Ce théoreme indique une dérivation terminale de la régle de réduction :
P(Z") =V = (2" =a"" = (P(@") = V) V (P(t") = V)
(a,be N+,<a,b>=1)

Soit P tel que P((piV)" )=V (pM)" =y " £a", < pj, y, x>=1.
Posons 40 = Pj et fo = ﬂ’j Jonombre premier (pair ou impair) .

Soit (‘i"ﬂ' )" =wyo" £ 20", g0 = Pj; Yo = Y:To = T, > Ljanoyvelle hypothése .
Posons (Q’k )= T < gy Yk, T >= 1 gnombre premier, k=0,1,2,..

Un résultat important

qui permet une démonstration immeédiate du grand théoréme de Fermat :

Lucas a démontré en 1891 : si X" + yn =7" 0<x< y <z, alors z, y ont au moins 2 facteurs
premiers).

Markoff (1895), Sauer (1905), Mileikowsky (1932) contribuérent & une démonstration
affirmée. (in « 13 lectures on Fermat’s Last Theorem », par Paulo Ribenboim, 1979).

Ce résultat , compte tenu de la régle de réduction établie plus haut, permet de construire une
série numérique alternée divergente et de conclure a une impossibilité, la limite assignée étant
finie .

Ona (i}'k'jk}n =Ur — Tk < Qs Y T >= 1, 4k premier pair ou impair, avec la
condition nécessaire Yk — Tk = Lo G < T < Ynoet, puisque

P(x,") =V,x," = ﬂ-kﬂ(qkﬂﬁﬂi}ntel que P{{E}kﬂﬁkﬂ}ﬂ} =V

d’ou:

('?F»j )= — ﬂan(%ﬂjk“)n E=10,1,2,.
et la suite engendree

(g jﬂ)ﬂ =yo —ao’ (g 1::1)

(@™)" =" —a"(¢™)"

()" = — " (s )"

A partir de cette suite on obtient, aprés développement, la série numérique alternée :
Soyn n n.n n_n_n m_Mmn_ M. n
(Q’ﬂ ) =Yoo — oY1 +dp ady Yz —ag ay A Yz +

k+1_n_n n n
(—1) flgp @1 ... Yr1

Comme @k = 2et Yk = 2.la valeur absolue du terme général de la série est :

- E+1
n. n _n n lim 20T ag . o )
p a1 .0 Yp+1 > k—oc . Cette série numérique alternée est donc
divergente et, par conséquence, 1’égalité

Soyn n n f + ] ]
(g0™)" = yo" — 20", qo, Yo, To, o, n € N7, 1 > 2 5t impossible .
D’ou le théoréme de Fermat-Wiles :

VZY,XnEN+n>2:2"4Y"+ X" P(Z")=F|=V



Comme le résultat obtenu par Lucas n’était pas connu de Fermat, je continue mon exposé
dans le sens du cas général conforme a la définition donnée de la propriété P (chapitre 1) :

(q.l;'jk)n — y.!;ﬂ :I: :I:.!.:n

Nombre de facteurs premiers dans Xy :
Comme tout entier n>2 est un multiple de 4 ou d’un nombre premier impair, il suffit de
prouver le grand théoréme de Fermat pour n=4 et pour chaque nombre premier impair.

Si 4k=2 alors on aura : (Q'Lik)ﬂ =y £ I‘E, <2y, >=1,n> 2
Pour n impaLr:
Loegalitg (27°)" = " " = (yo T o) (" £ 2")/(yr £ x1))

est impossible, le premier membre est une puissance de 2 et, dans le produit du second

membre, le facteur (g £x2") /(Y £ 1)) est impair.
[y;; = T :_:" 1= (ykﬂ + iﬁkﬂ)/(yk:l:iﬁ;;) g 1]

Pourn=4:

Byt 4 1 0= v . 4 4 e
1-:(2%) =y, + 23,0 = 2(?}1@&’41 égalité impossible, ¥x T T, supérieur a 4,
n’est pas une puissance de 2 .

Bt 4 4 _ 4 2 2 2y .

2. (27%) =y — 2 = (Y — Ik)(yf; + I;;), égalité impossible, le facteur
2 2 . . ) 2 2 __ 2 ( d4)

(i + I.!;), supérieur & 4, n’est pas une puissance de 2 (¥x T Ty = 2 (Moaz))

. BSryn o n n f 7 . .
Donc, Pégalite (27°)" = Uk £ Ty, Y, T, 1, B € Ntetns2, est impossible et, par
suite, Q est nécessairement impair et un des deux nombres Xy ou Y est pair et a,
nécessairement, au moins deux facteurs premiers.

) Bpayn n :I: n . ., . R
Dans I’égalité (G"Fc ) = Yk Lk, supposons que X est pair, si nécessaire aprés une

Bpayn 1! mn
opération d’échange de signes et de dénominations : (g*)" = Zu”" £a”,
Donc, Xk a au moins 2 facteurs premiers.

- - Ve Y Y ﬂ
Par application du théoreme Fa Tr ,ona:
Fkt1yn
— 9o Bk+1 t+ = o
Ty = 27 @ qr " et P ((Q&*-I—l ) ) =V 9k+1nombre premier impair, et I’on a :

(@)™ = dyi £ (27)"ar" (g™ )", Yk ay sont des nombres impairs,
ar = 1 k=0,1,2, ...
D’ou la suite (== : + ou bien -, signes opératoires) :
(q0™)" = +yp + 25 = £y5 + (2*)"a0" (¢:™)"
3 3
(¢:™)" = £y £ 2] = Ty " = (2)"a:"(¢2™)"

(%) = 7 £ 27 = 257 £ (2)"05" (gosa )"

Le terme général (fi’k'jk )" de la suite {(ffk'jk)n}s 4:nombre premier impair, est tel que
(g*)" = 3"



Développement en série numerique :

: o . Boyn - .
La suite d’égalités ci-dessus permet d’associer a (QD ) une série numérique :

(E}'ﬂ'jﬂ}ﬂ = :I:ygnzl: {2Qﬂ}ﬂﬁﬂny1ﬂ:|: (2&1 }nﬂ-lﬂygﬂ +..+ (2Qk}ﬂﬂ-kﬂyk+1ﬂ :I:I;;_Flﬂ} .-

D’ou aprés développement suivant la suite donnée ci-dessus :
(qﬂﬁu)ﬂ — :I: n :I: (Qau)ﬂaﬂny n :I: (Qau)n(2a1 )ﬂﬂﬂﬂﬂ-lnyzﬂ
(270" (2“1)(2‘“?}“-:113 a’ "ag"ys" ... £ 2°0)7(271)"(27%)"
(2%)%ag"ay " ag " Y ”
Pour simplifier 1’écriture, posons :
cp = 0p + 0o +ag+ ...+ op, o = 1,k=0, 1,2, ....
Cr E k + 1
by, = GpQ1G2...ak, ; ; ;Drestun nombre impair ,
d’ou
(qﬂﬁu}f:w: :Eyun :I:ﬂ Qﬂq]boﬂyln :I: 2nc1 b1ﬂ'yzﬂ :I: QHC?bgﬂygn:I:
27Dy Y
. . N L1, :I:Qﬂckb n T
La somme de toute association d’un nombre quelconque des ¢léments ko Yer1 |
k=0, 1, 2, 3 , n’est jamais nulle, les coefficients 2""k¢étant tous distincts et les nombres

b Yrr" étant impairs. Ainsi le reste
ne n o n n
Ry = £2 k(bh Yrt1 =27 b1 Yrio T est de valeur absolue |
nik+1) lim |R| — oo
[Ry| 2 20040 o i |7
Boyn
le nombre (40" ) "est fini.
Soyn _ o T L :
Doncl’égalité,(@'ﬂ )" =yo" £ 0 est impossible .
Autre formulation :
L, L. , L L n
Le terme général de la série a une valeur absolue égale a : ko Ye+1 .

lim 2"+ — oo
Comme Fk—ma , la série est divergente.
La condition nécessaire de convergence [Cauchy (1789-1857)] n’étant pas satisfaite, la

, Ce qui conduit a une égalité impossible puisque

: - e . .y Boy\n
sommation totale de la série ne peut étre egale a la limite assignée ('?ﬂ } .
. Soyn __ n + n . .

Donc I’égalité (g0™)" =yo" £T0" est impossible .
Les hypothéses,

. 3 Oy
(pjﬁi')ﬂ = yﬂ :I::I:n_, (q;ﬁ k)ﬂ = ykn 4 .’I!,:;ﬂ_, Q\‘.D'jﬂ = pjj_‘ (k = []_, 1_, 2_, }’ (Ol] pj
et Jx sont des nombres premiers), déduites de I’hypothése initiale

n n
Z"=Y"+ X , = 2-, étant fausses, 1’égalité
=Y"+ X", ZY, X, n € Ntet n > 2, est impossible .

Ahmed IDRISSI BOUYAHYAOQUI
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Chapitre 4 :
Démonstration du théoreme A :
Autre démonstration utilisant le caractére de divisibilité des nombres et le développement en
suites et séries numériques :
Par hypothése Z" = Y" + X" et
P(Z") = P(Y") = P(X") = P((ZYX)") =V, < Z, Y, X >=1 gonc

nécessairement, au moins trois facteurs premiers distincts vérifient la propriété P(a") .

)



Soit g, un facteur premier impair de ZYX tel que P((g")") = V et soit 2° , le facteur
premier pair de ZYX tel que, supposons, P((2%)") = V..

Comme tout entier n>2 est un multiple de 4 ou d’un nombre premier impair, il suffit de
prouver le grand théoréme de Fermat pour n=4 et pour chaque nombre premier impair.

soit (29)" =¢" £2", < 2y, >=1,n > 2 nimpair :

L’égalité : (29" =y " 2" =(y £ 2)[(y" £2")/(y % 2)]est impossible, le
premier membre est une puissance de 2 et dans le produit du second membre, le facteur

[(v" £2")/(y £ 2)est impair .
npair:n=4
4 4 4 —
1-: (2% =y +27°,0=2 (mod 4), égalité impossible, (y4 + x* , supérieur a 4,
n’est pas une puissance de 2) .
2-: (29 = y* = x* = (Y2 = xO)(y? + x°) , égalité impossible, le facteur (y* + X?) ,
rieur 2 i ((y* +2") = 2 (mod 4))
supérieur a 4, n’est pas une puissance de 2, \\ ¥ TI) = mod .
Oy T n n
Donc, I’égalité (29)"=y" £a",y,x,n,a € Ntg n>2, est impossible.

Jyn L] !
soit (¢ }3 4: ] jii? .-;i 4, Y, >= 1, gnombre premier impair :
n=4:(¢")" =y Tz
1-: (@) =y =X = (v XA + %),

les deux facteurs (impairs) du produit du second membre étant premiers entre eux et leur
produit étant égal a une puissance d’un nombre premier, cette ¢galité est donc impossible.

2-: () =yt + X,

Posons

(q‘k'jk}li - y;;4+1:;;4, k= D! 1!2! ey G = o, _-&D = -"31 Yo =Y, Tp =T, < Tk s Uiy Tk >=1.
D’ou

g = (@) =) (@) i ?), < br/ > = (0™ ) =) (™) +4n”)
et les nombres yy et X, ont chacun au moins deux facteurs premiers.

Comme P(yk4 = (Q’k'jk )4 - Ik4) = P(Ik4 = (Ei’k'jk)4 - yﬁ) =V on en déduit

T = ﬂ-kfi"kﬂ'jk“ tel que P(E}'k+1'jk+1)ﬂ) =Viar e N+,ap = 2 o rona

(gx™)* = w* + an* (e Besr ) K= 0. 1.2

D’ou la suite : ’ B .

(ifﬂ'jﬂ}4 = 9’134 + 2 = y04 + ﬂﬂ4(QI'51}4

(91'31}4 = yfi tayt = y{i + H-14(E1’2'32}4

By 4 5144 324 B4 ) B4
comme (907°)" > (@17)" > (@2™)" > ... > (@™*)" > .. jasuite 1(qx ) Jest
décroissante indéfiniment. Cette « descente infinie » est impossible, les nombres premiers
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. . . Boyd _ o 4 4 .
impairs 4k étant supérieurs a 2 . L égalité (@) = Yo + To est impossible .
Done, I"égalité (9°)* = y* + x* est impossible .

soit (GF)" = y" + X", < q,y,x > = 1,n > 2 et impair :

(Abel, in « Analyse indéterminée », par Robert D. Carmichael, 1929)

@) =y"+ X" = (y + X)[(y" + x") / (y + X)] oit le facteur [(y" + X")/(y+x)] peut s’&crire
sous la forme :

[ +X") [ (y + ] = [[(y +X) = X]" +x"] / (y +X)

= [y +"=nly +x)" Dx+ o+ n(y +3)xP V] (y +X)

= (y + x)Q(y,x) + nx® D ot Q(y,x) est un polyndme en y et x & coefficients entiers .

Posons n=p, p premier impair .
Comme y et x sont premiers entre eux, les deux facteurs :

(y + x) et [(y + X)Q(y,X) + px®~ ] ont pour p.g.c.d Loup.
Si p.g.c.d =1, les deux facteurs du second membre, (Y + X) et [(yp + Xp) / (Y + X)] , sont
premiers entre eux et leur produit admettant une décomposition en un seul facteur premier,
Pégalité (@P)P = yP + XP est impossible .
Sip.g.cd=p,alorsp=q, et ona: (g7 = (y + X)[(y + X)Q(y.X) + qx® "]
Les deux facteurs du second membre, (y + X) et [(y + X)Q(y,x) + gx® ~ "], doivent étre
des puissances de q . Le terme (y + X)Q(Y,X) étant divisible par ¢ et < q,y,X > =1, le
facteur [(y + X)Q(y,x) + qx(p - 1)] n’est pas divisible par q2 et donc n’est pas une puissance
de g contrairement a I’hypothése. L’égalité (qB )9 = y% + x%est impossible .
Ainsi, égalité ()" = y" + X" est impossible .
soit (¢7)"=y" —a", <quy,x>=1, 9premier impair, n impair > 2 :
Posons
(Qrk'jk)ﬂ — ykﬂ - Ikn! k= U! 1!2! -y 0 = [L_.BD — -31 Yo=Y, Top = .
L’égalité ('?k'jk)ﬂ =y = = (y—a2)[(y" —2")/(y- I)]implique

s no__ 7 Span
nécessairement Y — Xc = letlPona ¥k = Tk = Qi " Yr = Tp + (Q’Fc ) .
Le nombre Xy a au moins deux facteurs premiers sinon on aurait la contradiction :
Yk — Xk =Let yr' =y + (?k'jk}nimpliquant e — @ = et ap = E}k'jk, ce qui
est impossible puisque < Qk,Yk,Xk>=1 .
Posons L'k = I51-;;Ej_r’;c+1'j‘“+1tel que P((E}’kﬂ'jk“}ﬂ) =V,a, € N+,a; = 2, et
(Q’k'jk)ﬂ =y — ﬁ'kﬂ(%ﬂ'jkﬂ)ﬂ: '-?Fc'jkpremier impair, k=0, 1,2, ... .
D’ou la suite :
(q0™)" = yo" — x0" =yo" — ao" (¢x™)"
(Q’l‘ji)ﬂ =" -z =y — ﬂ-lﬂ(qz'j?}ﬂ

Le terme général ('-?Fc'jk )" de Ia suite {('-?k'jk )" Yest tel que (Q’k’jk )" = 3"
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Développement en série numérique alternée :

: o . Boyn - .
La suite d’égalités ci-dessus permet d’associer a (QD ) une série numérique :

a

(qﬂﬂ 2:‘1 :nyqjﬂ _ ﬂ{jﬂ (T%fln _ Elﬂ(ygn }

—as" (Ya" — . = " (Yot — Tea')-))))
D’ou le développement en série alternée :

(t}ﬂ'jﬂ)ﬂ = Yo —ﬂﬂﬂyln—Fﬁﬂﬂﬂ-lﬂyzn—ﬂﬂnﬂ-lnﬂ-zﬂyaﬂ-l—----F(—1)k+1ﬂﬂﬂﬂ-lﬂ---ﬂ-knyk+1n---

Pour simplifier I’écriture, posons : b, = apaiag...ap,ap = 2,k = 0,1, ...
(t}ﬂ'jﬂ}ﬂ =y — by + 0y — by 4+ (—1)h+1bkﬂyk+1ﬂ----

. L. mn n nik+1)
Le terme géneral de la série a pour valeur absolue : br Yri1 > 2 :

lim 2"*t) 0o
Comme k—oa , la série est divergente.
La condition nécessaire de convergence (Cauchy) n’étant pas satisfaite, la sommation totale
. N T - Boyn
de la série ne peut étre égale a la limite assignée ('-?ﬂ ) :
. Soyn n n . .
Donc, l’égahté,(@D )" =" — 20" est impossible .
oivn o n T Span n n S0 oy
Les hypothéses, ()" =y" 2", (@ )" = u" ", @™ = p;™, (k=0, 1,
2, ...) (ot Pj et Ok sont des nombres premiers) , déduites de I’hypothése initiale Z" = Y" +
T Tn n
X“,n >2 , étant fausses, I’égalité Z"=Y"+X 1 Z: Y, X:ﬂ € N4etn >2, est
impossible .
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