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Introduction

Ce texte fait suite & une série de cours trés informels que j’ai eu le plaisir de donner, en
soirées, en juin 1998 aux Houches, a I'occasion de la rencontre Quantum Field Theory, Pers-
pective and Prospective organisée par Cécile DEWITT-MORETTE et Jean-Bernard ZUBER.
Cette version écrite va bien au dela de ce que j’ai pu y exposer alors, mais j'espére en avoir
gardé lesprit en allant a P'essentiel.

Ce texte traite d’un sujet trés présent et incontournable aujourd’hui en physique théo-
rique : la cohomologie. Le premier chapitre constitue une série de rappels sur d’une part les
variétés différentiables, et d’autre part les algébres associatives. En effet, I'homologie et la
cohomologie tirent leurs origines dans ces deux grands domaines des mathématiques, et de
nombreuses constructions et exemples en sont issus. Les définitions élémentaires sont données,
et surtout les exemples les plus courants sont exposés et développés, dans le domaine impor-
tant des espaces topologiques et des variétés différentiables, mais aussi dans les domaines des
groupes et algébres de Lie et des algébres associatives. Les relations entre la cohomologie des
variétés différentiables et les actions de groupes sont abordées dans le troisiéme chapitre. Les
notions trés importantes de classes caractéristiques et de cohomologie équivariantes y sont
traitées sans entrer profondément dans les détails, car des traités entiers sont consacrés a ces
deux sujets particuliérement riches.

Jespére que cette centaine de pages pourra rendre service comme introduction aux ou-
vrages référencés et commentés dans la bibliographie.
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Chapitre 1

Rappels géométriques et algébriques

Dans ce chapitre, sont introduites des définitions générales sur les algebres associatives et
sur les variétés différentiables. Elles serviront pour développer des exemples d’homologies et
de cohomologies par la suite. Ce chapitre ne se veut pas une introduction exhaustive a ces
deux grands domaines des mathématiques, et nous renvoyons a des ouvrages plus complets
pour des compléments.

1.1 Algebres associatives

1.1.1 Généralités sur les algébres associatives

Algébres associatives unitaires

Une algébre associative &7 est un espace vectoriel muni d'un prodwit distributif par
rapport & ’addition

o x o — of
(a,b) — ab

tel que pour tout A € R (ou C si c’est une algébre complexe) (Aa)b = a(\b) = A(ab) et
qui vérifie la formule d’associativité (ab)c = a(bc) pour tous a,b, ¢ € 7. Cette algebre
associative est unitaire si en plus il existe un élément unité 1 tel que la = all = a pour
tout a € /. La dimension d'une algébre est sa dimension en tant qu’espace vectoriel; en
particulier, elle peut étre infinie.

Une algeébre associative &7 est commutative si ab = ba pour tous a,b € o. En général,
une algébre associative &/ n’est pas commutative. Il est cependant possible d’extraire de o7
une sous-algébre associative commutative, notée 2 (<), le centre de <7, définie par

Z(A)={ac A/ ab=ba Vbe o/}

Z () est donc 'ensemble des éléments de <7 qui commutent avec tous les autres. Si o7 est
unitaire, alors 2°(.e7) l'est aussi car 'élément 1 est dans 27(</).

Soient &7 et # deux algébres associatives unitaires. Nous dirons qu’une application linéaire
@ o/ — 9 est un morphisme d’algébres associatives unitaires, si, pour tous a,b € &7,
p(ab) = p(a)p(b) et p(1) = L.
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Une représentation d’une algébre associative &7 sur un espace vectoriel V' est un mor-
phisme d’algébres associatives &7 — Z(V), ou £ (V) est algébre des endomorphismes d’un
espace vectoriel V.

Graduation

Un espace vectoriel gradué est un espace vectoriel V' qui se décompose en somme
directe V' = @,czV"™ d’espaces vectoriels V™. Cette graduation peut n’utiliser que les entiers
positifs, et, dans ce cas, V" = {0} pour tout n < 0. L’espace vectoriel est alors gradué sur
N. Un élément v € V" sera dit homogéne de degré n.

Une application linéaire ¢ : V' — W entre deux espaces vectoriels gradués V et W est
de degré homogéne r € Z si pour tout v € V", p(v) € W™, On peut concevoir des
applications linéaires de degré strictement négatif méme sur des espaces vectoriels gradués
sur N. Dans ce cas, p(a) est nul si n+r < 0.

Une algebre associative &7 est une algébre associative graduée si I'espace vectoriel
sous-jacent est un espace vectoriel gradué, c’est-a-dire

A =D
neZ
et si cette graduation est compatible avec le produit de ’algébre au sens ou pour tous a,, € @™
et a,, € F™, a,a,, € ™™, Cette relation s’écrit symboliquement sous la forme

%n%m C VQ{n-%—m

Cette relation implique qu’en particulier, nous avons &7°27° C &7°, donc &7° est une sous-
algebre de 7, qui contient nécessairement I’élément unité de o si en plus &7 est unitaire.
Les algébres rencontrées dans ce qui suit seront en général graduées sur N.

Une algebre associative unitaire graduée <7 sera dite graduée commutative, si, pour
tous a, € 4" et a,, € &/™, nous avons

Ap Ay = (_ 1 )nm,am an

En particulier, 7° est une algébre associative unitaire commutative au sens des algébres
(ab = ba pour tous a,b € ).

Si &/° = R, nous dirons que I'algébre graduée &/ est connexe. Une algébre graduée (resp.
graduée commutative) connexe est dite libre s’il existe un ensemble {e,} d’éléments homo-
génes de &/t = @,5147" qui engendrent /™ (i.e. tout élément de o/* est une combinaison
linéaire de produits des e,) sans relations algébriques (resp. autres que la commutativité
graduée).

Une application linéaire ¢ : &/ — 2 entre deux algeébres graduées est un morphisme
d’algébres graduées si c’est un morphisme d’algébres associatives et si pour tout a € @™,
p(a) € B". Clest en particulier une application linéaire de degré 0 entre les espace vectoriels
gradués &7 et A.

Involution

Une involution sur une algébre associative unitaire o7 (sur C) est une application

o — o

a—a*
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telle que a** = a (idempotente) pour tout a € &7 et qui est compatible avec la structure
d’algébre au sens ot (Aa)* = Aa*; (a +b)* = a* +b*; (ab)* = b*a* pour tous A € C, a,b € C.
Une algébre munie d’une involution est une algébre involutive. Si &/ est unitaire, alors
1* = 1 par unicité de l'unité.

Un élément a € o7 est hermitien si a* = a. Tout élément peut s’écrire de fagon unique
a = ay + ias ol a; et ap sont hermitiens. Il suffit de poser a; = %(a +a*) et ag = é(a —a*).
Par exemple, a*a est hermitien pour tout a € o7, et 1 est hermitien. Une involution est dite
non dégénérée si a*a = 0 implique a = 0.

Une application linéaire ¢ : & — 2 entre deux algeébres involutives est un morphisme
d’algébres involutives si c¢’est un morphisme d’algébres et si pour tout a € o7, p(a*) =

o(a)”.

Dérivations

Soit 7 une algébre associative. Une dérivation de .o/ est une application linéaire ¢ :
o — of telle que
d(ab) = d(a)b+ ad(b)
pour tous a,b € /. Nous noterons Der(/) l'espace vectoriel des dérivations sur 7. Il est
facile de vérifier que c’est une algébre de Lie pour le crochet de Lie défini par

[(51,52} = (51 052 - 52051

Sife Z()etd e Der(e), alors 'endomorphisme f§ : &7 — o défini par (f0)(a) = fi(a)

est aussi une dérivation. Ceci fait de Der(/) un module sur le centre 2 (/) de &/ (voir plus

loin la notion de module sur une algébre). Ce n’est pas un module sur <7 tout entier, car la

commutativité intervient de fagon essentielle pour prouver que f§ est bien une dérivation.

On vérifiera sans peine que si &7 est unitaire, alors pour toute dérivation §, on a §(1) = 0.
Nous appellerons dérivation intérieure sur ./ une dérivation de la forme

b [a,b] = ab — ba = ad,(b)

pour un a € & (il est aisé de vérifier que cette expression définit bien une dérivation, grace a
lassociativité). L’ensemble des dérivations intérieures forme une sous-algebre de Lie Int(<7)
de Der(/). L’application

o — Int()

a+— ad,

est surjective et a pour noyau le centre Z (&) de «. Donc nous avons l'isomorphisme d’es-
paces vectoriels

A | Z () ~ Int()
Pour tous X € Der(«) et a € &7, nous avons
(X, ad,] = adx,

c’est a dire
[Der(«), Int(7)] C Int(«)
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Int(%/) est donc un idéal de Der(«) (au sens des algebres de Lie), ce qui signifie que
Der(47)/Int(47) est une algébre de Lie. On note Out(%/) cette algébre de Lie, qui repré-
sente en quelque sorte les dérivations de & qui ne sont pas intérieures (d’ou le nom « Out »).
On remarquera qu’une algébre commutative n’a pas de dérivations intérieures.

Soit maintenant & une algébre graduée. Une application linéaire § : & — & de degré
homogéne r est une dérivation graduée de degré r si pour tous a, € " et b € &,

d(anb) = d(a,)b+ (—1)"a,d(b)

Dans ce contexte, une dérivation n’est autre qu’une dérivation graduée de degré homogéne
pair. On note Der, (&) 'espace vectoriel des dérivations graduces de degré r sur <7, et

Dery, (/) = P Der,(#)

TEL

I’espace vectoriel de toutes les dérivations graduées de <.
On a remarqué que les dérivations d’une algébre associative formaient une algébre de Lie.
11 existe une propriété équivalente sur les dérivations graduées. Pour cela, il faut introduire
un crochet de Lie gradué de deux dérivations graduées 9, et ds, de degrés respectifs r et
s, en posant
[6,,55]gr = 0,0, — (—1)"°0,0,

On peut alors montrer que [d,, 04 o st une dérivation graduée de degré r + s. Ce crochet
gradué vérifie de plus I'identité de Jacobi graduée :

{[&7 Oslgr 6p]gr + (=1)tHpr “55, 5ol 5T] 4 (=1)(ste Uép, 8], 5S]gr -0

gr

Ce crochet donne & I’espace vectoriel Derg, (47) une structure d’algébre de Lie graduée.

1.1.2 Constructions courantes d’algébres associatives

Il est possible, & partir d’une ou plusieurs algébres associatives, d’en construire d’autres.
Les deux constructions les plus courantes sont le produit tensoriel et le quotient (exactement
comme pour les espaces vectoriels). Il en existe une autre, qui consiste & définir un nouveau
produit sur une algébre donnée en inversant l'ordre des facteurs. Ces constructions sont
expliquées dans ce qui suit.

Produit tensoriel d’algebres

Soient &7 et # deux algébres associatives unitaires. Nous pouvons donner a l'espace
vectoriel & ® % une structure d’algébre associative, en définissant le produit par la formule

(a1 (29 bl)(a2 ® bg) = a1ay K b1b2

Si o7 et Z sont unitaires, alors &7 ® % l'est aussi, et son élément unité est 1, @ 1.
Si o/ et # sont des algébres graduées, alors nous pouvons donner a & ® % une structure
d’algebre graduée. Pour cela, sia € &7, a, € ™, b € B, et b,, € B™, nous posons

(a ®bp)(an, @) = (—1)""aa, ® byb
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Dans cette relation, « a,, traverse b,, », d’ou le signe (—1)"™.
La graduation de cette algébre est définie par les sous-espaces vectoriels

(7B = P (&"®B™)

n+m=p

Si o/ et A sont des algébres graduées commutatives, alors la définition précédente donne a
o/ @ P une structure d’algébre graduée commutative.

Idéaux

Les objets qui vont étre définis ici et les propriétés qui vont étre énoncées sont valables
pour les algébres associatives. Cependant, modulo quelques modifications élémentaires, elles
peuvent étre réécrites pour les algebres de Lie.

Nous dirons qu'un sous-espace vectoriel .# d’une algébre associative <7 est un idéal a
gauche si pour tout a € &7 et tout i € ., nous avons ai € £, ce que nous écrivons sous
la forme o/ C .. Un idéal a droite est un sous-espace vectoriel .¢ de & qui vérifie
S o/ C . Enfin, un idéal bilatére est a la fois un idéal a gauche et a droite de /. En
particulier, on remarquera que tout idéal de .o est une sous-algébre de 7.

Par exemple, {0} et & sont des idéaux bilatéres de 7. On les appelle idéaux impropres
de «7. Un idéal propre de & est un idéal qui n’est ni {0} ni «7. Ce sont bien str les idéaux
les plus intéressants de 7.

Sip: o — &' est un morphisme d’algebres, alors Ker ¢ est un idéal bilatére de /. On
verra dans ce qui suit que tous les idéaux bilatéres sont de cette forme.

Une algebre est dite simple si elle ne posséde aucun idéal bilatére propre. En particulier,
tout morphisme d’une algébre simple dans une autre algébre est nécessairement soit trivial
(Ker = &), soit injectif (Ker = {0}).

Un idéal a gauche .# est minimal (resp. maximal) s’il ne contient aucun idéal a gauche
qui différe de {0} et # (resp. s’il n’est contenu dans aucun idéal a gauche différent de o7 et
). On définit de méme les idéaux minimaux et maximaux a droite et bilatéres.

Si E est un sous-ensemble de o7, nous pouvons construire 1'idéal bilatére engendré par
E : cest le plus petit idéal bilatére de o7 qui contient E. Nous pouvons aussi le voir comme
I’ensemble des combinaisons linéaires de tous les produits possibles entre au moins un élément
de F et les éléments de 7.

Remarque : si on adapte ces définitions aux algebres de Lie, dans ce cas, les idéaux a
gauche et a droite sont tous des idéaux bilatéres, par antisymétrie du crochet.

Quotient d'une algébre

Soit .# un idéal bilatére d’une algébre . L’espace vectoriel o7 /.7 des classes d’équiva-
lence de la relation a ~ b <=:a — b € . peut étre muni d'un produit qui en fait une algébre
associative : si [a] = a+ & et [b] = b+ .# sont des éléments de </ /.#, nous posons

[a][b] = [ab]

=ab+af + Ib+ IS
=ab+ I
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Compte-tenu des propriétés de .#, le produit [a][b] ne dépend que des classes [a] et [b] et non
des choix particuliers des représentants a et b. L’algébre obtenue est ’algébre quotient de
&/ par 'idéal bilatére .#. C’est une algebre associative.

Sip: o — &/ est la projection canonique a — [a], alors ¢ est un morphisme
d’algebres et Ker ¢ = #. Donc tout idéal bilatére est le noyau d’un morphisme d’algébres.
Une algebre simple n’admet donc pas de quotient non trivial (&7 /{0} = & et & /o/ = {0}).
Si .# est un idéal bilatére maximal de 7, alors on peut montrer que &/ /.% est simple. Ceci
est dit au fait qu’on ne peut pas trouver d’idéal bilatére coincé entre .# et <.

Voici un exemple trés simple de quotient d’algebre. Soit &7 une algébre associative unitaire
graduée, & = 50" Alors &/ = @, /™ est un idéal bilatére dans & et & o/t = o/,
qui est bien une algébre.

Algébre opposée

A partir d'une algébre associative .7, il est possible de définir une autre algébre associative,
notée o/°P, appelée algébre opposée . L’espace vectoriel sous-jacent & &7? est le méme que
celui de &7, mais le produit est défini par la relation

(a,b) — ba

ot ba est le produit de 7. 1l s’agit donc d’inverser I'ordre de la multiplication de o7, d’ou le
nom « opposée ». Dans le cas ou 'algébre est commutative, 7P s’identifie de fagon évidente
a .

1.1.3 Modules

La notion de module est intimement liée & celle d’algébre. Pour tout type d’algébres
(associatives ou de Lie), il est possible de définir une bonne notion de module qui lui est
propre. Dans ce qui suit, on se place dans le cadre des algébres associatives.

Définitions
Soit 7 une algébre associative unitaire. Un module a gauche sur o/ est un espace
vectoriel . tel qu’il existe un produit

A X M — M

(a,m) — am

distributif par rapport aux additions dans .o et dans .Z et compatible avec la structure de
&/ au sens suivant :

(ab)m = a(bm)
Im=m

On remarquera que dans ce cas, .2/ se représente sur lespace vectoriel .Z .
Un module a droite sur 7 est de méme un espace vectoriel .Z tel qu'il existe un produit

M X A — M

(m,a) — ma
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ayant les propriétés que 'on devine aisément.

Un bimodule . sur < est a la fois un module a gauche et a droite tel que (am)b = a(mb)
pour tous a,b € &7 et m € .4 (compatibilité de la structure a droite et de la structure a
gauche).

Dans le cas ou l'algébre &7 est commutative, on parle souvent de module sur &/ pour
désigner un bimodule .# qui satisfait en plus a la propriété suivante : pour tous a € <7 et
m € A, on a am = ma. Si &/ n'est pas commutative, .Z est un bimodule central si .Z
est un bimodule et si am = ma pour tous a € Z () et m € 4. Cette propriété n’est
bien siir pas toujours vérifiée, méme si &/ est commutative, comme le montre 'exemple de
M = o @ o/, qui est un bimodule sur &/ mais qui n’est pas central.

Un module de type fini sur & est un module .# qui admet un nombre fini d’éléments
{€a} qui engendrent sur &, c’est a dire que tout élément m € .# s’écrit m = a%e, o
les a® € . Il faut prendre garde au fait que I’écriture de m comme combinaison linéaire
sur &/ des e, n’est pas nécessairement unique. Dans un module, contrairement aux espaces
vectoriels, il n’existe pas systématiquement de base.

Soit I un ensemble quelconque, et notons @/ I'espace vectoriel des applications I — 7.
C’est un bimodule pour le produit

o x A x o — "
(a,,b) — apb

ou (apb)(i) = ap(i)b pour tout ¢ € I.
Soit I un ensemble quelconque comme ci-dessus. Posons

D ={(e)icr /Vi€I, ¢; € et I fini C I, ¢;=0pouridJ}

D est done ensemble des (€i)icr, €; € <, tels quun nombre fini seulement des e; soient
non nuls. .7 est un bimodule sur &7 pour le produit

o x gD x of — g0
(ll, (ei)iehb) = (aeib)iel

On peut l'identifier & un sous-bimodule de .&7’. Lorsque I est un ensemble fini de cardinal n,
nous noterons .7 !) = o77 = &/, C’est un bimodule de type fini. Nous dirons qu'un bimodule
M sur o/ est un bimodule libre si .# est isomorphe & un 27) pour un certain ensemble
1.

Soient .4 et A deux modules de méme nature (& gauche, a droite ou bilateéres) et soit
@ M — A une application linéaire. Nous dirons que ¢ est un morphisme de modules
si ¢ est linéaire sur /. Un morphisme de modules qui est bijectif est un isomorphisme de
modules.

Somme directe de modules

Soient . et A deux modules & gauche sur o. L’espace vectoriel .# & .4 est un module
a gauche pour le produit

AIXMSN — MSN

(a,m+n) — am + an
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C’est le module somme directe de .# et 4. Ceci se généralise de fagon immédiate pour
les modules a droite et les bimodules.

Nous dirons qu'un bimodule .Z sur 7 est projectif s’il existe un bimodule .4 tel que
M & N soit un bimodule libre, et projectif de type fini s’il existe un bimodule .4 tel que
M O A soit un bimodule libre de type fini.

Le bimodule @™ s’identifie & la somme directe (comme somme directe de bimodules)
o @D (ou & apparait n fois).

Produit tensoriel sur une algebre

Soient .# un module & droite et .4 un module & gauche sur 7. Nous allons définir
I’espace vectoriel produit tensoriel sur &7 de .# avec A", noté M Q. N .

Pour cela, dans l'espace vectoriel .# ®.4", considérons le sous-espace vectoriel .# engendré
par les éléments de la forme ma @ n — m ® an pour tous m € .#, n € A et a € &/. Nous
posons

M@y N =MSQN|I
Ainsi, dans A4 ®. A, le produit tensoriel est transparent pour .27 : ma @ n = m ® an.

Si A et A sont des bimodules sur 7, alors 4 ®, .4 est un bimodule sur &7, de fagon

naturelle.

Equivalence de Morita

L’équivalence de Morita joue un roéle important dans I'étude des algébres associatives. Sa
définition repose sur la notion de bimodules sur deux algébres distinctes. Soient &7 et 4 deux
algébres associatives. On dira que .# est un o/ — % bimodule si . est a la fois un module a
gauche sur & et un module a droite sur Z tel que (am)b = a(mb) pour tous a € &, b € B,
et me ..

Soient alors &7 et % deux algébres associatives unitaires. Nous dirons que <7 et % sont
équivalentes de Morita s’il existe un & — % bimodule .# et un & — o/ bimodule .4 tels
que M Qpg N ~ o et N Ry M ~ B, ou ces isomorphismes sont des isomorphismes de
bimodules (sur & ou ).

Si deux algebres o7 et Z sont équivalentes de morita, alors on a une correspondance
bijective canonique entre I’ensemble des bimodules sur &7 et I'ensemble des bimodules sur
A, donnée par

& bimodule sur & +— A ®, &P Q. A bimodule sur A

Remarque

Soit .4 un bimodule sur l’algébre associative 7. Alors en fait nous pouvons considérer
A comme un module & gauche sur I'algébre associative o/ ® o7°P. En effet, considérons le
produit

(A QAP X M — M
(a ® b,m) — amb
Il est facile de voir que cette définition fait de .# un module & gauche sur &/ ® 27°?. On

remarquera qu'il est important de bien prendre 1’algébre opposée dans cette définition pour
obtenir a la fin un module & gauche.
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1.2 Variétés, formes, fibrés

1.2.1 Variétés différentiables

Une variété topologique M un espace topologique séparé! tel que pour tout p € M, il
existe un ouvert U de M contenant p, et un homéomorphisme

¢:U—WCR"

ot W est un ouvert de R". L’entier n est la dimension de M. Le couple (U, ¢) est une carte
locale de M. Un ensemble de cartes locales {(U;, ¢;) }ier tel que la réunion des U; soit M
tout entier est appelé un atlas de la variété. L’ensemble {U; };c; est alors un recouvrement
d’ouverts de M. A priori, cet atlas n’est pas unique. En particulier, la réunion de deux atlas
est encore un atlas.

M est une variété différentiable de classe C™(r > 1) si M est une variété topologique
sur laquelle il existe un atlas {(U;, ¢;) }ier tel que, pour tous i, j avec U; NU; # &,

giod; ! ¢i(UiNU;) — ¢;(U; N U;)

est de classe C" au sens usuel des applications différentiables de R™ dans R”. Dans ce cas,
Vatlas {(Ui, ¢;) }ier est dit de classe C”.

Une carte locale (U, ¢) d’une variété différentiable de classe C” sera dite de classe C"'
pour ' < r, si la réunion de cette carte avec un atlas qui définit la structure différentiable
de M est un atlas de classe C"'. Cette définition impose donc que les applications ¢; o ¢~*
soient de classe C™'. 1l sera donc possible de réunir deux atlas de classe C” en un atlas de
classe C", si toutes les cartes locales de I'un sont de classe C" pour la structure différentiable
définie par l'autre.

Une variété topologique peut admettre plusieurs atlas de classe C". Deux tels atlas ne
sont pas toujours compatibles (leur réunion n’est pas nécessairement un atlas de classe C").
Un atlas de classe C” est bien sir un atlas de classe C"" pour tout ' < r. En particulier une
variété différentiable de classe C” est aussi une variété différentiable de classe C*" pour tout
r <.

Des variétés différentiables définies par deux atlas incompatibles peuvent étre isomorphes
(au sens des applications différentiables entre variétés définies plus loin). Une structure dif-
férentiable sur une variété topologique est la donnée d’une variété différentiable construite
sur cette variété topologique, a un isomorphisme prés. A priori, une variété topologique peut
admettre plusieurs structures différentiables. En réalité, pour toute dimension autre que 4,
si une structure différentiable existe sur une variété topologique, alors elle est unique. Par
contre, il a été montré qu’en dimension 4, plusieurs structures différentiables existent sur
R*. Par exemple, sur la variété topologique R, on peut introduire deux atlas incompatibles
{R,t—t)} et {(R, ¢ t3)}, tous deux constitués d'une seule carte. Les structures différen-
tiables sur R définies par ces deux atlas sont les mémes.

Une fonction f : M — R est différentiable de classe C"', avec r’ < r, si pour toute carte
locale (U, ¢) de classe C™', fo¢~': ¢(U) — R est de classe C"'.

Dans ce qui suit, les variétés différentiables et les fonctions définies dessus seront essen-
tiellement de classe C'™°.

1Un espace topologique est dit séparé si, pour tous points x,y de cet espace, il existe un voisinage U de =
et un voisinage V de y tels que UNV = @.
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Coordonnées locales

Soit (U, ¢) une carte locale de la variété différentiable M. Pour tout p € U, ¢(p) € R”
peut s’écrire ¢(p) = (z(p), ..., 2"(p)). Les nombres (x!(p),...,z"(p)) sont les coordonnées
de p dans la carte (U, ¢). Les n fonctions (z,...,z") sont les n fonctions coordonnées
associées a cette carte, elles forment un systéme de coordonnées sur U. Elles sont notées
plus briévement (z?). Les fonctions x° ne sont bien str définies que sur I'ouvert U.

Soit x : ¢(U) — W C R™ un difféomorphisme (de classe C*) entre l'ouvert ¢(U) de
R™ et un autre ouvert W de R™. Alors (U, x o ¢) est encore une carte locale de la variété
différentiable M, dont les coordonnées associées ne sont plus celle associées a la carte locale
(U, ¢). Pour un ouvert U de M donné, il existe donc une infinité de systémes de coordonnées
sur U. x permet d’effectuer un changement de coordonnées sur 'ouvert U. Si (z7) sont les
coordonnées assocides a (U, ¢) et (y7) sont celles assocides & (U, x 0 ¢), alors le changement de
coordonnées est noté symboliquement (y/(z?)), ot il faut considérer les ¢/ comme n fonctions
(de classe C*°) définies sur 'ouvert ¢(U) de R™.

Nous dirons que le systéme de coordonnées associé a une carte locale (U, ¢) est centré
enp € MsipeUet¢g(p) =(0,...,0). Les coordonnées de p sont donc nulles. Un tel
systéme de coordonnée existe toujours pour n’importe quel p, puisqu’il suffit de composer
I’homéomorphisme d’une carte locale par une translation dans R™.

Etant donné une carte locale (U, ¢), une fonction f : M — R prendra localement la forme
f(a',...,2") au dessus de U (par abus de notation). En fait, il s’agit ici de la fonction fo¢='.

Applications différentiables

Soient M et N deux variétés différentiables. Une application F': M — N est différentiable
si, pour toutes cartes locales (U, ¢) sur M et (V,4) sur N telles que F(U) C V, les fonctions
17 o Fo¢p~':U — R sont différentiables.

Si (2%) et (y7) sont les coordonnées des cartes (U, ¢) et (V1)) respectivement, cela signifie
que les fonctions

(@t ") e P (Bt o) = Fi(2! ... ™)

sont différentiables.

L'espace tangent

Soit p un point de la variété différentiable M. Soit € I'ensemble des courbes 7 : [—1,1] —
M telles que (0) = p. Il existe alors e > 0 suffisamment petit tel que v([—¢,¢]) C U pour
un ouvert U d’une carte locale (U, ¢). I est commode d’adopter la notation () = z*(v(t))
sur cet intervalle, olt les % sont les applications coordonnées assocides & la carte locale (U, ¢).
Sur ¢, on définit la relation d’équivalence :

e <d7;§t)> - (%) »

[t=0

11 est aisé de vérifier que cette relation d’équivalence est indépendante du choix du systéme
de coordonnées sur U. Cette relation signifie que deux courbes v et 7/ sont équivalentes si
elles ont méme « vecteur tangent en 0 dans R™ » | sur n’importe quelle carte locale.

Par définition, 'espace tangent en p & M, noté T, M, est 'ensemble des classes d’équi-
valences dans ¢ pour cette relation.
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Cette définition signifie donc que T, M est constitué des « tangentes » des courbes v dans
M. L’indépendance vis & vis du choix des coordonnées locales est essentielle pour assurer la
cohérence de cette définition. Il faut cependant souligner qu’un « vecteur tangent » a M n’a
pas de sens si M n’est pas un sous-ensemble d'un R™. La « tangente » est plutot vue ici dans
Pespace R™, grace aux cartes locales.

Bien qu’il soit possible de visualiser les vecteurs (au moins dans R™), cette définition ne
fait pas apparaitre de facon évidente une éventuelle structure d’espace vectoriel de T,M.
C’est pourquoi 'espace tangent est aussi défini de la fagon suivante.

Soit 'espace vectoriel des fonctions de classe C'* sur M,

F(M)={f: M — R, fdeclasse C*}

Cet espace vectoriel est une algébre pour le produit usuel des fonctions : (fg)(p) = f(p)g(p)-
Pour un p € M, on munit .# (M) de la relation d’équivalence :

f~g<:3U C M, U ouvert avec p € U, tel que fiy = giv

On note Cp°(M) I'ensemble des classes d’équivalence dans % (M) pour cette relation. Le
produit sur (M) passe au quotient (comme il est aisé de le vérifier). Donc Cp°(M) est
une algebre. Une dérivation sur C5°(M) est une application linéaire . : C5°(M) — R qui
vérifie la relation de Leibniz en p : Z(f - §) = L(Nglp) + f(p).Z(G) on f et § sont
les classes d’équivalence de f et g. Par définition, 'espace tangent en p & M, T, M, est
Iespace vectoriel des dérivations sur Co°(M).

La relation d’équivalence définie sur . (M) sert a ne faire dépendre Z(f) que des valeurs
de f et de ses dérivées en p. En effet, la seule information que f garde de f est I'ensemble
des valeurs de f et de ses « dérivées » en p.2 Donc aucun autre point que p ne peut intervenir
dans la définition d’une dérivation £ sur C°(M). Ensuite, la relation de Leibniz assure que
cette dépendance ne peut se faire qu’au maximum par la premiére dérivée de f en p, car une
dérivation d’ordre supérieur ne serait pas compatible avec cette relation.

Ces deux définitions sont bien str équivalentes. Elles peuvent étre reliées de la fagon
suivante. Soit v € € un représentant d’une classe de € /~. Soit f € .#(M) un représentant
d’une classe de C5°(M). La dérivation associ¢e a  est donnée par la formule :

Il est facile de vérifier que c’est bien une dérivation sur C3°(M), c’est a dire que le résultat
ne dépend que des classes de f et . Il est aussi facile de voir que cette relation identifie les
deux définitions.

Ainsi, T,M est un espace vectoriel dont tout vecteur X (p) peut étre vu comme la dé-
rivée d’une courbe (non unique) passant par p, donc comme un « vecteur », ou comme une
dérivation en p sur les fonctions définies au voisinage de p. Localement, dans une carte locale
(U, $), de coordonnées (z'), tout vecteur X (p) € T,M sécrit

0
ozt

X(p)=X'"(p)7=p)

20n dit alors que fNest le jet d’ordre infini de f en p.
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Les %(p) forment une base de T, M. Ce sont les dérivations f— g f, (p), associées aux courbes

t— ¢ Y2 (p),. .., 2 Yp), 2 (p) + t, 2" (p),...,2"(p)) € U pour t suffisamment petit. En
particulier la dimension de 7,M est n.

Lors d'un changement de coordonnées (z¢) — (y7), les bases {%(p)} et {g—y,(p)} sont
reliées entre elles par

o) ozt 0
@(p) = oy (P) 5 ()
La matrice (g—;,(p)) assure donc le changement de bases dans T, M.

Variétés orientables

Une variété différentiable (connexe) M est orientable s'il existe un atlas {(U;, ¢;) bier
de M tel que si (2%) et (y') désignent les coordonnées de deux cartes quelconques de M
s’intersectant, le changement de coordonnées y?(z?) vérifie

oy’
det (W(p)> >0

pour tout p dans l'intersection des ouverts des deux cartes.

Ainsi, si la base {gﬂ (p)} de T, M est choisie comme orientée dans le sens positif, alors la
d

base {w(p)} l’est aussi, puisque le changement de bases s’effectue gréce a une matrice de
déterminant strictement positif. Lorsque le choix d’une telle orientation est fait, on dit que

M est orientée. Une variété orientable n’a que deux orientations possibles.

Champs de vecteurs

Soit T'M 1’espace
™ = |J T,M
peM
11 est facile de montrer que T'M est une variété différentiable orientée. C’est le fibré tangent
aM.

Un champ de vecteurs X sur M est une application différentiable X : M — TM telle
que X (p) € T,M pour tout p € M.? On note I'(M) 'espace vectoriel des champs de vecteurs
sur M. Pour tous f € #(M) et X € T'(M), fX est un champ de vecteurs défini en tout
p € M par (fX)(p) = f(p)X(p)." v

Localement, au dessus d’une carte locale (U, ¢) de M, de coordonnées (z"), on peut écrire

;0

X=X"—
ozt

ot X' : U — R sont des fonctions différentiables, les coordonnées de X dans la carte (U, ¢).
Si X est un champ de vecteurs sur M, et f : M — R une fonctions différentiable, on définit
Xf: M — R comme la fonction (X f)(p) = X(p)f ou le membre de droite fait référence

3En termes de fibrés, X est une section du fibré vectoriel T'M.
AT(M) est donc un module sur .7 (M)
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a la définition de T, M comme dérivations sur Cp°(M). L'application f — X f satisfait a la
relation de Leibniz

X(fg) = (Xflg+ f(Xg)

pour tous f,g € .F (M) et X € T'(M). Cette relation caractérise complétement les champs de
vecteurs sur M au sens ot I'(M) est exactement I'espace vectoriel des applications linéaires
F(M) — Z (M) qui satisfont & cette relation.

Pour tous X,Y € I'(M), on peut définir un nouveau champ de vecteurs [X,Y] € T'(M)
en posant [X,Y]f = X(Yf) — Y(X[). Il est en effet facile de vérifier que cette expression
satisfait bien a la relation de Leibniz (ce qui n’est pas vrai de XY ou Y X séparément). En
coordonnées locales, les coordonnées [X,Y]" de [X, Y] valent

y oY’ vy 0x?
oxd (047

X,Y]) =X

[X,Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y. Ce crochet donne a I'(AM) une
structure d’algébre de Lie.?

Si M et N sont deux variétés différentiables et F' : M — N est une application diffé-
rentiable, on définit F, : T'(M) — ['(N) par la relation suivante. Si X € I'(M), Fi.X est le
champ de vecteurs dont la valeur en tant que dérivée sur f € F(N) est (E.X)f = X(fo F),
ou foF € .Z(M). Localement, les coordonnées de F, X sont données par

Xi

el
FX) =—
( ) ort
ol les notations sont celles déja introduites.
Une construction analogue définit une application T,F : T,M — TppN en posant
T,F(X(p))f = X(p)foF pour tous p € M et f € TpN). TF : TM — TN est
I'application linéaire tangente de F'.

Meétrique et application de Hodge

Une métrique sur la variété M est la donnée d’un produit scalaire g(p) sur chaque espace
vectoriel T,M, g(p) : T,M x T,M — R, tel que pour tous champs de vecteurs X et Y sur M,
p+— g(p)(X(p),Y (p)) soit C*. La métrique est riemannienne si le produit scalaire est défini
positif sur chaque T, M.

On note g; = g(2—, %) la matrice locale de la métrique g dans les coordonnées (z?), g
sa matrice inverse et det g son déterminant.

Siw = wiy.,dx A--- Adx'r € QP(M), on pose

1 . . . )
ww = —————/det ge;, i, g - g wy g datT A A dat
(n—p)lp!
ol ¢, ;, est complétement antisymétrique en les 4, ..., i,, avec €15, = 1. Ces expressions

locales peuvent se recoller sur tout M, et cela définit une application * : Q(M) — Q"?(M).
C’est I'application de Hodge. Elle vérifie * * w = (—1)*"Pw pour tout w € QP(M), donc
elle est inversible. Elle identifie QP(M) a Q" P(M).

ST(M) est l'algébre de Lie des dérivations de I'algébre F (M).

18 Chapitre 1 — Rappels géométriques et algébriques

Variétés a bord

Une variété de dimension n a été définie comme recollements d’ouverts de R™. Il est
possible de considérer des variétés pour lesquels les ouverts de références sont dans R?} =
{(z',...,2") € R"/z' > 0}. Notons H" 'hyperplan de R" défini par 2! = 0 (c’est le bord
de R}). Dans ce cas, pour un point p d’une variété topologique M, on a deux situations
possibles :

1. il existe un ouvert W de R tel que W N H" = &, un ouvert U de M contenant p et
un homéomorphisme ¢ : U — W

2. il existe un ouvert W C R, un ouvert U de M contenant p et un homéomorphisme
¢:U—W=WnRY, tel que ¢(p) € H"NW.

Le premier cas correspond a la situation usuelle. Par contre, la seconde situation est nouvelle,
et signifie que p est un point du bord de M.® On note M le sous-ensemble de M de ces
points. C’est le bord de M. On peut facilement constater que M est une variété topologique
qui n’a pas de bord. Donc

00OM = @

11 est possible d’introduire de la méme fagon des variétés différentiables a bord, les espaces
tangents, les champs de vecteurs, etc... La variété bord OM « récupére » ces structures
induites par celles de M. Par la suite, on ne s’intéressera pas particuliérement a ces variétés,
bien qu’elles jouent un grand role dans les théories homologiques des espaces topologiques,
et les constructions seront faites sur des variétés sans bord.

1.2.2 Formes différentielles
1-formes différentielles

Une 1-forme différentielle « sur M est une application linéaire o : T'(M) — # (M) qui
vérifie a(fX) = fa(X) pour tous f € F(M) et X € T'(M). Les 1-formes différentielles sont
donc duales en un certain sens des champs de vecteurs. On note Q(M) I'espace vectoriel
des 1-formes différentielles sur M. Si f € F(M) et a € QYM), il est facile de voir que
fa € QYM).

Pour f € % (M), on peut définir df : T'(M) — F(M) par df(X) = Xf. Alors il
est facile de vérifier que df € Q'(M). Chaque fonction différentiable définit donc une 1-
forme différentielle. df est appelée la différentielle de la fonction f. L’application linéaire
d: F(M)— QYM), f— df est appelée la différentielle.

p-formes différentielles
Une p-forme différentielle w sur M est une application p-multilinéaire alternée
w:I'(M)x---xT(M) — Z(M)
——
n fois

telle que w(fX1,Xo,...,Xp) = fw(Xy, Xs,...,X,) pour tous f € F(M) et Xy,...,X, €
I'(M). On note QP(M) I'espace vectoriel des p-formes différentielles sur M. Si f € .F (M) et

50n notera que I'ouvert W est la trace sur R} d’un ouvert de R™.
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w € QP(M), alors fw € QP(M). A cause de I'antisymétrie, il est facile de voir que QP(M) =
{0} lorsque p > n (ou n est la dimension de M).
Pour tout w € QF(M), on définit dw € QP (M) par la formule de Koszul
pt1 ‘ ;
dw(Xl, e ,Xp+1> = Z(*l)z+1Xiw(X1./ oY 7Xp+1)
i=1
+ Y (D)X X XYY X )
1<i<j<p+1
pour tous Xi,..., X, € D(M). I est facile de vérifier que cette formule définit bien un
élément de QP (M). d est la différentielle de de Rham sur M.
On remarquera qu’une 0-forme différentielle n’est autre qu'une fonction, d’ou la relation
QM) = F(M).

L’'algébre des formes

On définit espace vectoriel des formes différentielles en posant
n
QM) =P (M)
p=0
On introduit sur cet espace le produit extérieur

@AM (X Xpeg) = =
pa 0€Gp1q
pour toutes formes différentielles w € QP(M) et n € QI(M). Ce produit vérifie w An =
(—1)*n Aw. Cela fait de Q*(M) une algebre associative. C’est ’algébre des formes diffé-
rentielles sur M.

L’application d définie sur tout Q*(M) satisfait & d(w An) = (dw) An+ (=1)Pw A (dn) et
d? = 0. C'est la différentielle sur Q*(M).

Expressions locales

Si (U, ¢) est une carte locale de M et (2%) les coordonnées associées, on introduit les
1-formes différentielles locales dz’ définies au dessus de U par la relation daci(%) = 6;
Toute 1-forme différentielle v s’écrit alors localement au dessus de U comme o = a;dx’, ol
a; : U — R sont les coordonnées locales de « dans la carte (U, §).

Une p-forme différentielle w s’écrit localement

W= wj,.q,dx Ao Ada'r

ot les wy, .4, : U — R sont antisymétriques par rapport aux indices 4. Ce sont les coordonnées
locales de w. La différentielle d prend localement I’expression

0 . ) )
dw = <—.wilwi ) dx* Ndz™ N --- Ndx'?
ozt v

Lors d’un changement de coordonnées locales (%) — (37) sur U, les coordonnées de w se
transforment comme ) )
, oz Oz
Wirgp = 751/11 S Tyfp Wiy ..ip

ol W= w4, dz"t Ao Ada'r =W dyt A Adyr
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Pull-back

Soient M et N deux variétés différentiables et F : M — N une application différen-
tiable. Pour toute p-forme w € QF(N), on définit F*w € QP(M) par (F*w)(Xy,...,X,) =
w(FX7,. .., F.X,) pour tous Xq,..., X, € I'(M). F*w est le pull-back de w par F. Il est
facile de montrer que d(F*w) = F*(dw), ou a gauche il s’agit de la différentielle sur M et a
droite celle sur N.

Localement, avec les notations usuelles, on a

OF OFr
dain " Qai I

(F"w)is iy =

Dérivée de Lie
Pour tout champ de vecteurs X € I'(M), on introduit 'application
ix QM) — QPF~Y(M)
W ixw
définie pour tout p > 0 (par définition elle est nulle sur Q°(M)) en posant
(Ixw)(Xq,..., Xp1) =w(X, X1,..., Xp1)

pour tous Xi,..., X, 1 € I'(M). Cette application est le produit intérieur par le champ
de vecteurs X. Elle vérifie

ix(wAn) = (ixw) A+ (=1)"'w A (ixn)
pour toutes formes w € QP(M) et n € Q*(M),7 et
ixly +iyix =0
pour tous champs de vecteurs X et Y.
ix permet de définir I'application
Lx : QP(M) — QP(M)
wt— Lxw

en posant Lx = iyd+dix. Cette application est la dérivée de Lie dans la direction X. Elle
vérifie
Lx(wAn) = (Lxw) An+wA (Lxn)
pour toutes formes w,n € Q*(M),2 et
[Lx,iy] = ixy]

[Lx,Ly] = Lixy
Ly, d =0

pour tous champs de vecteurs X et Y. Sur les fonctions, Ly n’est autre que la dérivation des
fonctions par le champ de vecteurs X : Lxf = X f.

"Cela fait de ix une dérivation de degré —1 de I'algébre Q*(M).
8Cela fait de Ly une dérivation de 'algébre Q*(M).



Section 1.2 — Variétés, formes, fibrés 21

Intégration

Dans le cas ot M est orientée, il est possible de définir I'intégrale d’'une n-forme différen-
tielle sur M en posant localement, pour w = wy, _;, dz™ A -+ A dz',

/‘ Wi, pdztda® - da™
U

et en recollant ces expressions pour tous les ouverts d’un atlas de M (a 'aide d’une partition
de I'unité). On note
/ w
M

l'intégrale obtenue.

1.2.3 Géométrie des groupes de Lie

Le groupe de Lie et son algébre de Lie

Un groupe de Lie est un espace G qui est a la fois un groupe et une variété différentiable,
tel que les applications

GxG—G G—G
(9,h) — gh g—g

soient différentiables. Cette simple définition donne a tout groupe de Lie une géométrie parti-
culiére. L’application Ly : G — G, h — gh est différentiable. G admet un élément particulier,
son unité e (en tant que groupe). L'application linéaire tangente T, L, : T.G — T,G identifie
de fagon canonique tout plan tangent 7,G au plan tangent en e. Notons g = T.G ce plan
tangent particulier.

Un champ de vecteurs X sur G est invariant & gauche si pour tout ¢ € G, X(g) =
T.L,X(e). En d’autres termes, L, X = X pour tout g € G. Ces relations indiquent que tout
champ de vecteurs invariant & gauche X est complétement caractérisé par sa valeur en e.
Donc l'espace des champs de vecteurs invariants a gauche est isomorphe a g. Il est facile de
vérifier que si X et Y sont invariants a gauche, alors leur crochet de Lie [X, Y] l'est aussi.
Cela donne a g une structure d’algeébre de Lie. C’est 1'algébre de Lie du groupe G. Cette
algebre est de dimension dim G (en tant que variété). C’est un élément essentiel de I'étude du
groupe G, et en particulier de sa géométrie. Son avantage essentiel est d’étre de dimension
finie, alors que l'algébre de Lie de tous les champs de vecteurs sur G ne l'est pas.

Une forme différentielle w sur G est invariante a gauche si L,"w = w pour tout g €
G. On remarquera que si w est invariante a gauche et les X;,..., X, le sont aussi, alors
w(Xi,...,X,) est une constante sur G. Ainsi, les 1-formes différentielles invariantes a gauche
sur G s’identifient a 'espace dual g* de g.

G se représente canoniquement sur g par la représentation adjointe Ad, : g — g
définie par AdyX = Ry Ly X ou Ry : G — G, h — hg est différentiable. Cette représen-
tation adjointe induit une représentation de l’algébre de Lie g sur elle-méme, appelée aussi
représentation adjointe, qui prend la forme adyY = [X,Y] pour tous X,Y € g.
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L’'application exponentielle

Tout champ de vecteur X sur une variété différentielle M définit un flot ¢x; : M — M
par la relation

G0xp) = X (o)

pour ¢ réel et p € M, et la condition initiale ¢y o(p) = p.

Dans le cas ou X est un champ de vecteurs invariant a gauche sur un groupe de Lie, son
flot satisfait en plus & Lydx(e) = ¢,,(g) pour tout g € G.

On définit 'application exponentielle par

exp:g— G
X — ¢x1(e)

Cette application vérifie alors
exp(0) =e

d

pn exp(tX) = X(exp(tX))

Elle identifie un voisinage ouvert de 0 € g a un voisinage ouvert de e € G. De plus, tout
élément d’un groupe de Lie connexe est de la forme g = exp X exp X5 ... exp X pour des
Xy,...,. X €9

1.2.4 Fibrés et connexions
Fibré principal

Soit G un groupe de Lie et M une variété différentiable. Un fibré principal P au dessus
de M, de groupe de structure G est une variété différentiable telle que :

1. il existe une application différentiable surjective w : P — M. 7 est la projection du
fibré, 771(z) est la fibre au dessus de z € M. On la note aussi P,.

2. G agit & droite librement® sur P. On note p — p - g = Ryp cette action.

3. Pour tout x € M, il existe un ouvert U de M contenant x et un difféomorphisme
¢:Ux G — 71 (U) tel que 7(¢(z,h)) = x et ¢ est compatible avec I'action de G au
sens ol ¢(z, hg) = ¢(x, h) - g pour tous z € U et g, h € G.

Le couple (U, ¢) est une trivialisation locale de P au dessus de U. M est la base du
fibré P et G son groupe de structure. Dans le cas des fibrés principaux, G est aussi la
fibre, au sens ot G est isomorphe & 7~ !(x) pour tout z € M.

A partir d’une trivialisation locale (U, ¢) de P, il est possible d’en construire d’autres au
dessus de U.!° Compte tenu des contraintes dans la définition, toute autre trivialisation (U, )
est reliée a (U, ¢) par une application différentiable g : U — G telle que ¢(z, h) = ¢(x, g(z)h)
pour tous z € U et h € G. Ainsi, si (z,h) représente le point p € P dans la trivialisation
(U, 1), alors (x, g(z)h) représente ce méme point dans la trivialisation (U, ¢).

9Pour tout p € P, le sous-groupe G, = {g € G/p- g = p} est réduit & I'élément neutre de G.
10Cela correspond a un « changement de coordonnées » comme dans une carte sur une variété.
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Pour deux ouverts U,V de M tels que UNV # & et (U,¢y) et (V,¢y) soient des
trivialisations de P, il existe une application différentiable gy : U NV — G telle que si
ou(z,hy) = ¢v(z, hy) € P, alors hy = gyvhy pour tout x € U N V. On appelle gyy une
fonction de transition du fibré P.

P est complétement caractérisé par un systéme de trivialisations locales {(Us, ¢;) }ier tel
que les U; forment un recouvrement de M, et des fonctions de transitions g;; : U; N U; —
G (qui n’ont besoin d’étre définie que lorsque U; N U; # @). Ces fonctions de transitions
satisfont & g;;(z) = g;' () pour tout x € U; NU; # @ et gij(x)gju(x)gri(x) = e pour tout
x e U;NU;NU, # 3. Ces relations caractérisent complétement un ensemble de fonctions de
transitions.

Un vecteur vertical X (p) € T,P est un vecteur dans le noyau de T,7 : T,P — T, M
ou = 7w(p). On note V,, C T,P le sous-espace vectoriel des vecteurs verticaux. Pour tout
X € g, p-exp(tX) est une courbe dans P passant en p & t = 0. Son vecteur tangent en p est
clairement vertical (il suffit de dériver la relation 7 (p-exp(tX) = 7 (p)). Pour tout X € g, on
note

d
X'(p) = | —p-exp(tX)
dt
ce vecteur vertical. On peut montrer que tout vecteur vertical de T, P est de cette forme :

Vo ={X"(p)/X € g}

t=0

ce qui fait que V, est isomorphe a g en tant qu’espace vectoriel.

Un champ de vecteurs vertical est un champ de vecteurs sur P vertical en tout point. g
s’identifie donc & un sous-espace des champs de vecteurs verticaux par X — X". Le crochet
de Lie de deux champs de vecteurs verticaux est vertical, et on a [X,Y]" = [X",Y"]. Enfin,
si X est vertical sur P, alors RQ*X I'est aussi.

Fibrés quelconques

Pour des raisons pratiques, on va introduire les fibrés généraux comme des fibrés associés
a des fibrés principaux. Cela n’enléve rien a cette notion, puisqu’on peut montrer que tout
fibré est associé a un fibré principal.

Soient donc P un fibré principal, qui va servir de « modéle » pour le fibré, et G son groupe
de structure. Soit F' un espace topologique sur lequel G agit a gauche continiment. On note
lyf cette action, pour tous g € G et f € I'. Le fibré E, de fibre I associé au fibré principal
P est construit en « remplagant » chaque fibre de P par F'. Cela est possible en substituant
laction & gauche de G (groupe) sur G (fibre) dans P par 'action a gauche ¢ de G sur F.

Concrétement, sur P x F' on définit 'action & droite de G par

(0, f) = (09,441 f)

Alors par définition, on pose E = (P x F)/G l'espace des orbites de cette action. Tout point
de E est une orbite de la forme [p, f] = {(p - g,¢,~1f)/g € G}. L’application wg([p, f]) =
7(p) = x € M est bien définie. C’est la projection ng : E — M. Pour x € M, soit p € 7~ !(x)
fixé. Alors 75" (x) est constitué de tous les [py, f1] tels que 7(p;) = . Or, dans chaque classe
[p1, f1] avec w(p1) = z, il existe un unique représentant de la forme (p, f) = (p1 - 9,441 f1)
pour un g € G. Chaque élément de w5'(z) est donc représenté par un élément de P x F
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de la forme (p, f) (ot p est fixé). f pouvant parcourir tout F, cela montre que 75 (z) est
isomorphe & F'. E est donc un « fibré », de fibre F.

Ce méme genre de raisonnement permet de montrer que pour tout z € M, il existe un
ouvert U de M contenant = et un homéomorphisme y : U x F' — 75! (U). Le couple (U, ) est
une trivialisation locale de E. Elle est bien siir construite & partir d’une trivialisation locale
(U, ¢) de P. Si {(U;, ¢:) }ier forme un systéme de trivialisations locales de P, alors 'ensemble
{(Us, Xi) }ier associé forme un systéme de trivialisation locale de E.

Les fonctions de transitions permettant de passer d’'une trivialisation locale sur £ & une
autre sont de la forme (,, sur U; NU; # @, ot les g;; : U; NU; — G sont les fonctions de
transition de P.

On note £ = P X, F' ce fibré associé¢ a P par l'action ¢ de G sur la fibre type F.

9ij

Sections

Une section d'un fibré E et une application s : M — E telle que wg(s(z)) = = pour tout
x € M. On note I'(E) l'espace des sections de E.

Si P est le fibré principal associé a F, alors I'(E) est isomorphe a P'espace des applications
G-équivariantes P — F, ou une application f : P — F est G-équivariante si f(p - g) =
Ly f(p) pour tous p € P et g € G. On note F(P, F) l'espace des applications G-
équivariantes de P dans F'.

Fibrés vectoriels

Un fibré vectoriel E est un fibré dont chaque fibre F' est un espace vectoriel et pour lequel
£ est une représentation (linéaire) de G sur F. Dans ce cas, I'(E) hérite d’une structure
d’espace vectoriel, et on peut multiplier toute section de E par une fonction sur M. Si E et
E' sont deux fibrés vectoriels sur la variété M (de fibrés principaux associés différents), alors
E®FE =U,en(E, ® EL) est aussi un fibré vectoriel. C'est la somme directe de Whitney
des deux fibrés. Ce type de construction permet d’introduire le fibré vectoriel F ® E' pour
lequel chaque fibre est E, ® E..

A tout fibré vectoriel E on peut associer un fibré principal P auquel E est associé. Ce
fibré principal est défini par ses fibres : la fibre P, est I'espace des repéres de 'espace vectoriel
E, pour tout x € M. Il est facile de vérifier que E est alors associé & P. Si E est muni d’une
métrique de fibré, on peut se restreinte au repéres orthonormaux pour cette métrique.

Connexions

Une connexion sur un fibré principal P est une 1-forme w sur P & valeurs dans 'algébre
de Lie g de G (espace qu'on note Q!(P) ® g), telle que w(X”) = X pour tout X € g et
R;w = Ady—1w pour tout g € G. Dans cette seconde relation, ﬁ; agit sur la partie « forme »
de w, et Ad,-1 agit sur la partie « algebre de Lie ».

On note H, le noyau de w(p) dans T, P. C’est le sous-espace des vecteurs horizontaux
en p. Il est facile de voir que H, @ V,, = T,P pour tout p € P.

Une forme différentielle sur P est dite verticale (resp. horizontale) si elle s’annule dés
que l'un des vecteurs sur laquelle on Papplique est horizontal (resp. vertical). w est par
construction verticale.

HT(E) est un module sur .7 (M).
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On note A I'espace des connexions sur P. Si w et w’ sont des éléments de A, alors w — '
est une 1-forme sur P & valeurs dans g. Cela montre que A est un espace affine, d’espace
vectoriel associé¢ Q1(P) @ g.

Courbure

La courbure d’une connexion w sur P est la 2-forme différentielle 2 sur P a valeurs dans
g définie par
X, V) = (X, V) + [w(X),w(Y)]

pour tous X,Y € ['(P). Par construction, § est horizontale. Il est de plus facile de calculer
que dQ + [w, Q] = 0. C’est I'identité de Bianchi.

Expressions locales

Si (U, ¢) est une trivialisation locale de P, alors on a naturellement une section locale
sy : U — 77 Y(U) définie par sy(z) = é(z,e) pour tout = € U. Soient alors AV = shw la 1-
forme sur U & valeurs dans g qui trivialise w, et FU = s}, la 2-forme sur U & valeurs dans g qui
trivialise 2. Alors FU est reli¢e & AV par larelation FU(X,Y) = dAY(X,Y)+[AY(X), AV(Y))
pour tous X,Y € I'(U) (champs de vecteurs de M définis seulement sur U).

Si (V,9) est une seconde trivialisation locale de P telle que UNV # &, et si gpy : UNV —
G est la fonction de transition, alors les trivialisations locales AV, FU et AV, FV de w et 2
sur U et V sont reliées entre elles par la relation de recollement :

A = gy AYquv + guvdguy
FY = g5v FV gy

ol glj\l/AUgUV est une autre notation pour Adg;”l/AU. On remarquera que les F' se recollent
de fagon homogéne alors que les A admettent un terme supplémentaire de la forme g~ 'dg.

Le groupe de jauge

Un automorphisme vertical d'un fibré principal P est un difféomorphisme f: P — P tel
que f(P,) = P, pour tout x € M, et f(p-g) = f(p) - g pour tous g € G et p € P. L’espace
de ces automorphismes verticaux de P est le groupe de jauge ¥ de P.

Puisque f(p) est dans la méme fibre que p, on peut écrire f(p) = p - ¢(p) pour une
application 1) : P — G. Il est facile de voir que v vérifie 9)(p- g) = g~ (p)g pour tout g € G.
1 est donc une application G-équivariante P — G pour l'action ay(h) = ghg™ de G sur
lui-méme. Ces applications 9 sont aussi des sections d’un fibré associé¢ a P : P x, G.12

Avec ces notations, si w est une connexion sur P, alors f*w est aussi une connexion.
Elle vaut f*w = ¥~ 'wy + 1~ 'dy. 4 agit donc a droite sur A. La courbure de f*w vaut
FFQ=9"1Q.

%4 est un groupe de Lie de dimension infinie. On peut cependant considérer son algébre
de Lie Lie¥. Les éléments de Lie¥ sont les applications G-équivariantes P — g pour la
représentation Ad de G sur g. Ce sont aussi les sections du fibré (vectoriel) associé Adg =
P xapq9.

12(Cest un fibré de fibre G' mais ce n’est pas un fibré principal.
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L’action infinitésimale de Lie? sur une connexion w est donnée par w +— d€ + [w,&] ou
& : P — g est G-équivariante. La courbure satisfait a Q — [, ¢].

1.2.5 Variétés quotients

Une des fagons les plus usuelles de construire des variétés topologiques ou différentiables
consiste a réduire des variétés déja connues en utilisant des relations sur cette variété.

On considére un espace topologique séparé X sur lequel on a une relation d’équivalence
~. L'espace Y = X/ ~ des relations d’équivalences peut étre muni de la topologie induite,
qui la topologie la plus fine qui fasse de la projection w : X — Y une application continue. La
topologie de Y n’est pas nécessairement séparée. Il existe des résultats relativement généraux
qui assurent, pour certains types de classe d’équivalence, que 1'espace quotient Y est séparé.

Un espace topologique X est dit régulier si, pour tout point p de X et tout fermé F' de
X ne contenant pas p, il existe deux ouverts disjoints U et V tels que p e U et FF C V.

Si A est un sous-espace de X, on définit la relation d’équivalence ~ en définissant ces
classes d’équivalence comme les singletons {z} pour = ¢ A et A lui-méme. L'espace quotient
Y est espace X dans lequel A a été réduit & un point. On a alors le résultat suivant :

Si X est régulier et A est fermé dans X, alors Y est séparé.

Les relations d’équivalence les plus courantes proviennent de I’action d’un groupe G sur un
espace topologique X. Une telle action peut étre vue comme un homomorphisme de groupes
entre G et les isomorphismes de X (dans le cas o X est une variété différentiable, on prend
les difféeomorphismes). On note g - p I'action d’un élément g € G sur p € X. L'orbite d'un
point p de X est 'ensemble G(p) = {g - p/g € G}. Les classes d’équivalences de la relations
d’équivalence associée sont les orbites de ’action.

Tout sous-groupe H de G agit sur G de fagon naturelle par multiplication a gauche :
(h,g) — hg pour tous h € H et g € G. L'espace des orbites G/H de cette action est séparé
pour la topologie induite si H est fermé dans G. Dans ce cas, on obtient un fibré principal
G — G/H de groupe de structure H. De plus, dans le cas ot H est un sous-groupe normal
de G, alors G/H est un groupe topologique.

Considérons a nouveau I'action de G sur un espace topologique séparé X. A tout p € X,
on peut aussi associer un sous-groupe de G, le groupe d’isotropie défini par G, = {g €
G/g-p = p}. On peut alors montrer que si G est une groupe topologique compact, alors
pour tout p € X on a un homéomorphisme G/G, — G(p). Cet homéomorphisme provient
de l'application g +— ¢ - p, dont le noyau est exactement G,,.

Une action est dite transitive si pour tous p,q € X on peut trouver g € G tel que
q = g - p. Lorbite de n’importe quel point est donc X tout entier. Dans ce cas il est facile
de constater que les sous-groupe d’isotropie sont tous conjugués entre-eux. Un espace X sur
lequel G agit transitivement est appelé un espace homogéne de G. Cet espace s’identifie
a G/G, pour n’importe quel p € X. De nombreuses variétés différentiables sont des espaces
homogeéne pour des groupes de Lie usuels.
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1.3 Exemples d’algebres associatives

1.3.1 Algebre de matrices ou d’endomorphismes

Ce sont les exemples les plus simples d’algebres associatives unitaires. On les note dans
ce qui suit M(n,R), M(n,C) et £ (V) (algébre des endomorphismes d'un espace vectoriel V
de dimension finie ou non). Si V' est de dimension finie, £ (V') est isomorphe a une algébre
de matrices, et est en particulier de dimension finie.

Les algébres de Lie des dérivations des algebres matricielles M(n,R) et M(n,C) sont
constituées de dérivations intérieures uniquement. Donc dans ce cas, I’algébre de Lie quotient
Out(M (n,C)) est réduite & {0}. Pour toute matrice M, M et M — 2 Tr(M)1 (ou 1 est la
matrice identité) donnent les mémes dérivations intérieures : ady = ad,,_ Ly(an)1: On peut
done toujours normaliser M par Tr(M) = 0. Ainsi, les algébres de Lie des dérivations de
M(n,R) et M(n,C) s’identifient respectivement & sl(n,R) et sl(n, C).

Sur M (n, C), Papplication M +— M (transconjuguée de la matrice M) est une involution.
M(n,R) et M(n,C) sont des algébres simples. Leur centre se réduit a C.

Si & est une algebre associative (sur C), on note M (n, ) lalgébre associative des
matrices de taille n dont les entrées sont dans «/. Il est facile de voir que M(n, /) =
M(n,C)® .

Les deux algebres &7 = C et = M(n,C) sont équivalentes de Morita. Pour le voir, il
suffit de considérer .# = C™ comme module & gauche sur C (multiplication des composantes)
et comme module & droite sur M (n, C) par multiplication d’une matrice ligne par une matrice
carré. De méme, on prend .4 = C" avec cette fois les structures de modules inversée. Alors
on a immédiatement A ®., N = B et N Qg M = . Plus généralement, toute algébre
associative & est équivalente de Morita a lalgébre M (n, &).

1.3.2 Les algebres de fonctions et des formes différentielles sur une
variété

Prenons & = Q*(M) = @®,50"(M) l'algébre des formes différentielles sur une variété
différentiable M, munie du produit extérieur A. C’est une algébre graduée commutative.
L’algébre o/° = QO(M) = C*°(M) est I'algébre commutative des fonctions différentiables sur
M, notée aussi .Z (M) auparavant.

L’algebre de Lie des dérivations de l'algébre .7 (M) est exactement 'algébre de Lie des
champs de vecteurs sur la variété M. Cette algebre de Lie est aussi un module sur . (M)
(au sens bimodule central). On note I'(M) cette algebre de Lie.

Si E est un fibré vectoriel (réel) au dessus de la variété compacte M, alors espace des
sections de E, qu’on note usuellement I'(E), est un module projectif de type fini sur .7 (M).
En effet, le théoréme de Swan dit qu'il existe un fibré vectoriel E’ au dessus de M tel que
E®E ~ M xR" pour un N assez grand. Au niveau des modules des sections, cette relation
sécrit T(E) @ T'(E') ~ #(M)N.

Le produit intérieur ix et la dérivée de Lie Ly définis sur &7 sont respectivement des
dérivations de degré —1 et 0 de <.

Par la suite, cette caractérisation purement algébrique des ces objets géométriques sera
utilisée pour des généralisations.
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1.3.3 L’algebre tensorielle d’un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel sur C, de dimension quelconque. Pour tout n € N* on pose

TV=V® -V
N—————

n fois

et 7OV = C. L’espace vectoriel gradué
TV=p IV

neN

peut étre muni canoniquement d’un produit (le produit tensoriel) qui en fait une algebre
associative unitaire graduée en posant

TV x TV — FrHy
(M@ RV w @ D Wy) = VB BV DW; B -+ D W,

L’algébre ainsi obtenue s’appelle I'algébre tensorielle de V.

Par construction, cette algébre est de dimension infinie et n’est jamais commutative. On
peut aussi définir I’algébre tensorielle comme ’algébre associative graduée libre engendrée en
degré 0 par C et en degré 1 par V. Comme on va le voir dans les exemples qui suivent, elle est
a la base de constructions de nombreuses autres algébres, obtenues par quotient par un idéal
bilatére bien choisi. En fait, comme on le verra, toute algébre est le quotient d’une algébre
tensorielle pour un certain espace vectoriel. Cette propriété fait de ’algébre tensorielle une
algébre « universelle » au sens suivant.

Soit &7 une algebre associative unitaire, et ¢ : V' — &/ une application linéaire. Alors il
existe un unique prolongement de ¢ en un morphisme d’algébres

p: TV - o
11 suffit en effet de poser, pour tout v; ® - -- ® v, € TPV,
P ®---®v,) = pv1)...0(v,) € o

et o(Al) = Al pour tout A € C. Cette propriété s’appelle la propriété universelle de
P’algébre tensorielle.

Ce résultat ne peut étre établi que parce que 7V est engendrée librement en degrés 0 et
1 : aucune relation entre les générateurs ne vient obstruer le prolongement de ¢ a l’algebre
tensorielle toute entiére. En particulier, prenons pour espace vectoriel V' I'espace vectoriel
sous-jacent & &7, et prenons pour ¢ Iapplication identité de V' dans «7. Alors le prolongement
de p & TV est surjectif, et donc & est le quotient de .7V par le noyau du prolongement
de . Ce noyau est bien str un idéal de .7V. Toute algebre associative est donc obtenue par
quotient d’une algébre tensorielle.

Une autre conséquence importante de la propriété de prolongement est la suivante. Si
nous nous donnons une application linéaire

8, TV — TV

pour p € Nou p = —1, alors il existe un unique prolongement de d,, en une dérivation graduée
de degré p sur JV.
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1.3.4 L’algebre extérieure sur un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel comme ci-dessus, et 'V son algébre tensorielle. Considérons
'idéal bilatére .#, de cette algébre engendré par les éléments de la forme v@w+w®v € T2V
Définissons 'algébre quotient

AV = TV/).7,

Cette algébre est graduée, en posant
NV = TPV/ ()P

ou (S\)P = S, N TPV, L'algebre AV est alors une algebre connexe graduée commutative
(libre). Elle est de dimension finie si V' est de dimension finie. C’est 1'algébre extérieure
sur l'espace vectoriel V. On remarquera que l'idéal .#, est aussi engendré par les éléments
de la forme v ® v pour v € V.

Comme JV, I'algébre AV est elle aussi engendrée en degrés 0 et 1 par C et V' (qui sont
inclus dans cette algebre puisque I'idéal .#, ne commence qu’en degré 2). La seule chose qui
puisse différencier JV et AV est donc le produit. C’est lui qui impose la structure de cette
algébre. Nous noterons A ce produit. C’est le produit extérieur.

Comme JV, 'algébre extérieure posséde une propriété universelle d’extension d’applica-
tion linéaires. En effet, si &7 est une algébre associative unitaire, et si

p: Vo
est une application linéaire qui satisfait a

p(v)p(v) =0

dans o/ pour tout v € V, alors il existe un unique prolongement de ¢ en un morphisme
d’algébres
p: AV — o

11 suffit en effet de poser
Ui A Avp) =@(vr) ... o(vy) € A

et (A1) = AL C’est la propriété universelle de ’algébre extérieure.
Ainsi, comme pour I'algébre tensorielle, si

0p: V — APV

est une application linéaire, alors il existe un unique prolongement de d, en une dérivation
graduée de degré p
0p : AV = AV

Un cas particulier trés intéressant est celui ou 'espace vectoriel V' est le dual g* d’une
algebre de Lie g. La théorie des groupes et algébres de Lie nous apprend alors que cette
algébre extérieure sur g* est une sous-algébre de l'algébre des formes différentielles sur le
groupe de Lie connexe dont g est I'algébre de Lie. Cette exemple sera reconsidéré plus loin,
car le crochet de Lie sur g donne une structure supplémentaire a Ag*.
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1.3.5 L’algebre symétrique sur un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel comme ci-dessus, et 7V son algébre tensorielle. Considérons
I'idéal bilatére .#5 de cette algébre engendré par les éléments de la forme v@w —w®v € T2V
Alors 'algébre quotient

SV =9V/Is

est une algébre graduée et commutative (et non « graduée commutative ») engendrée en
degré 0 et 1 par C et V. C’est 'algébre symétrique sur l'espace vectoriel V. Son produit
sera noté par juxtaposition (sachant que tous les éléments commutent entre eux). Parfois, ce
produit est aussi noté V. C’est le produit symétrique. Dans le cas ou V' est de dimension
finie, il est facile de constater que cette algébre est 1’algébre des polynomes sur V*.

Il est trés utile de changer la graduation de cette algébre de fagon a ce qu’elle devienne
graduée commutative. Pour cela, il suffit de remarquer que si tous les éléments ont un degré
pair, alors « graduée commutatif » et « commutatif » coincident. On définit donc une nouvelle
algebre \VV dont 'espace vectoriel est le méme que celui de SV, mais on les éléments de S"V/
sont maintenant par définition de degré 2n. Donc on a V"V = S™V. En degré impair, on
pose V2"V = {0}. 11 suffit alors de vérifier que le produit est compatible avec cette nouvelle
graduation. Cette graduation fait de \/V une algébre connexe graduée commutative (libre)
engendrée en degrés 0 et 2 (par C et V).

L’algébre symétrique posséde elle aussi une propriété universelle. Soit o/ une algébre
associative unitaire. Si ¢ : V' — &7 est une application linéaire telle que

pv)p(w) = p(w)p(v)

dans &7 pour tous v,w € V, alors il existe un unique prolongement de ¢ en un morphisme
d’algébres

p:\VV — o

11 suffit de poser (v V -+ V v,) = @(v1) ... ¢(vp) et p(Al) = AL C’est la propriété uni-
verselle de 1’algébre symétrique.

Les deux exemples qui viennent d’étre décrits ont pour ambition de rendre plus « com-
mutatif » le produit sur I’algébre tensorielle, en quotientant cette algébre par les anticommu-
tateurs ou par les commutateurs, donc en « annulant » ces anticommutateurs ou ces commu-
tateurs. Dans les deux exemples qui suivent, nous allons voir que le produit est plus subtil,
car il est hérité d’'une structure supplémentaire sur 1’espace vectoriel.

1.3.6 L’algébre enveloppante d’'une algébre de Lie

Soit g une algébre de Lie. Ce n’est donc rien de plus qu’un espace vectoriel munie d’une
certaine opération (le crochet de Lie). Utilisons ce crochet pour définir I'idéal bilatére %
de Jg engendré par les éléments de la foorme X @ Y — Y ® X — [X,Y] € Tlgo® T2g.
Quotienter g par cet idéal revient a annuler dans I’algébre obtenu (ou le produit est noté
par juxtaposition, X'Y") les expressions de la forme XY —Y X —[X,Y]. On note % (g9) = 7/ 7,
cette algebre. C’est ’algébre enveloppante universelle de 1'algébre de Lie g. Cette algébre
n’est ni graduée ni commutative.

Le nom de cette algébre vient des faits suivants. Si .o/ est une algébre associative, il
est possible de définir sur l'espace vectoriel sous-jacent une structure d’algebre de Lie en
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définissant le crochet de Lie comme le commutateur dans <7 : [a,b] = ab — ba. On note
e cette algébre de Lie. Remarquons que l'identité de Jacobi dans cette algeébre de Lie
est une conséquence directe de l'associativité dans /. Nous savons donc associer a toute
algeébre associative une algébre de Lie de fagon canonique. On dira que o est une algébre
enveloppante de 'algébre de Lie g si g est une sous-algébre de Lie de ;.. Parmi toutes
les algébres enveloppantes de g, il en existe une particuliére, appelée algébre enveloppante
universelle, et notée % (g), qui satisfait au critére d’universalité suivant.

Soit .o/ une algebre associative. Si ¢ : g — ;. est un morphisme d’algébres de Lie, alors
il existe une extension de ¢ en un morphisme d’algebres associatives ¢’ : % (g) — 7. Clest
la propriété universelle de ’algébre enveloppante universelle. Cette propriété assure
P'unicité de % (g). Il est facile de montrer que la construction de % (g) comme quotient de
l’algébre tensorielle Zg vérifie cette propriété.

Soit maintenant 7 une représentation (au sens des algébres de Lie) de g sur un espace
vectoriel V. Alors, par définition méme d’une représentation d’algébre de Lie, 7 réalise une
application

n:9— 2LV

Par la propriété universelle de l'algebre enveloppante universelle % (g) de g, nous pouvons
étendre 7 en

n: (g —ZV)

Nous obtenons alors une représentation de 'algébre associative unitaire % (g) sur V. Réci-
proquement, si 7 : Z (g) — £ (V) est une représentation d’algebre associative unitaire, alors
cette représentation se restreint en une représentation d’algébre de Lie sur g C % (g). 1 y a
donc correspondance entre les représentations de ’algébre de Lie g et les représentations de
lalgébre associative unitaire % (g).

1.4 Exemples de variétés

1.4.1 Variétés courantes

L’espace R™ est une variété différentiable orientable de dimension n, non compacte. Une
seule carte suffit, munie des n coordonnées cartésiennes usuelles. L’espace C" est aussi une
variété différentiable orientable, de dimension 2n. La encore une seule carte suffit. Plus géné-
ralement, tout espace vectoriel est une variété différentiable, sur laquelle une seule carte est
nécessaire (les coordonnées peuvent étre définies en référence a une base).

La sphére S" est I'espace des (x1,...,2"") € R"™ tels que ()2 + -+ + (z"*1)? = 1.
C’est une variété différentiable compacte connexe sans bord de dimension n. Les espaces
SU(2) et S* sont homéomorphes.

La boule D" est I'espace des (z1,...,2") € R" tels que (z!)2+-- -+ (2")2 < 1. C’est une
variété différentiable compacte connexe de dimension n, dont le bord est S*~!. La boule D"
est homéomorphe a I'espace quotient (S~ x [0,1])/(S*~! x {0}). Dans cette construction, la
boule est considérée comme un ensemble continu de sphéres concentriques, la spheére la plus
petite au centre étant réduite & un point.

Le tore T" est 'espace produit de n cercles S'. C'est donc une variété différentiable
compacte connexe sans bord de dimension n. Le groupe Z™ agit sur R" par translations. Le
tore T s’identifie au quotient R"/Z" de cette action.
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Le groupe Z, agit sur la sphére S™ par x — —x. L’espace projectif réel RP" est par
définition le quotient S™/Z, de cette action. C'est une variété différentiable compacte connexe
sans bord de dimension n. On peut aussi la définir comme le quotient de I'action de R*
par homothéties sur R**' — {0}. L’espace RP' s'identifie au cercle S'. L’espace SO(3) est
homéomorphe a RP?.

Le groupe C* agit sur C"** — {0} par multiplication sur chaque coordonnée. L’espace des
orbites de cette action est 'espace projectif complexe CP". Cette action induit une action de
St ¢ C* sur §?**! € C™! dont CP" est aussi le quotient. CP" est une variété différentiable
compacte connexe par arcs de dimension 2n+ 1. On peut montrer que CP! est homéomorphe
a S2. L’application quotient S***! — CP" est I'application de Hopf. Pour n = 1, on obtient
un fibré principal

Sl — Sd — S2
qu’on appelle le fibration de Hopf.

On peut définir de fagcon analogue les espaces projectifs sur les quaternions. Nous ne le
ferons pas ici.

Soit A une racine p-iéme de I'unité. Le groupe Z, agit sur la sphere S***! ¢ C"*! par
(21, -+, 2n41) > (Az1, ..., Azny1). L'espace des orbites de cette action est 'espace lenticulaire
]Lf,"“. C’est une variété différentiable compacte connexe sans bord de dimension 2n+ 1. Pour
p = 2, on voit facilement que L2"™! s’identifie & RP?"™.

Les variétés topologiques compactes connexes sans bord de dimension 2 ont été classées
en deux grandes classes : celle qui sont orientables et celles qui ne le sont pas. Les surfaces
orientables sont elles-méme classées selon un entier, le genre g. Le genre généralise le nombre
de trous au sens du tore T2, pour lequel le genre est 1. La sphére est de genre 0. On note ]\152
cette variété, qu’on peut voir comme une sphére avec g anses. D’autres part, les surfaces non
orientable ont été classées selon un entier . On note M, 3 ces variétés. Elles sont construire
en « collant 1 bandes de Mébius » a la sphére S2.1% La surface M2_, est appelée la bouteille
de Klein, et on a M?_ | ~ RP".

Un k-repére dans R” (pour k < n) est un ensemble de k vecteurs orthonormaux de R™.
L’espace des k-repéres de R™ est une variété différentiable, qu’on note V(k,R™). C'est la
variété réelle de Stiefel. Dans le cas complexe, on considére les k-repéres dans C" (k
vecteurs orthonormaux pour le produit scalaire hermitien sur C"). Cela définit la variété
complexe de Stiefel V(k,C").

L’espace des sous-espaces vectoriels de R" de dimension k est une variété différentiable
G(k,R™), qu'on appelle la grassmannienne réelle de R", ou encore la variété de Grass-
mann réelle. De la méme fagon, on définit la grassmannienne complexe G(k,C") comme
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de C™.

Les groupes de Lie usuels sont des variétés différentiables :

~ GI(n,R) est de dimension n?, il admet deux composantes connexes homéomorphes ;

~ O(n) est de dimension (n? — n)/2, compact et a deux composantes connexes homéo-

morphes ;

SO(n) est de dimension (n? — n)/2, compact et est connexe par arcs;
~ Gl(n,C) est de dimension 2n? et est connexe;

U(n) est de dimension n?, compact et est connexe par arcs;

2

13De facon plus précise : pour coller une bande de Mobius & la sphére, on enléve un disque a la sphére, et
on recolle le long du bord de ce trou une bande de Mobius. C’est possible car le bord de la bande de Mébius
est une cercle, comme le bord du disque.
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~ SU(n) est de dimension n? — 1, compact et est connexe par arcs.
L’inclusion SU(n) < U(n) induit un fibré principal

SU(n) — U(n) — S
dont la projection U(n) — S est le déterminant.

Le groupe O(n) agit transitivement par rotations sur la sphére S*~!. Donc S"! est un
espace homogene pour O(n). On voit facilement que les sous-groupes d’isotropie de cette
action sont isomorphes & O(n — 1). Donc

S" !~ 0O(n)/O(n —1)
On peut montrer de la méme fagon que
S™' ~ SO(n)/SO(n — 1)

et que
S~ U(n)/U(n —1) ~ SU(n)/SU(n —1)

Par le méme raisonnement, on montre que
RP" ~0O(n+1)/(0O(n) x O(1)) et CP"~U(n+1)/(U(n)x U(1))

Le groupe O(n) agit naturellement sur les éléments de V(k,R™) par l'action induite de
celle sur R™, puisqu’il envoie un k-repére sur un autre k-repére. Cette action est transitive,
et son groupe d’isotropie est O(n — k), c’est a dire le sous groupe qui laisse invariant le sous
espace orthogonal & un k-repére. On a donc

V(k,R") ~O(n)/O(n — k)

De fagon tout & fait analogue, le groupe O(n) agit sur les éléments de G(k, R™) par 'action
induite de celle sur R™. Cette action est transitive. Le sous-groupe d’isotropie est O(k) x O(n—
k). En effet, le facteur O(n — k) laisse globalement invariant un sous-espace de dimension %,
et le facteur O(k) agit dans ce sous-espace. On a donc

G(k,R™) =~ O(n)/(O(k) x O(n — k)

On a une situation semblable pour le cas complexe. D’autre part, tout k-repére de R™ définit
un sous-espace vectoriel de dimension k. On a donc une projection canonique de V(k, R™)
sur G(k,R™). 11 est facile de voir que son noyau est isomorphe & O(k). On a alors le fibré
principal
o(k) — V(k,R") — G(k,R")

A Chaque point p de G(k,R"), associons le sous-espace vectoriel de dimension k de R

qu’il représente, E,, C R", et considérons la réunion
Ek,RY)= |J E,
peG(k,R™)

Cette réunion est un fibré vectoriel canonique de fibre type R* au dessus de G(k, R™). L’espace
V(k,R") est alors le fibré principal associé a F(k, R™) pour la métrique de fibré sur E(k, R™)
induite par R™.

Ces considérations s’appliquent aussi de fagon analogue au cas complexe.

34 Chapitre 1 — Rappels géométriques et algébriques

1.4.2 Fibrés associés a une variété

Soit M est une variété différentiable. Nous avons déja introduit son fibré vectoriel tangent
T M, dont chaque fibre est I'espace tangent au dessus d’un point x de M. Le dual de ce fibré,
T*M, défini en considérant au dessus de z le dual T*M (au sens des espaces vectoriels) de
T, M, est le fibré cotangent. Les sections de ce fibré sont les 1-formes différentielles sur M.
On peut aussi introduire au dessus de x les espaces produits tensoriels I?T, M ® T9TM,
qui conduisent aux fibrés vectoriels des tenseurs de type (p,q) au dessus de M, TP9M. Les
p-formes différentielle sont les sections du fibré vectoriel APT*M dont les fibres sont APT* M.
L’algebre des formes différentielles Q*(M) est 'espace des sections du fibré @,>oAPT*M.

Si S est une sous-variété d’'une variété M, alors de fagon naturelle I'espace tangent 7,5
de S en x € S est un sous-espace vectoriel de T, M. On définit le fibré normal NS & S dans
M en prenant, pour tout z € S, N,S = T, M/T,S. En d’autres termes, on a la suite exacte
de fibrés vectoriels

0—-TS—TM— NS —0

Dans le cas ot M est munie d’une métrique, alors en tout point = € S il est possible de
considérer le sous-espace vectoriel orthogonal & 7,5 dans 7, M. Ce sous-espace vectoriel est
isomorphe a NS, et donc le fibré normal est isomorphe au fibré vectoriel orthogonal a T'S
dans T'M. En présence d’une métrique, on prend préférentiellement ce fibré pour représenter
le fibré normal.

Un exemple de tel fibré est le fibré normal a la sphére S? dans R3 pour la métrique
euclidienne habituelle. Ce fibré normal est de rang 1, et les vecteurs qui le constituent sont
radiaux par rapport a la sphére.

Bibliographie de ce chapitre

La géométrie différentielle est devenue un outil courant du physicien théoricien, c’est
pourquoi de nombreux ouvrages de différents niveaux sont disponibles, dont voici un échan-
tillon : M. NAKAHARA 1990 [Nak90|, A. S. SCHWARZ 1996 [Sch96], Y. CHOQUET-BRUHAT,
C. DEWITT-MORETTE 1982 [CBDMS82|, R. BERTLMANN 1996 [Ber96| sont des ouvrages
plutot destinés aux physiciens, S. LANG 1962 [Lan62], B. DOUBROVINE,S. NOVIKOV, A.
FOMENKO 1982 [DNF82|, S. KoBayasHI, K. Nomizu 1963 [KN63|, S. STERNBERG 1983
[Ste83|, R. BorT, L. W. Tu 1982 |BT82|, G. E. BREDON 1993 |Bre93| sont des grands clas-
siques mathématiques, B. Booss, D. D. BLEECKER 1985 [BB85|, D. HUSEMOLLER 1994
[Hus94|, N. STEENROD 1951 [Ste51], I. KOLAR, P. W. MICHOR, J. SLOVAK 1993 [KMS93|
sont des ouvrages mathématiques plus spécialisés dans certains domaines (fibrés, théories
de jauge, approche intrinséque de la géométrie différentielle...). En ce qui concerne les al-
gebres associatives, on peut consulter des grands classiques : N. BOURBAKI 1962 [Bou62|,
N. JACOBSON 1985 [Jac85| et R. S. PIERCE 1982 [Pie82].
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Chapitre 2

Homologies et cohomologies

Ce chapitre est dédié aux définitions élémentaires sur les notions d’homologie et de coho-
mologie. Des propriétés générales sont données.

2.1 Définitions

Les notions d’homologie et de cohomologie qui suivent vont étre définies dans le cadre
des espaces vectoriels. En réalité, ces définitions n’utilisent qu'une structure de module sur
un anneau. En particulier, dans les exemples qui seront donnés par la suite, on utilisera
parfois des modules sur 'anneau Z (cas de ’homologie simpliciale par exemple). Dans ce qui
suit, il ne sera fait mention de modules sur un anneau que lorsqu’une différence avec le cas
des espaces vectoriels devra étre notée. On peut d’ores et déja remarquer que les définitions
dans lesquelles apparaissent des applications linéaires entre espaces vectoriels pourront étre
transcrites sur les modules avec des morphismes de modules. L’autre grande différence se situe
dans Pabsence de toute référence a la notion de torsion, qui n’existe pas dans le cadre des
espaces vectoriels. La torsion est introduite et étudiée dans tous les livres de mathématiques
traitant de I’homologie.

2.1.1 Homologie d’espaces vectoriels différentiels

Un espace vectoriel différentiel est un espace vectoriel V' muni d’'un endomorphisme d
tel que d? = 0, appelé différentielle sur V. On note (V,d) un tel espace vectoriel différentiel.
On peut alors associer & d deux sous-espaces vectoriels de V' :

B(V)=Imd={veV/v=dw}
Z(V)=Kerd={veV/dv=0}

Les éléments de B(V') sont appelés les bords et les éléments de Z(V') les cycles de (V,d).
Des éléments quelconques de V' sont appelés des chaines.

Comme d* = 0, on a de fagon évidente B(V) C Z(V'). On peut donc former le quotient
d’espaces vectoriels

H(V)=2(V)/B(V)

Cet espace vectoriel H(V) est appelé ’homologie de (V,d). On dira que 'homologie de
(V,d) est triviale si H(V') est l’espace vectoriel réduit a I’élément nul.

36 Chapitre 2 — Homologies et cohomologies

Si (V,d) et (V',d') sont deux espaces vectoriels différentiels, un morphisme d’espaces
vectoriels différentiels entre (V,d) et (V',d’) est une application linéaire f : V. — V’
compatible avec les différentielles au sens ot d’ o f = fod. De cette relation, on tire facilement
que f(Z(V)) c Z(V') et f(B(V)) C B(V'). Donc f passe au quotient, au sens ou elle définit
une application linéaire

A HV)— HV)

2.1.2 Complexes différentiels

Un complexe différentiel est une suite d’espaces vectoriels (V"),en et d’applications
linéaires d,, : V* — V! telles que d,;1 o d,, = 0 pour tout entier n. Les applications d,, sont
appelées les différentielles du complexe. On note (V*,d) ce complexe.

Il est bien stir possible d’introduire des complexes décroissants, c’est & dire une suite
d’espaces vectoriels avec des applications linéaires d,, : V;, — V,,_; (pour n > 0) telles que
dy, 0 dpy1 = 0. 11 est alors d’usage d’indicer en bas les espaces vectoriels. On note (Vi,d) ce
complexe.

Il n’y a pas de différence conceptuelle entre les complexes croissants et les complexes
décroissants. Seul le vocabulaire change. En particulier, comme on va le voir plus loin, on
associe a des complexes différentiels croissants une cohomologie alors qu’on associe a des
complexes différentiels décroissants une homologie. Ce n’est bien stir, pour l'instant, qu'une
différence de terminologie. Par la suite, on introduira de nouveaux objets dans le cadre
de complexes croissants, mais des définitions équivalentes pourraient étre données sur des
complexes décroissants.

Un complexe différentiel définit en particulier un espace vectoriel différentiel, en posant

V="

neN

et d=d, sur V".

Pour n > 0, dans chaque espace vectoriel V", nous avons les sous-espaces Z™(V) = Kerd,
et B"(V) =Imd,_;. Les éléments de Z"(V) sont appelés les n-cocycles et les éléments de
B"(V) les n-cobords. De fagon générale, les éléments de V" sont appelés les n-cochaines.
Nous n’avons, a priori, qu’une inclusion Imd,,_; C Kerd,, c’est a dire B"(V) C Z*(V'). Nous
pouvons donc former les quotients

H"(V.d) = Z2"(V)/B"(V)

Le cas particulier n = 0 est traité en posant H%(V, d) = Kerdy C V°. Cela revient & introduire
un espace vectoriel supplémentaire V! = {0} dans le complexe (V*,d), avec I'application
d_1 : V71 — V0 définie bien str par d_;(0) = 0. La suite d’espaces vectoriels H"(V,d) est
appelée la suite de cohomologie du complexe (V*,d).
Nous posons
H*(V,d) = @ H"(V,d)

neN

Cet espace vectoriel est la cohomologie du complexe (V*,d).
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Dans le cas d'un complexe décroissant, nous formons, pour n > 0,
H,(V,d) = Kerd,/Imd, 1

Le cas n = 0 est défini aussi a part en posant Ho(V,d) = Vp/Imd,. Cela correspond a rajouter
au complexe différentiel 'espace vectoriel V_; = {0} et 'application nulle V5 — V_;. La suite
d’espaces vectoriels H,(V,d) est la suite d’homologie du complexe (V.,d). Dans ce cas, les
éléments de Z, (V') = Ker d,, sont appelés les n-cycles, et les éléments de B, (V) = Im d,, 41 les
n-bords du complexe. Les éléments de V;, sont appelés les n-chaines. Nous notons H,(V, d)
son homologie.

La cohomologie d’un complexe différentiel (V*, d) est dite triviale, si H"(V,d) = {0} pour
tout n > 0 et si H(V,d) est le corps de base de I'espace vectoriel V0.

Soient (V*,d) et (V'*,d') deux complexes (croissants). Nous dirons que P'application li-
néaire f : V. — V' est un morphisme de complexes différentiels si pour tout n € N,
f:Vr = V™etd,  of=fod, Un tel morphisme définit alors des applications linéaires
en cohomologies

ffH HYV,d) — HY(V',d)

2.1.3 Algebres différentielles

Dans le cas ot 'espace vectoriel sur lequel on souhaite faire de la cohomologie est en plus
une algébre, il est possible de contraindre la différentielle d & étre compatible avec le produit.

Soit donc .« une algebre associative unitaire. Une différentielle sur <7 est une dérivation
d: o — o de carré nul :

d(ab) = (da)b + a(db)

=0

On dira alors que (&7, d) est une algébre différentielle. Sa cohomologie (ou son homologie,
puisqu’ici il n’y a pas de graduation) est définie comme sur un espace vectoriel différentiel.
Cependant, la structure d’algebre, et la compatibilité entre la différentielle et le produit,
donnent des propriétés supplémentaires.

Ainsi, espace vectoriel Z(a7) = Ker d des cocycles est une sous-algébre de o7, et 'espace
vectoriel B(«/) = Imd des cobords est un idéal bilatére de Z (7). En effet, pour 2,y € Z(<)
nous avons d(zy) = (dz)y + xdy = 0. Donc zy € Z(«/). Si maintenant x € Z (&) et y € o,
alors il reste d(zy) = xdy. Donc xzdy est un cobord. Le méme raisonnement vaut pour (dy)z,
et prouve que B(«7) est bien un idéal bilatére de Z(&)

Ceci implique alors que le quotient H*(«7,d) = Z(«/)/B(&) est une algebre, appelée
algébre cohomologique de <.

On remarquera enfin que dll = 0, comme il est facile de le voir en appliquant la différen-
tielle a la relation 11 = 1.

2.1.4 Algebres différentielles graduées

Soit maintenant <7 une algébre graduée unitaire. On dira que (&*,d) est une algébre
différentielle graduée si d est une dérivation graduée de degré +1 de <7 et de carré nul.
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Donc d réalise des applications
d: o™ — "t

telles que, pour tous a, € /" et b € 7,
d(anb) = (da,)b+ (—1)"a,(db)

et telles que
=0

La cohomologie de (&7*,d) est alors une algébre graduée, dont la graduation est héritée
de celle de & :

H"(o/,d) = Ker(d : @™ — &/™Y)/Tm(d : /™" — /™)

On peut montrer que si (&/*, d) est une algebre différentielle graduée commutative, alors
H*(4,d) est aussi une algébre graduée commutative.

2.1.5 Bicomplexes

Un bicomplexe différentiel est une suite d’espaces vectoriels (V?4), ey et d’applica-
tions § : VP4 — VPTha et d : VP4 — VPIFL telles que 62 = 0, d? = 0, et dd = dd.}

Ce bicomplexe permet d’introduire différentes cohomologies. D’abord, on peut considérer
les cohomologies de d et d séparément, notées respectivement H**(V, §) et H**(V, d). Comme
¢ et d commutent, chacune induit une application sur la cohomologie de l'autre :

§: HP*(V,d) — HP™*(V,d)
d: HY(V,8) — H*"(V, )

Elles sont toutes deux de carré nul. Il est donc possible d’introduire leur cohomologies, que
nous notons respectivement H**(V, d|d) et H**(V, d|d). Décrivons les éléments de H**(V, d|d).
Une classe [v7%]qs5 € H?(V,d|0) admet un représentant [vP?]q € HP(V,d) tel que §[vP9]; =
[0vP7],; = 0. Ce représentant [v”9]; admet lui-méme un représentant v?? € VP4 tel que
dvP? = (. La relation [0v™4]; = 0 signifie que §vP? = —duP 77! pour un élément uP™14-1 €
Vprla=1 Donc JvP? n’est pas nul, mais il 'est modulo les bords pour d. On a ainsi la situation
schématisée sous la forme
0
|
P _ ovPd + duptlha—1l =
d

uPtla—1

Un élément nul [v79]gs dans HP9(V,d|6) est représenté dans HP?(V,d) par un cobord de la
forme [vP9]y = S[wP~19); = [JwP~14]; pour un wP~14 € VP14, Cette relation s’écrit dans

'Parfois on choisit plutét la relation dé + dd = 0. Pour passer d’une convention a l'autre, il suffit de
redéfinir d en posant d'v?9 = (—1)Pdv?? pour tout v”? € VP,



Section 2.1 — Définitions 39

VP4 sous la forme vP? = §wP~19 4+ duP9'. On a donc le schéma

0
d

s _ -
wP— 1 —= FP=La 4 dyra—l = ypa
d

uPa—1

Comme on peut le constater, toutes les relations usuelles définissant une cohomologie sont
écrites modulo des cobords pour d. C’est pourquoi la cohomologie H**(V,d|d) est appe-
lée la cohomologie de (V**,§) modulo d. La situation est tout a fait semblable pour
H**(V,6|d), qui est la cohomologie de (V** d) modulo ¢. Ces deux cohomologies sont a
priori différentes.

A partir du bicomplexe différentiel (V**,4,d), on peut construire un complexe différentiel
(V*, D), appelé complexe total pour V**, de la fagon suivante. Pour n € N, on pose

V= @ vre

p+q=n

et DuP? = juP? + (—1)PdvP2. 11 est facile de voir que D? = 0.2 On peut alors introduire la
cohomologie de ce complexe total H*(V, D). Cette cohomologie sera reliée & d’autres coho-
mologies par la suite.

2.2 Propriétés générales

2.2.1 Suites exactes

Les notions d’homologie et de cohomologie, entretiennent une relation étroite avec la
notion de suites exactes.

Soit (V™),en une suite d’espaces vectoriels, et soient f, : V™ — V"1 une suite d’appli-
cations linéaires. Nous dirons que la suite

o Sn—1 v fn V"+1 Sfrt1 .

est exacte en V" si
Im fnfl = Kerfn

Nous dirons que c’est une suite exacte si elle est exacte en tout V".

Notons 0 I'espace vectoriel réduit a ’élément nul. Pour tout espace vectoriel V, il existe
une unique application linéaire 0 — V, celle qui envoie 0 sur 0 € V, et il existe une unique
application linéaire V' — 0, celle qui envoie tout v € V sur 0.

Alors la suite 0——=U—->V est exacte si et seulement si i est injective, et la suite

V"W ——=0 est exacte si et seulement si 7 est surjective.

2Naivement, on aurait pu prendre D = § + d. Mais on n’a pas alors D? = 0. Si nous étions partis de deux
différentielles d et d telles que d5 + éd = 0, alors on aurait bien eu (§ + d)? = 0.
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Par conséquent, la suite 0—>V—f>W—>O est exacte si et seulement si f est un
isomorphisme.

Nous dirons que la suite 0—=U—->V—">W —>0 est une suite exacte courte si
elle est exacte.

L’exactitude en U signifie que ¢ est injective, donc que U est isomorphe a i(U) C V.
L’exactitude en W signifie que 7 est surjective, donc que W est isomorphe a V/Kerr. Or,
I'exactitude en V signifie Kerm = Im¢ = i(U) ~ U, donc on a un isomorphisme d’espaces
vectoriels

W~ V/U

Une suite exacte courte comme ci-dessus est dite scindée, si il existe une application
linéaire ¢ : W — V telle que o ¢ = Idy,. Dans ce cas, tout élément v € V' s’écrit de fagon
unique v = ¢pow(v) + vy avec vy € Kerm = Im i, donc vy = i(u) pour un u € U. Nous avons
donc la décomposition V ~ U @ W.

La notion de suite exacte n’est pas restreinte a des espaces vectoriels. Il est possible
de définir des suites exactes d’algébres de Lie (les morphismes sont alors des morphismes
d’algebres de Lie), d’algebres associatives (avec des morphismes d’algébres associatives), de
groupes, ou bien encore de modules. Cependant, dans le cas des suites exactes courtes, il faut
clairement expliciter en quel sens elle est éventuellement scindée, car une suite exacte courte
d’algébre de Lie peut trés bien étre scindée comme suite exacte courte d’espaces vectoriels et
ne pas 'étre pour la structure supplémentaire d’algebre de Lie (le morphisme ¢ qui scinde
n’étant pas nécessairement un morphisme d’algebres de Lie). D’autre part, on sait trés bien
qu'il est toujours possible de scinder une suite exacte courte d’espaces vectoriels, puisqu’il
s’agit de trouver en fait un supplémentaire & U dans V', que I'on identifie ensuite & WW. Dans
la situation beaucoup plus générale de modules sur un anneau, ot toutes ces notions ont
encore un sens, comme il est facile de le voir, il n’est pas toujours possible de scinder une
suite exacte courte.

Si (V*,d) est un complexe différentiel, alors sa cohomologie H*(V,d) n’est autre qu’une
dn— n dn :
mesure de la non exactitude de la suite - - -——> 17—+l L -, puisque H"(V,d) com-

pare Imd,,_, a Kerd,,.

Considérons maintenant la suite exacte courte de complexes différentiels

0——(U*, dy)—2=(V*, dy ) —2=(W*, dyr)—=0

ot les ¢ et ¢ sont des morphismes de complexes différentiels. Alors on peut montrer qu'il
existe un morphisme
0: H*(W,dw) — H*(U,dy)

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

H*(U, dy) 2 H*(V,dy)
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En effet, soit « € H*(W,dy). Comme la suite est exacte, il existe € V tel que ¢(x)
soit un représentant de la classe a. En particulier, dy(z) = 0. De ¢(dyz) = dwi(z), nous
tirons alors dyx € Kerty = Imp. Donc il existe u, € U tel que p(u,) = dyz. On vérifie
facilement que u, est un cocycle, puisque ¢ est injective. Soit § € H*(U,dy) la classe de
u,. Nous posons da = 3. Il faut alors montrer que cette définition a un sens, c’est a dire
que la classe [ est indépendante des choix faits dans cette définition. Si y € V est tel que
1(y) est un autre représentant de la classe «, alors, avec des notations évidentes, nous avons
Y(y) —Y(x) = dww = dwp(z) = ¥(dvz). Donc y — 2z —dyz € Ker . Or, Ker¢) = Im ¢, donc
dyy = dyx+dye(ur) pour un uy € U. Alors p(uy) = dvy = dya+dyve(ur) = o(ug)+e(dyur).
Comme ¢ est injective, cela implique u, = u,+dyur, c’est a dire que la classe de cohomologie
de u, est la méme que celle de u,.

Par construction, nous voyons que nous avons la commutativité du diagramme.

11 faut remarquer que nous avons
0: H"(W d,w) — [{n+1((]7 dU)

ce qui fait que le diagramme triangulaire ci-dessus est en réalité une longue suite exacte :

4 .
e HY(U, dy) L HM (V. dy) S HY (W, diy )2 (U, dy)——> - - -

Ce genre de suite exacte est trés utile pour calculer des cohomologies. Par exemple, si l'une
des cohomologies est triviale, alors cette longue suite exacte se réduit a des suites exactes qui
représentent des isomorphismes entre les 2 cohomologies qui restent. Ainsi, si H*(U, dy) est
triviale, alors H*(V,dy) et H*(W, dy ) sont isomorphes. Il en est de méme en permutant le
role des complexes.

2.2.2 Homotopies

Soient (U*,dy) et (V*,dy) deux complexes différentiels croissants. Deux morphismes de
complexes différentiels p, ¢’ : U — V sont dit homotopes §'il existe un morphisme de degré
—1, D: U™ — V"L tel que

dvn-1D + Ddyn = o5 — 99;1—1 Ut = vr

On note ¢ ~ ¢’ deux morphismes de complexes différentiels qui sont homotopes. L’homotopie
définit une relation d’équivalence entre les morphismes de complexes différentiels.

Le résultat essentiel de la théorie de ’homotopie est le suivant : si ¢, ¢’ : (U*, dy) —
(V*,dy) sont homotopes, alors ¢* = ' : H*(U,dy) — H*(V,dy).

Une homotopie contractante d'un complexe différentiel (V*,d) est une homotopie
entre les morphismes de complexes différentiels Id : (V*,d) — (V*, d) (application identité) et
0: (V*,d) — (V*,d) (application nulle). Ainsi une telle homotopie D satisfait & dD+Dd = Id
sur V.

Si (V*,d) admet une homotopie contractante, alors sa cohomologie est triviale. En effet,
soit v € V un cycle (dv = 0). Alors en lui appliquant la relation dD + Dd = Id, on obtient
dDv = v, c’est & dire que v est un bord.
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La notion d’homotopie contractante admet des généralisations assez variées. La plus
simple consiste & considérer différentes possibilités de signes dans la relation dD + Dd = Id.
Ce qu'il faut en retenir, c’est qu’il existe parfois de telles applications qui permettent d’as-
socier a tout cycle (ou cocycle) un élément dont ce cycle est le bord (ou le cobord). Ces
applications simplifient considérablement les calculs de cohomologies.

2.2.3 Complexe adjoint

Soit (Vi,d) un complexe décroissant. On lui associe son complexe adjoint en prenant
pour espace vectoriel gradué le dual de Vi, qu’on note V* = @,cnV" ot V" est le dual de
V,,, et pour différentielle d : V* — V™! définie par dualité

(df)(UnJrl) = f(avn+1)

pour tout f € V™. d? = 0 est une conséquence de §* = 0.

Dans le cas ou (Vi,d) est un complexe décroissant constitué¢ d’anneaux sur Z (et non
d’espaces vectoriels), si G est un groupe abélien, on définit le complexe adjoint a valeurs
dans G par

V" = hom(V,,, G)

ou hom(V},, G) désigne les morphismes de groupes abéliens entre V;, et G. La différentielle
d: V" — V™ est définie par dualité comme précédemment : (df)(vns1) = f(Ovny). On
note H*(V, G) la cohomologie du complexe V, a valeurs dans G.

Dans le cas ot G = K est un corps commutatif (par exemple Q, R, C, ou Z, pour p
premier), et (V,d) un complexe décroissant d’espaces vectoriels sur K, ou les V;, sont de
dimensions finies, on peut montrer que les espaces vectoriels H"(V,K) et H,(V) sont duaux
I'un de l'autre. Il revient donc au méme de calculer 'un ou l'autre.

2.2.4 Produit tensoriel de complexes différentiels

Soient (U*,dy) et (V*,dy) deux complexes différentiels croissants (d’espaces vectoriels).
Le produit tensoriel W = U ® V' est un bicomplexe pour la graduation W4 = UP @ V1 et les
différentielles dy et dy (qui commutent puisqu’elles opérent sur des espaces différents). On dé-
finit le complexe différentiel (W*, dy,) comme le complexe total du bicomplexe (W**, dy, dy ).
Ainsi, la différentielle dy : W™ — W"*! prend la forme

dw (up @ vg) = (dyup) @ vg + (—1)up @ (dyv,)

pour u, € UP et v, € V9 avec p+q = n.

On peut montrer que la cohomologie de (WW*, dy,) est reliée aux cohomologies de (U*, dy/)
et de (V*,dy) par

H"(W,dw)= € H"(U,dy) ® H(V,dy)
ptqg=n

C’est la formule de Kiinneth. Cette formule se révéle trés utile dans la pratique, car elle
permet de calculer dans des cas concrets des cohomologies. Attention, ce résultat n’est plus
vrai pour des complexes d’anneaux sur Z. En effet, dans ce cas, il peut exister un espace
non nul, qu’on appelle la torsion, qui entre dans une suite exacte courte avec les espaces
H*(W,dw) et H*(U,dy) @ H*(V,dy).
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2.2.5 Augmentation d’un complexe

Soit (W*,d) un complexe différentiel. Une augmentation de ce complexe est la donnée
dun bicomplexe (V** 4, d) et d'une application injective r : W7 — V% telle que §or = 0
et dr = rd. En d’autres termes, W s’injecte dans un bicomplexe de fagon compatible avec la
différentielle du bicomplexe. On peut donc considérer la suite de complexes différentiels

o IR 7 A AR /s S AR I v SN s 0 R A

On a alors 'important résultat pratique suivant : si les suites

01" y0a O o O ypa_ O yptlg 0 .

sont exactes pour tous ¢ > 0, alors on a
H*(V,D) = H*(W,d)

Il est évident que r induit une application r* : H*(W,d) — H*(V, D). Cette application
est un isomorphisme. On va s’intéresser a la surjectivité de cette application. Pour cela, soit
v € H"(V, D), dont on choisit un représentant o™ € V. L’¢lément o™ s’écrit sous forme
d’une somme o" = > a"""" pour o”"7" € V""", La relation Da™ = 0 se répercute sur
les @”"~" sous la forme

Sal T + (_1)T+1dar+17n—r—1 =0c Vr+1,n—r

pour 0 <r<n-—1et
sa™0 =0

pour 7 = n, puisqu’il n’y a pas d’élément dans V"*1~1. La cohomologie de 4 est triviale par
hypothése. Donc il existe 37710 € V=10 tel que 68" 10 = a™Y. On peut considérer gm0
comme un élément de V. La différence o — D3" 10 € V™ est un autre représentant de la
classe v™ qui a pour particularité de ne pas avoir de composante dans V™. Sur ce représentant,
on peut reproduire la construction précédente, qui élimine cette fois la composante dans
V=Ll De proche en proche, on obtient un représentant qu’on note encore a” tel que a®" # 0
et toutes les autres composantes sont nulles. La relation Da®" = 0 signifie da®" = 0 et
da®" = 0. De cette seconde relation on déduit l'existence de 4" € W™ tel que ry" = a%".
Alors 7(dy™) = d(ry™) = da®® = 0. Donc dy™ est dans le noyau de 7, qui est par hypothése
nul. D’ou dy" = 0. L’¢lément 4™ € W™ définit une classe de cohomologie w™ € H™(W*, d)
telle que r*w™ = v™. Donc r* est bien surjective. L’injectivité utilise une technique semblable
sur le représentant o"~! € V"1 tel que r(y") = Da"" L.

2.2.6 Le lemme « Tic-Tac-Toe »

Soit (V**,6,d) un bicomplexe différentiel. On fixe 'application ¢ comme horizontale, et d
comme verticale. Le lemme « tic-tac-toe » dit que si la cohomologie H**(V, d|d) n’admet
qu’une seule ligne non nulle, alors cette cohomologie est isomorphe a H*(V, D).

Pour démontrer ce résultat, on construit deux applications inverses I'une de l'autre d’un
des espaces vers lautre, h : H**(V,d|0) — H*(V, D) puis g : H*(V, D) — H**(V,d|9).
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On utilise les notations déja introduites sur les bicomplexes, en particulier p indexe les
colonnes et ¢ les lignes. On note d’' = (—1)?d, afin que D = §+d'. Soit donc v?? € HP1(V,d|§)
dans la ligne non nulle, dont on choisit une représentant a? € V4. Ce représentant satisfait a
d'aP4 = () puisque c’est un cocycle pour d, et 6a?? = —d'aP*14~1 pour un a1 ¢ VrHla-l
puisque c’est un cocycle pour § modulo d. 1l est facile de voir que dfa?*14~1 = () en utilisant
42 = 0 sur a”9. Donc on a le schéma :

0
!
apt — s §apa 4 @grla-l — 0
! !
aPtha-1 g Saptha1

L’¢élément daPt1971 définit donc un élément de HPT2471(V, d), et comme 6% = 0, cet élément
est un cocycle pour §. La cohomologie & cet endroit est triviale, donc il existe [3*+1971], €
HPLa1(V d) tel que [daPthe71), = §[BPH1971] ;. Dans VPF2971 cette relation s’écrit daP 1471 =
opptha=t — g'qPt29-2 [’¢lément SPT1971 est dans le noyau de d, donc on peut remplacer
aPt1a=1l par qPtla—l — gr+la—l dans le schéma ci-dessus. On note encore o?T147 ! cet élé-
ment. Donc, dans VP+2971 on a jaPth471 4 d'aPt%9-2 = (). Ce processus peut étre itéré, et
cela génére des P47 jusqu’a r = ¢. La somme ot = S°7_ aPT™47" est un élément de
VP4 dans le noyau de D, donc définit un élément h(vP9) € HPT(V, D).

On va définir g. Soit v € H"™(V,D), de représentant o™ € V" Da"™ = 0. On écrit
o™ sous la forme o™ = Y« On ne peut pas prendre 1'élément o %7 (ou ¢ est
tel que H*9(V,d|d) soit la ligne non nulle) comme représentant de g(v™), car on n’a pas
nécessairement da™ %% = (0. On va voir qu’il est possible d’ajouter des D-cobords & a™ pour
annuler les o™ pour r > ¢ (on s’intéresse donc a ce qui se passe au dessus de la ligne
non nulle en cohomologie). L'élément o™ satisfait a4 da®" = 0 et Ja®" + d'a'"1 = 0.
Ces relations signifient que o™ définit un élément de H*"(V,d|d). Or cette cohomologie
est triviale & cet endroit. De plus il n’y a pas de d-cobords & cet endroit, donc [a®"]; = 0,
c’est a dire a®" = —d’3%""1. Remplacons maintenant a" par o — DB%""! en gardant
la méme notation. Alors a®” = 0 pour ce nouveau représentant. L’élément o™~ ! vérifie
da'™ 1 =0 et Jal 1 +d'a?" 2 = 0, et donc définit & son tour un élément de H"~1(V, d|d),
qui est triviale & cet endroit. Donc o™~ = §3%"~1 + d’3'"~2 avec d3®"~! = 0. Le nouveau
représentant o — D(B%""! 4+ f1"72) n’a pas de composante dans V1"l En itérant ce
processus, on peut construire un représentant a” de v™ tel que a”~"" = 0 pour r > ¢. Pour
ce représentant, da™ 99 = 0 et o™ 99 +d'a" 91971 = 0, et on pose g(v™) la classe de o™~ %9
dans H"~%9(V, d|0).

Ces constructions sont des illustrations des manipulations courantes sur les bicomplexes.
Le lemme énoncé admet une version équivalente en intervertissant d et 0.

n n—r,r

Bibliographie de ce chapitre

Il existe de nombreux ouvrages généraux sur I’homologie et la cohomologie. Malheureu-
sement, bien souvent ils sont trés mathématiques. Je conseille donc le tome 3 de B. Dou-
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[Die70] qui donnent des définitions générales. On peut trouver aussi dans E. H. SPANIER
1966 |Spa66|, N. JACOBSON 1985 [Jac85|, R. BoTT, L.W. Tu 1982 [BT82| M. POSTNI-
KOV 1990 [Pos90] et G. E. BREDON 1993 [Bre93| des développements généraux sur ce sujet,
mais assez mathématiques.
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Chapitre 3

Homologies, cohomologies et
topologie

Ce chapitre introduit les homologies et cohomologies les plus courantes définies sur les
espaces topologiques et les variétés différentiables. Historiquement, la topologie a été un
moteur dans I’élaboration des concepts de I'homologie algébrique. Ce bref chapitre ne se veut
pas un exposé complet de ce vaste domaine.

3.1 Homologie simpliciale

L’homologie simpliciale fait partie des premiéres tentatives pour définir une homologie qui
donne des invariants topologiques. Cette homologie est de nature entiérement géométrique,
et consiste a considérer des « blocs élémentaires » (points, triangles, tétraddres, ...) a partir
desquels on reconstruit I’espace & étudier. On parle de triangulation de l’espace. Nous allons
donc définir ces blocs élémentaires puis le complexe différentiel & partir duquel on calcule
cette homologie.

3.1.1 Simplexes de RY

Dans ce qui suit, on se place dans RY. Soient vp,...,v, (p + 1) points distincts de RY.
On dira qu’ils sont géométriquement indépendants si les p vecteurs vy — vy, v2 — vy, . . .,
v, — vp de R sont linéairement indépendants.

Un p-simplexe o” est alors un sous-espace de RY défini par

P P
UPZ{IERN/[L’:Z)\ﬂ)i,OS)\Z‘SLZ)\izl}
i=0

i=0

ot les v; sont (p+ 1) points de RY géométriquement indépendants. Les \; sont les coordon-
nées barycentriques de « € o”. p est la dimension du simplexe. On note o” = [vgvy . .. vy
un tel p-simplexe. C’est un compact de RY. On dira que les v; sont les vertex de o®, et que
le sous-espace

p p
{zeRY Jz=> v, 0N <1, Y N=1, =0}
i=0

i=0
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U2
face 0

face 1 U1

face 2
Vo

F1G. 3.1 — Faces d’un simplexe.

F1G. 3.2 — L’objet de gauche n’est pas un complexe simplicial. L’objet de droite est un
complexe simplicial.

est la j-ieme face de o (face opposée au vertex v;, voir la figure 3.1.).
Les simplexes de dimension 0 de RY sont les points. En dimension 1 on a les segments,
en dimension 2 les triangles (pleins), en dimension 3 les tétraédres (pleins), etc. ..

3.1.2 Complexe simplicial

Un complexe simplicial K est un ensemble fini de simplexes de RV tel que :

— Si o? € K, alors toutes les faces de o sont aussi dans K ;

— SioP,09 € K, alors ou bien ¢? N g% = &, ou bien ” N ¢ est une face commune a o?

et 07 (donc un élément de K).
La dimension de K est la dimension maximale de ses simplexes.

Afin de définir une opération bord sur les complexes simpliciaux, il faut orienter les sim-
plexes. Pour cela, on se donne un ordre sur les vertex du simplexe. On note o? = (vy ... v,)
un p-simplexe orienté. Si on change l'ordre des vertex, on sort un signe +1 selon la signa-
ture de la permutation qui change lordre. Ainsi, avec cette régle on a (vgvy) = —(vivp) et
(vou1v2) = —(V1VgU2) = (V1vay) etc. ..

Soit maintenant K un complexe simplicial de R de dimension k. On note ¢(p) le nombre
de p-simplexes dans K. Le groupe des p-chaines de K, noté C,(K), est le groupe abélien
libre engendré par les p-simplexes orientés de K. En d’autres termes, une p-chaine de C,(K)

est une somme formelle
L(p)

c=> nio?
i=1

ou les of sont les {(p) p-simplexes de K et n; € Z.
On peut alors définir une opération bord

3y : Co(K) — Cya(K)
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en posant

=0
ou ¢; signifie qu’on omet le vertex v; (on obtient donc un (p — 1)-simplexe) et Jp(vp) = 0. On
prolonge 8, par linéarité sur Z sur tout Cp(K) :

£(p)
apc = Z niapaf

i=0

On peut alors trés facilement montrer que d,—19, = 0. On obtient ainsi un complexe diffé-
rentiel (décroissant)

CLlB) 20y () 2L 20 (k)

Dans ce complexe différentiel, les espaces C),(K) ne sont pas des espaces vectoriels mais seule-
ment des modules sur 'anneau Z. L’homologie de ce complexe est ’homologie simpliciale
de K, que 'on note H,(K). On peut aussi introduire la cohomologie simpliciale de K
comme la cohomologie adjointe du complexe C\(K) (a valeurs dans Z). On la note H*(K).

Pour un complexe simplicial K de RY donné, I'union des simplexes de K, considérés
comme sous-espaces de RY, est un sous-espace topologique de RY, qu’on appelle le poly-
édre de K, et qu'on note |K|. On dira qu’un espace topologique X est triangulable s’il
existe un complexe simplicial K tel que X soit homéomorphe a |K|. On peut montrer que
toute variété compacte est triangulable. On définit alors ’homologie simpliciale de X
comme [’homologie simpliciale de K. L’homologie simpliciale de X est un invariant topo-
logique, c’est a dire que si X’ est un espace topologique homéomorphe & X, alors leurs
homologies simpliciales sont isomorphes. On peut montrer en effet que si K et K’ sont deux
complexes simpliciaux qui fournissent toutes les deux des triangulations de X, alors leurs ho-
mologies simpliciales sont isomorphes. On définit la cohomologie simpliciale de X comme
la cohomologie simpliciale de K. C’est aussi un invariant topologique.

3.2 Homologie singuliéere

Contrairement a I’homologie simpliciale, ’homologie singuliére s’applique & tout espace
topologique. Elle généralise I'homologie simpliciale en considérant non plus des « triangles »
mais des applications partant de triangles standards a valeurs dans l'espace topologique
étudié.

3.2.1 Complexe singulier

Simplexes singuliers

Dans R¥, on considére la base canonique ey, ..., ey avec ¢; = (0,...,1,...,0) ot 1 est
a la i-éme position. On ajoute & cette base, considérée comme des points de R, I’élément
0, noté eg. On peut de facon canonique inclure RN dans RV*! en posant (zy,...,zx)
(z1,...,2n,0). On note donc par les mémes symboles les éléments de la base canonique de
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A,

F1G. 3.3 — Les p-simplexes standards de R> pour p =0, 1, 2, 3.

R+ qui viennent de la base canonique de RY. On note R* la « limite » des inclusions
RN N RN+1

Le p-simplexe standard de R™ est défini comme
P P
i=0 i=0

Pour p = 0, Ag est donc le point origine eg de R*; pour p = 1, A; est le segment qui joint
ep & ey ; ete. .. (voir la figure 3.3.)

Etant donnés n + 1 points v, ..., v, de RN, on note [vo, - . ., v,] Vapplication A,, — RN
définie par z = Y8 ) Aie; — P \iv;. On appelle cette application un n-simplexe singulier
affine. On remarquera que I'image de [v, . .., v,] est le sous-espace de RY engendré par les
combinaisons connexes des points vy, ...,v,. Ici, on ne suppose pas que ces points soient
géométriquement indépendants, ce qui signifie que cette image puisse étre dégénérée. Par
exemple, image de [eo, €1, €2, 2] est un triangle, et non un tétracdre. C’est de la que vient
le mot « singulier ».

Une expression du type [vg,...0;...,v,] signifie que I'on omet le point v;. Ainsi par
exemple, [eg,...€;...,e,] est un (p — 1)-simplexe singulier affine dont I'image est contenue
dans A,. On note F¥ = [eg,...&...,e] 1 Ap_y — A, ce simplexe singulier affine, et on

I'appelle la ¢-éme face de A,,. En effet, 'image de F! est la face de A, opposée au sommet
e;. On a alors FF(e;) = ¢; pour j < i et FP(e;) = e;j11 pour j > i. On vérifie facilement que
pour j >iona

p+1 P ~ ~
F/ToF =leo, ... €... 6 ... ¢
et pour j <1
p+1 P ~ —
frj OFi7[807...6]'...62'4,1...76;,]

Soit maintenant X un espace topologique. Un p-simplexe singulier sur X est une
application continue o, : A, — X (figure 3.4). En considérant toute les sommes formelles
finies & coefficients dans Z de tels p-simplexes singuliers, on engendre un groupe abélien que
I'on note A, (X). C’est le groupe des p-chaines singuliéres sur X. Une p-chaine singuliére
de X s’écrit donc sous la forme ¢ = 3, n,0 ot les o sont des p-simplexes singuliers et les n,
des entiers. La somme porte sur un nombre fini de p-simplexes singuliers.

Sio: A, — X est un p-simplexe singulier, on définit la i-éme face de o comme le
(p — 1)-simplexe singulier

oD =goFl: A, — X
Le bord de o est alors la combinaison
P

0po = Z(fl)ia(i)

i=0
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F1G. 3.4 — Exemple de simplexe singulier.

C’est une (p — 1)-chaine. On prolonge 9, par linéarité a toute p-chaine ¢ = 3, n,0 : dpc =
> o NeOpo. Donc 0, définit un morphisme de groupes

Oy Bp(X) = Ay (X)

On montre alors facilement que
Op 0041 =0

Pour p < 0, on pose A,(X) = 0, et pour p <0, d, = 0. Par la suite, on notera d pour tous
les morphismes J,. On a donc le complexe différentiel décroissant

D A (X) e O A (X)L A (X) 20

Son homologie est 'homologie singuliére de X, notée H,(X). Cette homologie est un
invariant topologique de X. La cohomologie singuliére de X & valeurs dans Z est la
cohomologie adjointe du complexe A,(X). C’est un invariant topologique aussi.

Si X a plusieurs composantes connexes par arcs X, alors le groupe A,(X) est la somme
directe des groupes A,(X,). Cette décomposition est préservée par le passage a I'homologie,
et on a H.(X) = @&, H.(X,). Il suffit donc, pour étudier cette homologie, de considérer des
espaces connexes par arcs.

Homologie singuliére a valeurs dans un groupe abélien quelconque

Comme dans le cas de I'homologie simpliciale, on a ici un exemple d’homologie ou les es-
paces sont des modules sur 'anneau Z. Nous allons voir qu’on peut généraliser cette construc-
tion en remplagant 'anneau Z, dont en réalité seule la structure de groupe abélien intervient,
par n’importe quel groupe abélien G. En particulier, il est possible de définir I'homologie
singuliére de X a valeurs dans Zy, R, C, etc. Pour différentier ces différentes homologie, on
note parfois H,(X,Z) 'homologie singuliére a valeurs dans Z qui vient d’étre définie.

Soit G un groupe abélien dont 'opération interne est notée additivement. On définit le
groupe A,(X,G) des p-chaines singuliéres a valeurs dans G sur X comme le groupe
engendré par les sommes formelles finies ¢ = Y, g,0 ou les o sont des p-simplexes singuliers
et les g, sont des éléments de G. La définition de 'homologie singuliére de X & valeurs dans
G reprend celle a valeurs dans Z, mais cette fois on prolonge 0 par linéarité sur G. On note
H.(X,G) le groupe d’homologie singuliére de X a valeurs dans G.!

1 est possible, méme si ¢a n’a pas été mentionné, de définir par la méme procédure ’homologie simpliciale
a valeurs dans G.
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En définissant ainsi une homologie singuliére a valeurs dans n’importe quel groupe abélien
G, on n'introduit pas nécessairement de nouveaux invariants topologiques de X. En effet,
toute I'information que pourrait apporter le groupe H, (X, G) est souvent déja contenue dans
le groupe H.(X,Z). Seuls certains types de groupes abéliens (par exemple les groupes Z,)
peuvent conduire & des nouveautés.? Si G contient Z (comme par exemple R et C) alors on
est str de ne rien engendrer de nouveau.

Nombres de Betti, caractéristique d’'Euler-Poincaré, polynéme de Poincaré

Le cas G = R est néanmoins trés important. Dans ce cas, A,(X,R) est un espace vectoriel
sur R (par construction), et on peut montrer que H,(X,R) est un espace vectoriel réel de
dimension finie. On note b, = dimg H,(X,R) la dimension de cet espace (ou b,(X) s’il y
a besoin de préciser espace topologique). C’est le p-iéme nombre de Betti de X. Le
nombres de Betti sont donc des invariants topologiques (entiers) de X. On peut montrer que
la dimension de H,(X,R) est aussi le rang du groupe abélien H,(X,Z), ¢’est a dire le nombre
maximum d’éléments linéairement indépendants sur Z dans H,(X,Z).

Calculer les nombres de Betti individuellement n’est pas toujours aisé, car il faut bien
souvent déterminer une bonne partie de la structure de H.(X,R). Par contre, il existe une
combinaison de ces nombres a laquelle on peut accéder par d’autres méthodes (combinatoires
ou géomeétriques). Ce nombre est la caractéristique d’Euler-Poincaré de X, définie par

X(X) =3 (=1)"b,

Dans le cas ou X est triangulable, on peut calculer ce nombre de fagon trés simple. Soit K
un complexe simplicial qui triangule X. Soit ¢(p) le nombre de p-simplexes dans K. Alors on

peut montrer que
X(X) =) (=1)"(p)
P
1l s’agit donc ici d’'une fagon purement combinatoire de calculer la caractéristique d’Euler
-Poincaré de X. Nous reviendrons sur ce nombre plus loin.

Cette caractéristique d’Euler-Poincaré est en fait un cas particulier d'un objet plus général
défini a partir des nombres de Betti, le polynéme de Poincaré. C’est un polynome P(X,t)
défini par

P(X,t) =Y b,t*
P

C’est réellement un polynéme et non une série infinie car comme on le verra plus loin, les
nombres de Betti s’annulent a partir d’un certain rang. Comme ce polynéme n’est défini qu’a
partir d’invariants topologiques, c’est lui-méme un invariant topologique de X. La caracté-
ristique d’Euler-Poincaré vaut x(X) = P(X,—1). Nous explorerons certaines propriétés de
ce polyndme par la suite, et nous verrons qu’il est souvent plus facile de le calculer que de
calculer I’homologie de X.

Classe entiére

On peut injecter les groupes abéliens A,(X) dans les groupes abéliens A,(X,R) (en
injectant dans R chaque coefficient de Z). Cette injection commute avec les différentielles,

2Ceci est dii a la présence éventuelle de « torsion ». Nous n’aborderons pas ces complications ici.
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et définit donc une application en homologie. Nous dirons qu’une classe d’homologie dans
H.(X,R) est entiére si elle est 'image par cette application d’une classe de H,(X,Z). On
peut montrer qu'il est toujours possible de choisir une base de H,(X,R) constituée de classes
d’homologies entiéres.

3.2.2 Propriétés de I'homologie singuliéres

La définition qui vient d’étre donnée de I'homologie singuliére a le mérite d’étre compacte
et facilement généralisable a d’autres groupes abéliens que Z. Cependant, dans les exemples
concrets, elle se révéle quasiment inefficace, car, a part quelques exemples trés simples, elle
ne permet pas le calcul direct du groupe d’homologie singuliére. Il faut en fait tirer de
cette définition des propriétés et des techniques qui permettent ces calculs dans des cas
plus compliqués. C’est I'objet de la topologie algébrique.

Il est relativement facile de montrer que ’homologie singuliére de 'espace X = {*} réduit
a un point, vaut Hy(x) = Z et H,(x) = 0 pour p # 0. C’est & peu preés le seul exemple que
lon puisse calculer a partir de la définition.

Application « pull-back » induite en homologie

Soit f : X — X' une application continue entre deux espaces topologiques X et X'.
Par composition, f envoie les simplexes singuliers de X dans les simplexes singuliers de X' :
o +— foo.On a donc une application induite fy : A,(X) — A.(X’), qui est un morphisme
de groupes. Il est facile de voir qu’elle commute avec les applications bord. On hérite donc
d’une application en homologie

fo i Ho(X) — H(X)

Ce résultat reste valable pour ’homologie & valeur dans n’importe quel groupe abélien. Consi-
dérons maintenant le cas de la cohomologie des complexes adjoints & A, (X) et A (X').
En composant un élément ¢ € hom(A.(X’),Z) avec f;, on obtient un élément ¢ o f; €
hom(A,(X),Z). L’application ¢ — ¢ o f; passe en cohomologie et définit

i HY (X)) — HY(X)
On remarquera que dans ce cas, Papplication part de X' et va vers X.

Applications homotopes

Deux applications continues fy, f1 : X — X’ sont homotopes s’il existe une application
continue F' : [0,1] x X — X' telle que F(0,z) = fo(z) et F(1,2) = fi(z) pour tout z € X.
Alors, pour deux telles applications, on peut montrer que fo. = fi. @ Ho(X) — H(X') et
fi = fi t HY(X) — HY(X),

On dira que deux espaces topologiques X et X’ sont homotopiquement équivalents s’il
existe deux applications continues f: X — X’ et g: X’ — X telles que f o g soit homotope
a Papplication identité sur X’ et g o f soit homotope a lapplication identité sur X. Si X
et X’ sont homotopiquement équivalents, alors H,(X) = H.(X') et H*(X) = H*(X'). Ce
résultat donne par exemple ’homologie d’un espace contractile en un point. Par définition, X
est contractile en un point z, € X ¢'il existe une application continue F' : [0,1] x X — X
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telle que F'(0,2) = x et F(1,z) = x pour tout z € X (F « contracte » X sur le point
xo). En d’autres termes, application identité sur X est homotope a 'application constante
@ +— xo. Prenons f: X — {x}, f(z) =, et g: {x} = X, g(*) = xo. Alors f o g(x) = * est
l'identité sur {x}, et go f(z) = zo est homotope a I'identité sur X. Donc X et {*} ont méme
homologie : Hy(X) =Z et Hy(X) = 0 pour p # 0.

On peut montrer que si X est connexe par arcs, alors Hy(X) = Z, ot un générateur de
Ho(X) est donné par le O-simplexe singulier Ag 3 ¢y — = € X pour n'importe quel z € X.
Ce résultat donne donc Hy pour tout espace topologique X, compte-tenu de la remarque sur
la décomposition de X en composantes connexes par arcs.

Théoréme de Hurewicz

Considérons maintenant H;(X) pour X connexe par arcs. Soit f : [0,1] — X un lacet
continu (c’est & dire f(0) = f(1)). En identifiant le segment [0, 1] a Ay, ce lacet définit une
1-chaine ¢(f) dans A;(X), qui est un cycle. On peut montrer que Papplication ¢, qui envoie
les lacets sur X en des cycles de A;(X) définit un morphisme de groupes

¢:m(X) — Hi(X)

(m1(X) est le premier groupe d’homotopie de X ). Maintenant, remarquons que H;(X) est un
groupe abélien, et que m1(X) n’est pas nécessairement abélien. Ceci implique qu’en réalité
¢ se factorise en un morphisme entre Iabélianisé 7,(X) de m (X) et Hy(X). L’abélianisé
G d’un groupe G est obtenu en quotientant G par le sous-groupe normal engendré par les
« commutateurs » g~th~tgh pour g,h € G. C’est par définition un groupe abélien. Il est facile
de voir que si G est abélien, alors G = G. Le théoréme de Hurewicz dit que ce morphisme de
groupes est un isomorphisme si X est connexe par arcs.

Plus généralement, le théoréme de Hurewicz général relie 'homologie d’un espace
topologique a son homotopie dans certaines situations. Si l'espace topologique X est (p — 1)-
connexe pour p > 2, c’est a dire m,(X) = 0 pour £ < p — 1, alors m,(X) et H,(X) sont
isomorphes (pour le cas p = 1, il faut considérer la situation précédente). Ce théoréme
est d'une extréme importance car non seulement il relie entre eux deux types d’invariants
topologiques (H,(X) et m,(X)), mais en plus il permet de calculer H,(X) dans de nombreux
cas.

Par exemple, en bas degré, on a H,(S') = Z, H,(S") = 0 pour n > 1 (S" est la sphére de
dimension n), H;(T") = Z" pour n > 2 (T™ est le tore de dimension n).

Isomorphisme entre les homologies simpliciale et singuliére

Dans le cas ot 'espace topologique X est triangulable, on a I'important résultat que les
homologies simpliciales et singuliéres sont les mémes. Il en est de méme pour les cohomologies
simpliciales et singuliéres. Dans les exemples concrets, il est préférable, si c¢’est possible,
de calculer 'homologie singuliére en calculant son homologie simpliciale. Comme ces deux
homologies coincident, on parle de ’homologie de I’espace topologique triangulable
X.
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3.3 Cohomologie de de Rham

3.3.1 L’algeébre différentielle Q*(M)

Soit M une variété différentiable de dimension m. L’algebre Q*(M) des formes différen-
tielles sur M, munie de la différentielle de de Rham d, est une algebre différentielle graduée
commutative. Nous rappelons que d : QP (M) — QPFL(M) est définie sur w € QP(M) par la
formule de Koszul

p+1 ;
dw(Xl, . ,Xp+1) = Z(—1)2+]Xiw(X1./ oY 7Xp+1)
=1
+ 0 (D)X X)L X Y Y X )
1<i<j<p+1

La cohomologie de cette algébre différentielle est la cohomologie de de Rham de
M. On la note H*(M,R). C’est une algébre graduée. Pour ce complexe différentielle, une
forme différentielle qui est un cocycle est dite fermée et une forme différentielle qui est un
cobord est dite exacte. Puisque I'algébre différentielle des formes différentielles est graduée
commutative, H*(M,R) est une algebre graduée commutative.

Compte-tenu que QP(M) = 0 pour p > m, il est immédiat que H?(M,R) = 0 pour p > m.
Il est d’autre part facile de calculer H°(M, R). Une fonction f € Q°(M) est fermée si df = 0,
c’est a dire si toutes les dérivées partielles de f sont nulles dans toutes les cartes de M. Cela
implique que f soit localement constante. Elle prend donc une valeur constante sur chaque
composante connexe de M. HO(M,R) est donc le produit cartésien de copies de R, autant
quil y a de composantes connexes dans M. En particulier, si M est connexe, H°(M,R) = R.

Soit f : M — M’ une application différentiable entre deux variétés différentiables M et
M’. On sait alors que f définit une application « pull-back »

pour tous Xi,..., Xpp1 € T(M).

(M) — QF (M)
qui commute avec les différentielles de de Rham. On a donc une application en cohomologies

£ H* (M, R) — H*(M,R)

3.3.2 Le lemme de Poincaré

Le lemme de Poincaré est d’une importance capitale en cohomologie de de Rham, car
il est a la base de nombreux résultats.

Ce lemme dit que si U est un ouvert de R contractile (c’est a dire diffeomorphe a R™),
alors pour tout p > 1, toute p-forme différentielle fermée sur U est exacte. En d’autres termes,
la cohomologie de de Rham d’un ouvert contractile est triviale.

La démonstration de ce lemme repose sur la construction explicite d’'une homotopie
contractante. Tout d’abord, il est utile de formaliser le fait que U soit contractile. Cela
signifie qu’il existe une application différentiable

Fi01xU—>U
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telle que f(1,z) =z et f(0,2) = z pour tout z € U et pour un point xy € U fixé.
Soit 7 une p-forme sur le cylindre [0,1] x U. On note t € [0, 1] la coordonnée sur [0,1] et
x = (2*) les coordonnées sur U. Alors 7 se décompose en

n(t,x) =ny(t,z) +dt Anp_y(t, x)
ou 7, et 1,1 sont respectivement une p-forme et une (p— 1)-forme sur [0, 1] x U dans laquelle

dt n’apparait pas.
On définit I'opérateur K : QF([0,1] x U) — QP~1(U) par

1
(Kn)(@) = [ dt na(t.2)
Calculons Kdn + dKn. D’une part, nous avons

ag)%) () — K (dt A dymp—1) (x)

_ /U Lt (%) (t,z) — /0 Lt (dymy 1)t @)

= (p(1,2) ~mp(0,2)) ~ [ dt (domy 1)1 2)

(K)a) = Kdm o) + 6 (a1

ou dy est la restriction a U de la différentielle sur [0, 1] x U. D’autre part, nous avons

(Kn)(w) = [ d (o) (t.2)

donc
(Kdn + dKn)(x) = n,(1,2) — 1,(0, 2)

Dans le cas ou n = f*w pour w € QP(U), on a n,(1,2) = w(x) car f(1,-) est Iidentité sur
U, et 1,(0,2) = 0 car f(0,-) est constante (pour calculer n,(t,z) dans n = f*w, on peut se
placer a ¢t constant car 77, ne dépend pas de dt). On a donc finalement

Kdf'w+dK ffw=w
or, df*w = f*dw, donc, si on définit

k:Qr(U) — QH(U)
par k = K f*, alors k est une homotopie contractante :

kd +dk =1d

L’existence de cette homotopie contractante prouve que la cohomologie de de Rham de U est
triviale.
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3.3.3 La suite de Mayer-Vietoris

On suppose que la variété M est décomposée sous la forme M = U UV, ou U et V sont
deux ouverts de M. Bien str, I'intersection des deux ouverts peut étre non vide. Alors on a
les inclusions

UNV—U—M et UNV—V——-M

Par restrictions, toute forme w sur M définit une forme wyy sur U, wyy sur V et wyny sur
U N V. On a donc les applications

QM) - OU)eQ* (V) — QUNYV)
w = Wy S wyy
wy ® wy = Wyluny — Wuluny

On peut facilement vérifier que la suite
0—=Q*(M)—=Q*(U) & Q*(V)—=Q*(UNV)—=0

est exacte. C'est la suite de Mayer-Vietoris associée aux ouverts U,V de M. Cette suite
exacte induit une suite exacte longue en cohomologie

oo HY(M,R)—=H(U,R) & H(V,R)—=HI(U N V,R)—=H* (M, R)—> - - -

3.3.4 Couplage a I'homologie singuliére

On peut relier la cohomologie de de Rham de M a son homologie singuliére a valeurs dans
R en construisant un couplage entre les deux.

Définition du couplage

Pour cela, on doit modifier légérement la définition de I’homologie singuliére en ne prenant
pour p-simplexes singuliers que des applications o : A, — M qui sont C*° dans un voisinage
de A, dans RP. On peut alors montrer que I’homologie associée est la méme que I’homologie
singuliére (essentiellement parce que toute application continue peut étre approximée autant
qu’on le souhaite par une application différentiable). Dans ce qui suit, on ne considérera que
ces p-simplexes singuliers.

Comme on veut intégrer des p-formes sur les p-simplexes standards, on choisit une orien-
tation sur les A,. Pour cela, on prend l'orientation positive sur Ay, et si une orientation a été
choisie sur A,,_, on impose l'orientation sur 9A,, telle que application face F§ : A,_; — 9A,
préserve cette orientation. On oriente alors A, de fagon cohérente avec son bord dA,. Toutes
les applications faces ne préservent pas 'orientation.

Soit w une p-forme sur M et o : A, — M un p-simplexe singulier. Alors on définit un
couplage (w,o) € R en posant
(w,o) = /Ap 0w
ou o*w est le pull-back de w sur A, (ou sur un voisinage de A, dans R?). L’intégrale est celle
d’une p-forme sur une variété orientée de dimension p. On prolonge ce couplage a toutes les
p-chaines singuliéres ¢ = Y, 7,0 en posant

(w, ey = ;7‘0 /A,, 0w
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pour 7, € R.
Si w est une (p — 1)-forme sur M et o : A, — M un p-cycle singulier, alors en utilisant le
théoréme de Stokes on a

(dw, o) :/A)a*dw:/A d(o*w) :/zm 0w

P P
P

Frotw=3 (1) [ (ool w= [ (@0)

p—1 i=0 Ap-1

En particulier, si on restreint ce couplage aux formes fermées d’une part et aux cycles d’autre
part, on constate que

(wH+dn,o) = (w,0) + (n,00) = (w,0)

et
(w,0 4+ 9p) = (w,0) + (dw, p) = (w,0)

Ce couplage passe donc en cohomologie (de de Rham) et en homologie (singuliere) et définit
une application bilinéaire

HP(M,R) x H,(M,R) — R

Théoréme de de Rham

Le théoréme de de Rham dit que ce couplage est non dégénéré, ce qui signifie que
H?(M,R) et H,(M,R) sont des espaces vectoriels duaux I'un de Pautre. Or, on sait que la
cohomologie singuliére de M a valeurs dans R est ’espace dual de son homologie & valeurs dans
R. Ce théoréme réalise donc un isomorphisme entre la cohomologie singuliére (& valeurs dans
R) et la cohomologie de de Rham. Nous notons donc naturellement cette unique cohomologie
par H*(M,R). Si f : M — M’ est une application différentiable, on a défini f* : H*(M',R) —
H*(M,R) grace a 'application pull-back sur les formes différentielles. Puisque f est continue,
elle définit aussi f* : H*(M',R) — H*(M,R) en utilisant cette fois la cohomologie singuliére.
On peut montrer que ces deux applications sont les mémes (d’ou 'unique notation).

Ce théoréme est trés important car il identifie des objets construits de fagons tout a fait
différentes. D’un c6té ’homologie singuliére, construire de fagon topologique, et de l'autre la
cohomologie des formes différentielles,; construite de fagon géométrico-analytique.

Un corollaire important de ce théoréme est que les nombres de Betti, la caracté-
ristique d’Euler-Poincaré et le polyndme de Poincaré de M (voir page 52) peuvent
maintenant étre obtenus par la cohomologie de de Rham. En particulier, les nombres de
Betti sont nuls au dela de la dimension de M, et cela prouve bien que la formule qui définit
le polynéme de Poincaré donne un polynome.

Classe entiére

On dira qu'une classe de cohomologie de H*(M,R) est entiére si, quand on la couple
aux classes d’homologie entieres de H,(M,R), elle donne des résultats entiers. En prenant la
base duale d’une base de H.(M,R) constituée de classes d’homologie entiéres, on voit qu’il
existe des bases de H*(M, R) constituées de classes de cohomologie enticres.
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3.3.6 La formule de Kiinneth et le polynéme de Poincaré
11 est facile de vérifier que si M; et M; sont deux variétés différentiables, alors 1'algebre
différentielle Q*(M; x My) s'identifie &
Q" (M x My) = Q* (M) @ Q" (M>)
Cette relation conduit & la formule de Kiinneth pour la cohomologie de de Rham :
H*(M; x My, R) = H*(M;,R) ® H*(M>,R)

Comme les nombre de Betti sont les dimensions des espaces vectoriels H?(M,R), cette
formule implique que
by(My x M) = Z b, (M1)bs(My)

T+5=p

Traduite en termes de polyndémes de Poincaré, cela conduit a la relation trés simple
P(M; x My, t) = P(My,t)P(Ms,t)

Cette propriété permet de calculer dans bien des cas le polynoéme de Poincaré. Elle implique
la relation équivalente sur le caractéristique d’Euler-Poincaré

3.4 Variété compacte, orientée et sans bord

Lorsque la variété est compacte, orientée et sans bord, il est possible d’aller plus loin dans
I’étude des propriétés générales de son homologie et de sa cohomologie.

3.4.1 Les groupes d’homologie et de cohomologie de plus haut degré

Dans le cas d’une variété M compacte, orientée et sans bord de dimension m, on peut

décrire H™(M,R) et H,,(M,R).

La classe fondamentale

La variété M représente une classe d’homologie dans H,,(M,R). En effet, M représente
I'élément [M] de H,,(M,R) défini grace au couplage par la relation

(ol M) = [ w
M

pour toute m-forme fermée w sur M (jw] étant la classe de la forme w dans H™(M,R)).
La classe d’homologie [M] est appelée la classe fondamentale de M. On peut montrer
qu’elle est entiére et engendre H,,(M,Z), qui s’identifie & Z. On peut construire cette classe
directement par ’homologie simpliciale. Pour cela, considérons tous les m-simplexes o]" dans
une triangulation de M, que I'on oriente grace a 'orientation héritée de celle de M. Alors la
classe [M] est la classe de Y, o7

n
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La forme volume

Un représentant w € Q™ (M) de la classe duale dans H™ (M, R) de la classe fondamentale
est une forme volume sur M. Elle vérifie

/w:l
M

Cette forme volume est ainsi nommeée car elle permet de définir 'intégration de fonctions sur
M en posant f — [} fw, ol fw est considéré comme une m-forme sur M.

Le degré d’une application

La classe fondamentale permet de définir le degré d’une application différentiable f :
My — Ms entre deux variétés compactes orientées sans bord M; et M, de méme dimensions
m. Pour cela, on remarque que f définit une application en homologie f, : H,(M;) — H.(Ms).
Alors f,[M;] est nécessairement un multiple entier de [Ma] : fi[M;i] = ¢[M,]. Le nombre
q € Z est le degré de f. Par dualité, ce degré peut aussi étre calculé a l'aide des formes
différentielles. Si w € Q™(My) est une forme volume (fy, w = 1), alors

/ ffw= w=yq w=yq
My F(My) My

Considérons le cas particulier d’une application différentiable f : S* — S" ot S C R**!
est la sphére de dimension n. Le degré de f peut étre calculé comme ci-dessus en utilisant
une forme volume w sur S". Une telle forme est donnée par exemple par

iz;;](—l)i:ridxl A-eedat-o Ada®
T (@2 4+ (zm)2)"?

ot dat signifie qu'on omet da?. Dans cette définition, on considére que S” est immergée dans
R™! d’otl I'usage des coordonnées cartésiennes. Le facteur «, sert & normaliser w de telle
facon que [sow = 1. Le degré de f peut aussi étre obtenu d’une autre fagon, beaucoup
plus topologique. On sait en effet que 7,(S") = Z, ou 7,(S™) est l'ensemble des classes
d’équivalence pour 'homotopie des fonctions continues S* — S™. L’application f définit une
telle classe d’équivalence, qui nous donne donc un entier. Cet entier est le degré de f.

3.4.2 Dualité de Poincaré

Si m est la dimension de M, alors il existe un couplage naturel entre les p-formes et les
m — p-formes, défini en posant

<wp7 nm—p> = [\I Wp A Nm—p

ol wy, € QP(M) et ny_p, € Q™ P(M). Si w, et n,_, sont toutes les deux fermées, alors en
utilisant 'intégration par parties on obtient

(wp + dap—1,Mm—p) = (Wp, Mm—p)

et
(Wpa Nm—p + dﬂm—p—l> = <Wp~, 7}m—p>
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Donc ce couplage passe en cohomologie et définit une application bilinéaire
HP(M,R) x H" ?(M,R) — R

Le théoréme de Poincaré dit que ce couplage est non dégénéré, ce qui signifie que nous
avons des isomorphismes
(H?(M,R))" ~ H™?(M,R)

ot (HP(M,R))" est le dual de HP(M,R). C’est la dualité de Poincaré. Par conséquent, les
nombres de Betti sont reliés entre eux par

bp = bm—p

Ceci implique en particulier que la caractéristique d’Euler-Poincaré d’une variété orientable
compacte sans bord de dimension impaire est nulle.

Classe duale d'une sous-variété

Soit 7 : N < M D'inclusion d’une sous-variété orientée compacte sans bord N de dimension
n dans la variété orientée compacte sans bord M de dimension m. Alors N définit un élément
du dual de H"(M,R) si on pose

H*(M,R) > [] — /A w

Or, par le théoréme de Poincaré, cette relation définit une classe [ny] € H™ " (M,R), qu’on
appelle la classe duale de Poincaré de IN. Un représentant ny de cette classe vérifie, pour

tout w € Q*(M) :
/ i*w:/ w A NN
N M

3.4.3 L’application de Hodge, la codifférentielle et le laplacien

Soit g une métrique riemannienne sur la variété différentiable M, supposée compacte,
orientable et sans bord. Alors on sait construire un isomorphisme

s (P(M) — Qm7P(M)

qu’on appelle 'application * de Hodge. Cette application permet de définir un produit
scalaire non dégénéré sur chaque QP(M) par :

Wy, = wp N *
(Wps mp) /M 'p p

On définit 'adjoint & : QP(M) — QP~Y(M) de d pour ce produit scalaire : (dwpy_1,7,) =
(wp—1,06m,). Cest la codifférentielle. On peut montrer que 2 = 0. L'opérateur A = dd+dd :
OP(M) — QP(M) est le laplacien sur (M, g). Une p-forme =, sur M telle que Ay, = 0 est
une forme harmonique. Elle satisfait alors a dv, = 0 et 67, = 0. En effet, on a

0= (A'Ypufyp) = (ddf}/pa’Yp) + (5(17177 FYp) = (57177 57}2) + (d7p¢d7p)
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Comme le produit scalaire est défini positif (car la métrique est riemannienne), on a (87, dv,) >
0 et (dvy, dy,) > 0, ce qui signifie que ces deux termes sont nuls, et donc 0, = 0 et d, = 0.
Le théoréme de décomposition de Hodge dit que toute p-forme w, se décompose de
fagon unique
w=dap_1+ 681+

ot a1 € PN M), By € QT(M) et v, € QP(M) est harmonique. On remarquera que
ay—1 et (p41 ne sont pas uniques, mais doy,_1 et 05,41 le sont.
Si dans cette décomposition on prend dw, = 0, alors

0= (dwp: 5p+1) = (déﬁz&l;ﬁp#—l) = (5ﬁp+1>5e3p+1)

donc 803,41 = 0 et il reste w, = da,_1 + 7,. Comme cette décomposition est unique, nous
voyons que dans la classe de cohomologie de w, il existe un élément unique ~, qui est har-
monique. Donc nous avons

H?(M,R) = Harm?(M)

ot Harm? (M) est I’espace vectoriel des p-formes harmoniques sur M. Ce résultat rameéne le
calcul de la cohomologie de M au calcul du noyau du laplacien sur M.

3.5 Cohomologies a supports compacts et a décrois-
sance rapide

3.5.1 Cohomologie a support compact

Une forme différentielle sur une variété différentiable M est a support compact si elle
est nulle en dehors d'un compact de M. On note (M) Pespace vectoriel gradué des formes
A supports compacts sur M. Il est facile de voir que c’est une algébre graduée commutative,
et que la différentielle de de Rham y est bien définie.

La cohomologie de cette algébre différentielle est la cohomologie de de Rham & sup-
port compact de M, notée H(M,R).

Cette cohomologie n’est pas la méme que la cohomologie de de Rham ordinaire. Dans le
cas par exemple de R”, on a HP(R™,R) = 6?0 R, alors que H?(M,R) = 6»" R. Bien sfir, si
M est compacte, elles coincident puisque les algebres différentielles sont les mémes.

Il existe une homologie duale de cette cohomologie. Pour la construire, on modifie la
définition de I'homologie singuliére en considérant les p-chaines singuliéres infinies de M,
qui sont des sommes infinies

c= Z Neo
o

ou n, € Z et les o sont des p-simplexes singuliers. On note A;C(]W ) Pespace des p-chaines
singuliéres infinies. On définit sur

AZ(M) = D AF(M)

p=0

lopération bord 0 comme dans le cas de I'homologie singuliére. L’homologie de ce complexe
différentiel est '’homologie singuliére infinie de M, notée H>°(M).



Section 3.5 — Cohomologies a supports compacts et a décroissance rapide 63

On peut bien str définir ’homologie singuliére infinie & valeurs dans n’importe quel groupe
abélien G. On note ce complexe A°(M,G) et son homologie H*(M, G).
Les espaces vectoriels HX(M,R) et H(M,R) sont alors duaux 'un de l'autre par le

couplage
(w,c) = Zrﬂ/ o*w
o AP
ol, puisque w est & support compact, cette somme n’a qu’un nombre fini de termes non nuls.

Sur une variété orientable M de dimension m, sans bord, mais pas nécessairement com-
pacte, la dualité de Poincaré est réalisée entre les espaces HP(M,R) et H™P(M,R).

3.5.2 Suite de Mayer-Vietoris a support compact

Sij:U — M est l'inclusion de 'ouvert U dans M, alors toute forme a support compact
w € Qf(U) peut étre prolongée par zéro en une forme & support compact w™ = j,w € Q*(M).

Si M =UUV ouU et V sont des ouverts, alors par prolongement des formes a support
compact on a la suite exacte

0 — UNV) - U)p(V) — BM) — 0
Wunv = _ngv ® W(‘jmv
wy D wy — wfy + w{y

C’est la suite de Mayer-Vietoris pour les formes & support compact. Elle induit une suite
exacte longue en cohomologie

c——=HIUNV,R)—=HI(U,R) & H!(V,R)—H(M,R)—HI" (UNV,R)— -

3.5.3 Cohomologie a décroissance rapide

Dans le cas o la variété M est un espace vectoriel V' munie d’une métrique, on peut
définir la cohomologie de de Rham & décroissance rapide. Pour cela, on considére la
cohomologie des formes différentielles qui décroissent rapidement a l'infini, c’est & dire plus
vite que n’importe quel polynéme (w est a décroissance rapide si pour tout polynéme P,
P(x)w(z) — 0 lorsque |z| — o0). On note Hj (M,R) cette cohomologie. On peut montrer
qu’elle est isomorphe & la cohomologie & support compact. Par exemple, un générateur de
HZ (R",R) =R est la forme a décroissance rapide

1 n/2 )
<7> e @At ggt A A da”
Tt

pour n’importe quel ¢ € R*, ou (x, ) est le produit scalaire usuel de R™.

3.5.4 Classe de Thom d’un fibré vectoriel réel orienté

Soit m: E — M un fibré vectoriel réel orienté de rang n, munie d'une métrique de fibré.
On peut considérer la cohomologie des formes sur £ qui sont a décroissance rapide le long des
fibres (pour tout & € M, la restriction de la forme a I'espace vectoriel E,. est a décroissance
rapide). On note Hj (E,R) cette cohomologie.
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Une p-forme w & décroissance rapide le long des fibres peut étre intégrée sur chaque fibre
(on intégre sa restriction a chaque fibre). Le résultat est une (p — n)-forme sur M qu’on
note m,w € QP~"(M). Cette application commute avec les différentielles; et définit donc une
application en cohomologies

7« H(E,R) — H? (M, R)

Le théoréme de Thom dit que cette application est un isomorphisme.

Dans cet isomorphisme, la classe de Papplication identiquement égale a 1 sur M, [1] €
HY(M,R), a un antécédent unique m,'[1] = [¢(E)] € HL.(E,R). La n-forme & décroissance
rapide ¢(E) (non unique) qui représente cette classe, est appelée une forme de Thom de
E. et sa classe la classe de Thom.

3.6 Cohomologie de Cech

3.6.1 Le complexe de Cech

La cohomologie de Cech est un moyen purement combinatoire de calculer la cohomologie
de de Rham d’une variété. On peut la définir sur toute variété topologique.

Soit X une telle variété topologique, et U = {U,}ac; un recouvrement d’ouverts de
X3 On se donne sur I un ordre (quelconque) afin de pouvoir écrire ap < iy < -+ - < v, pour
des a; € I. Soit G un groupe abélien dont on notera additivement la loi interne.

Soit (8, G) Tensemble des fonctions qui associent a tout ouvert U, € 4 un élément
de G. Remarquons tout de suite, car c’est essentiel, qu’on peut interpréter ces fonctions
comme des fonctions constantes U, — G, ou encore comme des fonctions I — G. L’espace
des p-cochaines CP(4, G) est 'ensemble des applications qui associent & toute intersection
Uay NUay N+--N Uy, # @ un élément de G. Bien str, on identifie U, N Us & Ug N U,. Pour
éviter les éventuelles répétitions de ces ouverts, on utilise I'ordre introduit sur I pour ne retenir
que les intersections Uy, N Uy, N -+ N Uy, # I pour lesquelles ap < a; < --+ < ap. On note
Uaga...a, cette intersection. Une p-cochaine peut alors étre notée g = {gaom_ﬂp}au@K..,@p
avec Yapay...a, € G- On note

C*(U,G) =P P, G)
p=0
I’espace gradué de toutes les cochaines. Parfois, pour alléger les notations, on pourra avoir
besoin de ne pas respecter la régle d’écriture gaga;..a, avec ag < ay < -+ < a,. Dans ce cas,
on prend la convention que g, = sign(a)gaom_"% pour toute permutation o de
{1,2\,...7;0}‘
A g = {gagar...ap Fag<ar<-<a, € CP(&h, G) on peut associer une (p + 1)-cochaine

o(0) Yo (1) Yo(p)

{(5g)uoal...upa,,+1 }au<a1<---<up<a,,+1

en posant
p+1

(6g)uuﬂl~-t¥p+1 = Z(_l)igan“.&),,,al,ﬂ

i=0

3(Vest a dire que chaque U, est un ouvert de X et UyerU, = X.
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Au second membre, on remarquera qu'on a bien @y < -+ < ;-1 < o < - Qpyq comme
notre convention I'exige. Dans cette définition, on a utilisé explicitement la notation additive
de la loi interne de G. Dans le cas ou cette loi serait multiplicative, il s’agirait d'un produit
sur des g, &..a,,, OU de leur inverse.

Il est alors assez facile de vérifier que §2 = 0, et que donc (C*(U, G),d) est un complexe
différentiel gradué. Sa cohomologie, notée H*(4U, G), est la cohomologie de Cech du couple

(4L, G).

3.6.2 La cohomologie de Cech

La cohomologie H*({, G) dépend du choix du recouvrement 4. Nous dirons qu’un recou-
vrement U = {Vj}3c; est plus fin que 4 si on peut inclure chaque ouvert V3 dans un U,,. 1l
existe donc une application ¢yy : J — I telle que Vg C Uy,y (). On dira que (U, ¢yy) est un
raffinement de 4. Dans ce cas, ¢yy induit une application

Py : CP(U,G) — C7(T,G)

en posant

# —
(qug) fougy . bum(Bo)---puss(By)

11 est facile de voir que qbfm est un morphisme de complexes différentiels gradués. Donc on
hérite d’une application en cohomologies

duyg : H* (U, G) — H* (T, G)

On peut montrer que cette application est indépendante du choix de ¢gy : J — I qui fait de
(U, pyy) un raffinement de 4.

Grace a cette application, on peut considérer la limite directe des groupes H* (8, G) lorsque
$1 parcourt tous les recouvrements de X. Cette limite est construite de la fagon suivante. On
considére en méme temps tous les groupes H*(4, G) pour tous les recouvrements i, et on
introduit ’ensemble

UH"(,G)

qui est I'union disjointe de ces groupes. Sur cet ensemble (qui n’est pas un groupe), on définit
une relation d’équivalence en disant que deux éléments [g] € H*(4, G) et [h] € H*(U, G) sont
équivalents s’il existe un recouvrement 20 qui soit a la fois un raffinement pour Y et pour U,
tel que

Pl ([9]) = Sw([h]) € H* (W, &)

Cette relation signifie donc qu’en utilisant un raffinement suffisamment fin, les images de
[g] et [h] coincident dans le groupe de cohomologie de ce raffinement. On peut donner une

structure de groupe au quotient de Uy H*(4, G) par cette relation d’équivalence. Notons [g]
la classe de [g] dans ce quotient. Avec les notations précédentes, mais ou cette fois [g] et [h]

ne sont plus nécessairement équivalents, on pose [g] + [h] = fay([g]) + Pau([R]). On note

H{ (X, G) le groupe obtenu, c’est la cohomologie de Cech de X a valeurs dans G.
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3.6.3 Relation avec la cohomologie de de Rham

Dans le cas ot G = R, et X = M est une variété différentiable, on peut montrer que la
cohomologie de Cech est isomorphe a la cohomologie de de Rham : H*(M,R) ~ HE(MR).
Dans ce qui suit, on va essayer de voir comment ces deux cohomologies sont reliées entre
elles.

Tout d’abord, on dira qu’un recouvrement d’ouverts de M est un bon recouvrement
si tous les ouverts et toutes les intersections finies de ces ouverts sont contractiles (homéo-
morphes & R™). On peut montrer que toute variété différentiable admet un bon recouvrement.
De plus tout recouvrement admet un recouvrement plus fin qui est un bon recouvrement.

Suite généralisée de Mayer-Vietoris

Pour comprendre le lien entre le complexe de de Rham et le complexe de Cech associé a
un recouvrement 4 = {U,}aer de M, il faut passer par la suite généralisée de Mayer-
Vietoris. Notons

5 (M) = [ (Usy)
@
lapplication qui a toute forme différentielle w € *(M) associe ses restrictions aux ouverts
Us,- La notation [],, 2*(Us,) signifie qu’on prend le produit cartésien de tous les espaces
vectoriels *(Uy,). ¢ est un morphisme de complexes différentiels, ou sur [],, 2*(Us,), on
prend les restrictions de la différentielle de de Rham aux ouverts U,,. Ce morphisme est
injectif.
Considérons maintenant wy = (Wag)ag € [ag 2 (Uay ). Notons

(0w1)agas = Wao |Usga; — Y1 |Uaga,

pour ap < @, Ol Way g, . st la restriction de wy, € Q*(Uy,) & Vouvert Uyga, C Us,. Alors
0wy est un élément du produit cartésien [T,,<q, 2" (Uaga,)-
On peut généraliser 6 en une application

0 H Q*(Uao...ap) - H Q*(Uao...ap+1)

ap<-<ap ag<--<apt1

en posant, Pour Wy = (Wag..a,) € Mage-ca, ¥ (Ung..ap)

p+1 _
ow = —D'w, =
( P)ao.umﬂrl ;( ) ag...a,,..a,,+1‘U&U“_QPH
our tous ap < --- < ayy1. Par la suite, pour alléger les notations, on écrira les produits
0 P+ ) 3

cartésiens [[Q*(Ug,...a,) sachant qu’on a toujours ag < - -+ < .
Il est facile de voir que 62 = 0. En réalité, on peut montrer qu’on a plus, puisque

0—= " (M) 2= [T (U ) =2 - —2T1 Q0 (Ung. ) —2 - -

est une suite exacte. C'est la suite généralisée de Mayer-Vietoris, qui est une suite de
complexes différentiels.
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Bicomplexe de Cech-de Rham
On peut prolonger les complexes différentiels
[19Q°(U,,. ap)4>1‘[ QD (U, %)4‘1, . '—d>HQq(Uao...ap)4d> ..

en injectant C?(U, R) dans []Q°(Ua,...a,), puisque tout élément g € CP(4, R) est une collec-
tion de fonctions constantes Us,..q, — R. On a alors la suite

0—=CP(, R)— =TT (Usy 0y ) — 2+ - — [T (U )~ - - -

On remarquera que d o4 : CP(4,R) — [[Q°(Usy...a,) est nulle.
On peut réécrire maintenant la suite généralisée de Mayer-Vietoris en lui ajoutant le
complexe de Cech :

Nooa
.

)*6>~--*>H92 (Uaga) =

a Y
— S
£y ES
—_— ~
a Y
—_— —_—
a Y
— —

Uan)‘)HQI(Uaoa1)‘>"")HQI U .“a,;>‘5>'”

0 ——= QO(M) —2 = [[0(Uny) — = [ Ungy) — -~ [[ (Ui ) — -
CO8,R) — > CT (8, R) — > ... CPELR) — .
0 0

La colonne non nulle & gauche est le complexe de de Rham de M, et la ligne non nulle du bas

est le complexe de Cech.* On relie donc la cohomologie de de Rham & la cohomologie de Cech
par un bicomplexe ayant deux différentielles d et §, qu’on note V** = C*(U, *), et qui mé-
lange les structures différentielles et combinatoires. C’est le bicomplexe de Cech-de Rham.
On sait munir un tel bicomplexe d’une différentielle D obtenue & partir de différentielles d
et 0. Puisque chaque ligne est une suite exacte, en utilisant le résultat sur les bicomplexes
(page 43), on sait que la cohomologie de ce bicomplexe est exactement la cohomologie de
de Rham :

H*(V,D) = H*(M,R)

4On notera qu’on peut rajouter en bas a gauche I’espace R, qu’on interpréte comme ’espace des fonctions
constantes sur M.
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D’autre part, si U est un bon recouvrement de M, alors chaque colonne est une suite exacte.
La cohomologie du complexe est donc aussi la cohomologie du complexe de Cech :

H*(V,D) = H*({,R)
Dans le cas d’'un bon recouvrement, on a donc montré que
H*(M,R) = H(4,R)

Ce résultat est trés fort, car il montre que pour calculer la cohomologie de M, on n’a pas
besoin de passer a la limite directe des groupes de cohomologie de Coch, et qu’il suffit de se
placer sur un bon recouvrement.

Pour résumer, on peut schématiser tout cela par

Géorpétrie différentielle 0 O (M)
des formes

C* (81, %)

e
|

Combinatoire
du recouvrement

Regardons concrétement comment on peut relier la cohomologie de de Rham a la co-
homologie de Cech dans ce bicomplexe. Pour cela, on va s’intéresser seulement au second
groupe de cohomologie de de Rham. Soit €2 une 2-forme fermée sur M, qui représente une
classe de cohomologie dans H2(M,R). On se donne un bon recouvrement d’ouverts 4 = {U;}
de M. Alors les restrictions F; de 2 sur chacun des ouverts U; satisfont & dF; = 0. La
collection des F; est dans C°(4, 2). Il existe alors sur chaque U; une 1-forme A; telle que
dA; = F; puisque la cohomologie de de Rham sur U; est triviale. La collection des A; est
dans C°(84, Q). Sur chaque U; NU; # @, on a d(A; — A;) = 0, donc il existe des fonctions
fij sur U;NU; # @, telles que df;; = A; — A;. La collection des f;; est dans C1(8h,Q°). Alors
les fonctions ai, = fi; + fix + fri définies sur les U; N U; N Uy, # @ vérifient dagj, = 0. Ce
sont donc des fonctions constantes. La collection des a;ji, est donc dans C?(4,R). On a donc
associé a toute 2-forme fermée Q sur M un élément a € C?(8, R), dont il est facile de voir
que da = 0. La classe de cohomologie de Cech de a ne dépend pas des choix arbitraires de
cette construction.

3.6.4 Cohomologie de Cech a valeurs dans des faisceaux
Un préfaisceau F sur un espace topologique X est une application qui associe a chaque
ouvert U C X un groupe (abé¢lien) F(U) tel que

1. siU C V sont deux ouverts de X, alors il existe un morphisme de groupes iyy : F(V) —
F(U) qu’on appelle le morphisme de restriction de F;
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2. siU C V C W sont trois ouverts de X, alors igw = ipvivw.

L’ensemble vide s’envoie toujours sur le groupe nul : F(&) = 0. Un préfaisceau F est un
faisceau si en plus

1. st U = UuU,, alors iy, p(f) = 0 pour tout « implique que P'élément f € F(U) est nul;

2. tout point de X admet un voisinage ouvert suffisamment petit U sur lequel il existe
une famille d’éléments compatibles f, € F(U,), pour U = U,U,, qui soient restrictions
d’un élément f € F(U).
Une famille compatible f, € F(U,) pour U = UaU, satisfait & iy, ,u,(f3) = ivs.va. (fa)-
Un morphisme de préfaisceaux ¢ : F — G est une collection de morphismes de groupes
o(U) : F(U) — G(U) qui commutent avec les restrictions respectives de F et G.

On se place dans le cadre des notations déja utilisées. Soit 4 = {U, }aes un recouvrement
d’ouverts de X. On définit les 0-cochaines sur 4 a valeurs dans le préfaisceau F comme 1'en-
semble des fonctions qui associent & tout ouvert U, un élément de F(U,). On note C°(sL, F)
cet espace de cochaines. Les p-cochaines sont les fonctions qui associent & tout Upyga, .., 1N
élement de F(Uggay...a,)- Un tel élément est noté a = {a%m___%}. On le suppose antisymé-
trique par rapport aux indices ;. On note C?(i, F) lespace des p-cochaines.

La différentielle § est définie par la relation

p+1 )
j— 1y —~
(6(1)040(11‘..&,,“ - § :(_1) ZUQO_“(:;_“QPHUaoal...:xp+1aag...a,...ap+1
i=0

11 est facile de vérifier que % = 0 en utilisant les propriétés des morphismes de restriction.
On note H*(4, F) la cohomologie associée a ce complexe. En utilisant une limite directe des
groupes associée a des recouvrements de plus en plus fins, on peut introduire la cohomologie
de Cech a valeurs dans F, qu'on note H*(X, F).

Si0 - F — G — H — 0 est une suite exacte courte de préfaisceaux, alors on peut
montrer qu’on obtient une suite exacte longue en cohomologie

o ——=HP(X, F)—=H"(X,G)—H?(X, H)—=H? (X, F)— - -

On va donner quelques exemples de faisceaux. On dit qu'un faisceau est constant si
F(U) = G pour tout ouvert U, ou G est un groupe abélien, et les restrictions sont toutes
Papplication identité sur G. Concrétement, les p-cochaines sont des fonctions constantes de
Uagai ..o, dans G. On retrouve donc la définition précédente de la cohomologie de Cech. On
note G ce faisceau.

Soit maintenant le faisceau qui associe a tout ouvert U de X l'algébre des fonctions
continues & valeurs dans R sur U : F(U) = €°(U,R). On note ¢ ce faisceau. C’est un
faisceau de fonctions. Les morphismes de restriction sont exactement les restrictions des
fonctions a des ouverts plus petits. Une p-cochaine est une collection de fonctions continues
Uagan...ap, — R. Ce cas est donc trés différent du précédent. On peut généraliser ce faisceau
en prenant des fonctions différentiables (F(U) = €°°(U,R) = .#(U)), ou bien encore des
fonctions holomorphes si on se place par exemple sur une variété complexe.

Une autre généralisation du faisceau précédent consiste a associer a U 'espace des r-formes
différentielles sur U : F(U) = Q"(U). Cest ce faisceau qui a été utilisé dans la construction
du bicomplexe de Cech-de Rham.
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On peut montrer que la cohomologie de Cech i valeurs dans un groupe abélien G (faisceau
constant G) est isomorphe & la cohomologie ordinaire de ’espace topologique X. En particu-
lier, elle est isomorphe a la cohomologie de de Rham lorsque X est une variété différentiable.

Etudions briévement le cas du faisceau des fonctions continues U +— €°(U,R). Une 0-
cochaine f = {f,} est un cocycle si sur chaque U,p = U, N Uz # @ la fonction (0f)ag =
fa — fa : Usg — R est nulle. On peut toujours introduire sur X une partition de I'unité
subordonnée au recouvrement 4. Ce sont des fonctions h, : X — R* continues et a support
dans U, avec >, h, = 1. Alors soit la fonction continue sur X définie par f = hafs ol
fa est prolongée continiiment de fagon quelconque sur X tout entier. Calculons (& f)q =
Yalhafa)u,- A cause du support de h,, la fonction (h, Ja)ju, est non nulle seulement sur
U, N Ug. Or, par propriété du cocycle, on a f, = fz sur U, N Ug. Donc (h"fa)w3 = haju, fo-
§f devient ainsi (5f)f =X ha)‘Ugf[—] = fz. On a donc montré que f est un cobord. Cette
construction peut étre généralisée a tout cocycle de CP(U, 43), et cela démontre que sa
cohomologie est trivial :

HY(X,6)) = €°(X,R) et HP(X,%3) =0

pour tout p > 1.

Cette technique marche ici car il est possible de multiplier les éléments des groupes F(U)
par des fonctions (les h,).? Elle peut étre appliquée en particulier a la cohomologie & valeurs
dans le faisceau des formes différentielles U +— Q"(U). C’est pourquoi la suite généralisée de
Mayer-Vietoris est exacte. Un cas extrémement important ol cette technique est en défaut
est celui du faisceau constant R (on ne peut pas en effet rester dans l'espace des fonctions
constantes U, — R si on multiplie par une fonction non constante h,!). Dans ce cas la
cohomologie est non triviale, puisqu’elle s’identifie & la cohomologie de de Rham.

3.6.5 Application aux fibrés en droites complexes

Considérons la suite exacte courte de faisceaux
0—=7Z— % —CH—0

ou %Sol est le faisceau des fonctions a valeurs dans le cercle. Attention, dans ce faisceau, la loi
de groupe est multiplicative. Le premier faisceau est un faisceau constant car I’application
E°(U,R) — €°(U,S!) consiste a exponentier, f — exp(2inf), les fonctions f : U — R. Le
noyau de cette application est 1’ensemble des fonctions continues de U dans Z. Or, une telle
fonction est nécessairement constante sur U.

Cette suite exacte courte donne la suite exacte longue

o 'HH’)(Xa %D;?)‘)HP(X‘ (gSO‘)‘)Hp*—l(X: Z)‘)H’H—l(Xa (g]]g)‘) e
On sait que H?(X,%3) = 0 pour p > 0. Donc on a
HP (X, %) ~ H"™ (X, 7Z)

pour p > 1. On rappelle que HP*}(X,Z) s’identifie a la cohomologie entiére (ordinaire) sur
X.

Set aussi dans une moindre mesure, parce qu’il est possible d’étendre des fonctions continues
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Soit L — X un fibré en droites complexes au dessus de la variété topologique X. On
sait qu'il est possible de réduire son groupe de structure a U(1) = S'. Soit 4 = {U;} un
bon recouvrement d’ouverts de X. Alors au dessus de chaque U;, L est trivial puisque U; est
contractile. Les U; peuvent donc servir de support a une trivialisation de L. Soient ¢ = {¢;;}
les fonctions de transitions de L, avec ¢;; : U; N U; — S* et ¢¢jrcr; = 1 au dessus de tout
UinU; NU, # 9. Ce sont des fonctions continues. Leurs propriétés en font un élément
c € CY (4, €%). Lorsqu'on change de trivialisation de L sur 4, on introduit des fonctions
continues d; : U; — S! et les nouvelles fonctions de transition sont c;j = cijdidj’l, c’est-a-dire
¢ = ¢(dd), puisque dans la notation multiplicative on a (dd);; = didj’l. Ainsi ¢ et ¢ sont
cohomologues. Seule donc la classe de cohomologie de ¢ dépend de L. Réciproquement, la
donnée d'un cocycle dans C'(U, 6) définit complétement les fonctions de transition d’un
fibré en droite L, et donc définit L. Cela signifie que H'(X, %) classe les fibrés en droite
complexes au dessus de X. Or, on a vu que H'(X,%6%) = H*(X,Z).

Pour résumer, on a montré que les fibrés en droites complexes au dessus de X sont
complétement classés par le deuxiéme groupe de cohomologie entiére de X.

Bibliographie de ce chapitre

Pour les homologies et les cohomologies associées aux espaces topologiques et aux variétés,
il y a les incontournables M. NAKAHARA 1990 [Nak90] et A. S. SCHWARZ 1996 [Sch96]| dans
lesquels des exemples sont donnés et qui sont écrits pour les physiciens, ainsi que le livre de R.
BERTLMANN 1996 [Ber96]. Il faut cependant les compléter par des livres qui vont plus loin :
A. H. WALLACE 1973 [Wal73|] qui se lit trés facilement, G. E. BREDON 1993 [Bre93| qui
est nettement plus mathématique, et R. BoTT, L. W. TU 1982 |[BT82| et M. POSTNIKOV
1990 [Pos90]| qui traite plus spécifiquement des cohomologie de de Rham et de Cech. On
trouvera dans N. TELEMAN 1995 |Tel95] des développements rarement exposés.
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Chapitre 4

Homologies, cohomologies et
structures algébriques

Les homologies et cohomologies introduites dans ce chapitre sur des structures algébriques
sont de natures assez différentes. Elles partagent cependant une méme caractéristique, celle
d’étre intimement liées a 'objet algébrique sur lequel elles reposent. Mathématiquement
elles sont donc d’un grand intérét, puisqu’elles prolongent et approfondissent 1’étude de ces
structures. Elles éclairent aussi certaines relations qu’entretiennent des objets algébriques
entre-eux.

4.1 (Co)homologies d’algebres de Lie

4.1.1 Homologie d’algebres de Lie

Soit g une algébre de Lie et V' un module & droite de g. Sur 'espace vectoriel gradué
V ® A*g, on définit la différentielle de degré —1 :

J:VoNg— VAN g

par

Aw®Xi A AX,) =S (D)X, @ Xy AoV A X,
+ S (=X X AX A VAKX,
i<j
pour tous X7,..., X, € getv € V. Alors (V®A*g, 9) est un complexe différentiel décroissant.
Son homologie, notée H,(g, V), est 'homologie de I’algébre de Lie g a valeurs dans V.

Dans le cas du module trivial V' = R, A*g est une algébre, mais 0 n’est pas une antidé-
rivation de cette algebre car il n'y a pas compatibilité avec le produit. Donc H,(g) n’a pas
de structure d’algeébre héritée de A*g. Nous verrons cependant que pour une certaine classe
d’algebres de Lie, cet espace d’homologie est muni d’une structure d’algebre.

Le cas particulier on V' = % (g) est 'algebre enveloppante universelle de g, (% (g)@A*g, 9)
est appelé le complexe de Chevalley-Eilenberg de g. L’homologie de ce complexe est
triviale.
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4.1.2 Cohomologie d’algebres de Lie

Soient g une algébre de Lie de dimension finie et V' un module a gauche de g. Pour tout
n € N, nous posons C"(g, V') I'espace vectoriel des applications n-linéaires antisymétriques
de g dans V. Pour n = 0, nous prenons C°(g,V) = V. Il est facile de voir que nous avons
C™(g,V) = A"g* ® V lorsque g est de dimension finie, ce que nous supposerons par la suite.

Nous définissons une différentielle d sur U'espace gradué¢ C*(g,V) = @,enC™(g, V) en
posant, pour tout o € C"(g, V) et tout Xo,..., X, € g,

da(Xo, ..., X,) = S (1) Xia(Xo, ... Voo, X)

=0

<=
e
3
z

+ D) Ha(Xs X

i<j
Ceci définit une application linéaire
d:C"(g,V) — C"g, V)

de carré nul
=0

La cohomologie du complexe (C*(g,V),d), notée H*(g, V), est la cohomologie de 1’al-
gébre de Lie g a valeurs dans V.

On remarquera la similitude entre cette différentielle et la différentielle du complexe de
de Rham des formes différentielles sur une variété. Cette derniére est en fait construite sur
lalgebre de Lie des champs de vecteurs sur la variété (qui est de dimension infinie!).

Dans le cas particulier du module trivial V' = R, nous avons C*(g,R) = Ag*. Nous
notons dans ce cas d, sa différentielle. Alors (Ag*, d;) est une algebre différentielle graduée
commutative. Sa cohomologie est donc une algebre graduée commutative, notée H*(g).

Si g et b sont deux algebres de Lie, alors il est facile de vérifier que A*(gdh)* = A"g* @A h*.
Donc la formule de Kiinneth prend ici la forme

H*(g&b) = H"(g) ® H"(h)

11 est évident que Ag* est l'espace vectoriel dual de A*g. Dans cette dualité, 'adjoint de
—dq est O défini auparavant. Soit {E)} une base de g et {#*} sa base duale dans g*. Les 6*
sont aussi appelées les formes de Maurer-Cartan de g. Si C}, désignent les constantes de
structure de g dans la base {E.}, c’est a dire [Ey, By = Ci,E;, alors nous avons

) 1 .
dgt' = 750;.(;9’“ A

Pour montrer que le carré de dy est nul (ou celui de d dans le cas ou la V est non
trivial), il faut utiliser de fagon essentielle 'identité de Jacobi. On peut voir le crochet
de Lie comme une application [, | : A’g — g et la différentielle comme une application
dy: g" — Ng* =~ (/\Qg)* (en dimension finie). Cette différentielle est donc une version duale
du crochet de Lie, d’ou son importance pour étudier 1’algébre de Lie.
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Si G est un groupe de Lie connexe (de dimension finie) et g son algebre de Lie, alors
Ag* est la sous-algebre différentielle graduée de Q*(G) des formes différentielles invariantes a
gauche (Q*(G) est 'algebre différentielle des formes différentielles sur G). Cette propriété est
la version duale du fait que g est la sous algébre de Lie des champs de vecteurs invariants a
gauche sur G. L'inclusion

i: Ng"— Q(G)
définit un morphisme d’algébres entre les algébres cohomologiques
it H*(g) — H*(G,R)

Dans le cas des groupes de Lie compacts connexes, ce morphisme est un isomorphisme.

4.1.3 Algeébres de Lie réductives
Définitions

Les résultats sur I’homologie et la cohomologie des algébres de Lie réductives sont trés
importants car ils sont précis et couvrent un grand nombre de cas comme nous allons le
constater.

Une algebre de Lie g est dite semi-simple si I'un des critéres suivants (équivalents) est
vérifié :

1. la forme de Killing de g est non dégénérée ;

2. g est somme directe d’idéaux simples;

3. toute représentation de g sur un espace vectoriel de dimension finie est semi-simple.

On rappelle que la forme de Killing est définie sur g par K(X,Y) = Tr(adxady). Une
représentation de g sur un espace vectoriel V' est semi-simple si pour tout sous-espace vectoriel
g-invariant W de V on peut trouver un sous-espace vectoriel g-invariant W5 tel que W1 eWy =
V. On peut montrer qu'une algébre de Lie semi-simple satisfait & g = [g,g]. En d’autres
termes, tout élément de g est un crochet.

On dira qu’une algebre de Lie g est réductive si elle se décompose comme somme di-
recte d'une algebre de Lie semi-simple et d’une algébre de Lie abélienne. Compte-tenu de la
structure des algébres de Lie semi-simples, on a g = [g, g] ® 25 ou 25 est le centre de g. Une
algebre de Lie est donc réductive si et seulement si sa représentation adjointe est semi-simple.

Une algebre de Lie g est dite compacte si elle admet un produit scalaire invariant défini
négatif. Une algébre de Lie d’un groupe de Lie compact est compacte. On peut montrer
que toute algebre de Lie compacte est réductive. Donc les théorémes qui vont suivre sur les
algebres de Lie réductives seront valables pour les algébres de Lie des groupes de Lie compacts
connexes.

Une algebre de Lie est dite unimodulaire si Tr(adx) = 0 pour tout X € g. Toute algébre
de Lie réductive est unimodulaire.

Pour tout X; A --- A Xy € A*g, on pose

Lx(XiA-AXE) = [ X, X0 A XA AX 4+ XA X XA AX 4+ XA XA - A X, X
pour tout X € g. De méme, pour tout a; A --- A oy, € AFg*, on pose

Lx(aiA---Aag) = ady (o) Aaa A~ - - Aag+ag Aady () A - - Aag+- - -Fag AasA- - - Aady (ay)
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pour tout X € g ot ad¥ est la représentation coadjointe de g sur g*. Les éléments de Ag ou
de Ag* annulés pas les Ly pour tout X € g sont appelés des éléments invariants. On note
J(N\g) et F(Ag*) les sous-espaces de ces éléments invariants.

Résultats sur les homologies et les cohomologies

Soit g une algeébre de Lie unimodulaire de dimension n, et soit e =€ A"g un élément
non nul. Alors un calcul simple montre que Lxe = (Tr(adx))e = 0. Donc e est un élément
invariant de A"g. Un tel élément permet de définir un produit scalaire (¢,9) = (¢ A 9, e)
pour tous ¢, € Ag*. Ce produit scalaire permet 'identification

Ag* =~ Ag

en tant que complexes différentiels. Il induit un isomorphisme entre les groupes de cohomo-
logies et d’homologies

H""P(g) ~ Hy(g)

C’est I'isomorphisme de Poincaré.
Si g est une algebre de Lie réductive, alors nous avons les résultats suivant :

H.(g)=F7(N\g) et H(g)=I(Ng")

Ce résultat couvre en particulier le cas des algébres de Lie associées a des groupes G de
Lie compacts connexes. Dans cette situation, on a donc trois fagons différentes de calculer
cette cohomologie : en utilisant la topologie du groupe (en calculant I’homologie singuliére
de G), en utilisant sa géométrie (en calculant sa cohomologie de de Rham), ou en utilisant
son algebre de Lie (en calculant la cohomologie de cette algebre de Lie). Ainsi on a

H'(g) = H'(G,R) = J(Ag")

Dans le cas d'une algébre de Lie g semi-simple, il est facile de calculer H(g). En effet,
tout cocycle o de degré 1 vérifie dga(X,Y) = —a([X,Y]) = 0. Or dans g tout élément est un
crochet. Donc « doit s’annuler sur tout g pour étre un cocycle, donc doit étre nul. Puisqu’il
n’y a pas de cocycle non nul, H'(g) = 0.

Dans le cas d’une algebre de Lie abélienne (donc réductive), les espaces . (Ag) et # (Ag*)
sont respectivement Ag et Ag* tout entier. Dans ce cas, les espaces H,.(g) et H*(g) sont
des algebres graduées commutatives. Nous allons voir que dans le cas d’une algébre de Lie
réductive, on retrouve une situation analogue.

Soit 7 est une représentation d’'une algébre de Lie réductive g sur V. On peut montrer
que linclusion .# (V) ® .Z(Ag*) — #(V @ Ag*)! induit un isomorphisme .# (V) @ & (A\g*) ~
H*(#(V ® Ag*)). Si i est semi-simple, alors I'inclusion .#(V ® Ag*) — V ® Ag* induit un
isomorphisme H*(.(V @ Ag*)) ~ H*(g,V). Donc, dans ce cas on a

H(g,V) = I (V) © 7 (\g")

Ce résultat est donc tout a fait semblable au précédent.

L7 (V') désigne le sous-espace vectoriel des éléments de V annulés par n(X) pour tout X € g.



Section 4.1 — (Co)homologies d’algébres de Lie 77

Structures de .#(A\g) et .7 (Ag*)

Dans ce qui suit, on suppose que g est réductive. Il est évident que .#(Ag) et #(Ag*) sont
des sous-algébres de Ag et Ag*. Nous allons voir que ces algébres peuvent étre caractérisées
plus finement.

Soit A : g — g @ g lapplication diagonale A(X) = X & X. On peut montrer que
J(Ng®g)) = Z(Ng)®-F(Ag), donc on peut prolonger A en A : Z(Ag) — 7 (A\g)®-7(\g).
Pour a € A*g,? on peut montrer que A(a) = a®1+b+1®a, avecb € £ (ATg)®.7(ATg). On
dira qu'un élément a € AT g est primitif si A(a) = a®1+1®a. On note P(g) le sous-espace
vectoriel des éléments primitifs de #(A*g). Il est alors possible de montrer que :

1. tout élément primitif homogene est de degré impair;

2. siay,...,apsont primitifs homogenes, linéairement indépendants, alors a; A---Aa, # 0;

3. la dimension de P(g) est le rang de g;

4. P(g) est I'orthocomplément de l'idéal gradué¢ dans .#(Ag*) engendré par & (A g*)?;

5. pour deux algebres de Lie réductives g et h, on a P(g® h) = (P(g) @ 1) & (1 @ P(h)).
Les éléments de .7 (A*g*)? sont appelés des éléments décomposables. Les éléments primitifs
de #(A\g*) sont donc les éléments qui s’annulent, pour le produit scalaire de dualité, sur les
éléments qui s’écrivent sous forme d’un produit.

On peut étendre Uinclusion P(g) — #(Ag) en une application AP(g) — #(Ag) de
degré 0 si on munit AP(g) de la graduation induite par la graduation de P(g). Dans le cas
d’une algébre de Lie réductive, on peut montrer que cette application est un isomorphisme
d’algebres graduées. Donc on a

7(Ng) ~ \P(g)

On peut obtenir la structure de la sous-algébre .# (Ag*) d’une fagon tout a fait analogue.
Pour ¢a, on introduit Papplication p: g@® g — g, u(X ®Y) = X +Y, qu’on prolonge en p :
Ag® Ag — Ag, ot elle correspond a la multiplication ordinaire. Cette application se restreint
sur les sous-espaces .# (Ag) ® . (Ag) — Z(Ag). On note v : Z(Ag*) — Z(A\g*) ® 7 (Ag*)
son dual. C’est la comultiplication. On peut montrer que pour tout ¢ € #(A*g*), il existe
e I(Ng)® I (NTg*) tel que 7(¢p) = ® 1+ ¢+ 1® ¢. Les éléments de S (AT g*) qui
vérifient y(¢) = ¢ ® 14+ 1 ® ¢ sont appelés primitifs. Ils engendrent un sous-espace vectoriel
P(g*) de .#(ATg*). On peut montrer que :

1. les éléments homogenes de P(g*) sont de degré impair ;

2. si ¢, ..., ¢psont primitifs homogeénes, linéairement indépendants, alors ¢1A- - -A¢, # 0;

3. P(g*) est I'orthocomplément de I'idéal gradué dans #(Ag) engendré par & (A" g)?;

On peut étendre linclusion P(g*) — #(ATg*) en une application AP(g*) — Z(Ag*)
de degré 0 (en munissant comme précédemment AP(g*) de la graduation induite par la
graduation de P(g*)). Dans le cas d'une algébre de Lie réductive, cette application est un
isomorphisme. Donc on a

S (Ag") = N\P(g")
Ce résultat est le théoréme de Hopf.

En conclusion, dans le cas des algebres de Lie réductives, les espaces de cohomologie H,(g)
et H*(g) sont des algebres extérieures sur des sous-espaces ayant une graduation impaire. La

20n rappelle que ATg = @51\ 0.
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structure d’algebre sur H,(g) ainsi obtenue (qui ne provient pas de la structure de I’algebre
Ag puisque O ne la respecte pas), est appelée structure d’algébre de Pontrjagin.

On peut montrer que le produit scalaire (de dualité) entre .#(Ag*) et .#(Ag) se restreint
en un produit scalaire de dualité entre P(g*) et P(g).

Si g est une algebre de Lie semi-simple, on a vu que H'(g) = 0. Compte-tenu de la
structure de .#(Ag*) qui vient d’étre décrite, on a aussi H2(g) = 0 (ce résultat est connu
sous le nom de lemme de Whitehead), et P(g*) n’admet des éléments qu’a partir du degré
3. On peut facilement décrire un de ces éléments particulier de degré 3. Soit K la forme de
Killing sur g. Posons

(j)(X,Y,Z):K([X,Y],Z) (4.1)
Alors en utilisant I'invariance de K sous l'action de ad*, et I'identité de Jacobi, il est facile
de voir que ¢ est un élément invariant de Ag*. On peut montrer que c’est un élément de
P3(g*). Ce type de construction sera généralisé lors de I'étude de P'algébre de Weil.

4.1.4 Extensions d’algebres de Lie

Considérons une algébre de Lie g qui se représente sur un espace vectoriel V' par 7. Nous
voulons définir sur 'espace vectoriel g@® V' un crochet de Lie pour en faire une algébre de Lie.
Une telle algébre de Lie est un produit semi-direct V x g. Pour cela, soit a € C?(g, V).
Nous posons, pour tous X +v,Y +w e gV,

X +0,Y+w =X, Y]+n(X)w—nY)v+aX,Y)

Alors ce crochet vérifie I'identité de Jacobi si et seulement si da = 0. Ce résultat est facile
a démontrer. Si maintenant nous prenons « + d@ au lieu de a, avec 3 € C*(g, V), alors ce
crochet devient

(X +0,Y+wp=[X,Y]+n(X)w—nY)v+aX,Y)+d3(X,Y)
Or, dB(X,Y) = n(X)B(Y) — n(Y)B(X) — B([X,Y]), donc
(X +0,Y +wlg=[X,Y] - 8(X,Y]) + n(X)w + n(X)B(Y)
—n(Y)v =n(Y)B(X) + a(X,Y)
Nous réécrivons cette expression sous la forme
(X = B(X) +0,Y = B(Y) +wls = [X, Y] = B([X, Y]) + n(X)w + —n(Y)v + a(X,Y)
Considérons alors 'isomorphisme d’espaces vectoriels

p:g®V gV
X+v—X—-03(X)+v

Nous constatons que
PX + 0, Y +w]) = [p(X +0),0(Y +w)|g

Nous avons donc un isomorphisme d’algebres de Lie entre g @ V' muni du crochet défini par
«, et g @V muni du crochet défini par a + df. Les deux structures d’algébre de Lie qui ont
été définies sur g @V sont donc les mémes (a un isomorphisme preés). Ceci signifie que I’ajout
d’un cobord ne change pas cette structure d’algébre de Lie.

Ainsi, tout élément de H?(g, V') définit une structure d’algébre de Lie sur g ® V.
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4.1.5 Deéformation d’'un crochet de Lie

Prenons comme précédemment g une algébre de Lie, et cette fois V = g avec n = ad.
Nous allons nous intéresser aux déformations du crochet de Lie sur g. Une déformation de
ce crochet est par définition une série formelle

[X,Y] = i ap(X,Y)
k=0
o a(X,Y) = [X,Y]

et € un paramétre petit. Pour ¢ = 0, nous avons le crochet d’origine sur g. Les oy sont des
éléments de C%(g, g).

Intéressons nous plus particuliérement a k = 1, c’est a dire au terme linéaire en e. Posons
a; = a € C*(g,g). Si nous écrivons l'identité de Jacobi sur le crochet [, -]. et que nous ne
retenons que les termes linéaires en ¢, alors a doit étre un cocycle : da = 0. Si maintenant
a = df est un cobord, alors la déformation du crochet est triviale, au sens ou la nouvelle
structure d’algébre de Lie obtenue est isomorphe & l’ancienne, & l'ordre €, par I'isomorphisme

X = X — ef(X)

Donc nous constatons que H?(g, g) donne des informations sur les déformations possibles
(au premier ordre en €) du crochet de lie de g.

4.2 (Co)homologies de groupes

4.2.1 Homologie de groupes

Soit G un groupe, et V' un espace vectoriel qui est un module a droite sur G (c’est a dire
que G se représente a droite sur V). On définit le complexe C, (G, V) comme ensemble des
symboles v® g1 ® - - - ® g, € Cp(G, V) pour p > 1, et Co(G, V) = V. On définit sur cet espace
vectoriel gradué une différentielle décroissante

RG®-®gp) =51 ® G2 gp
p—1 )
+ Z(—l)%@gl®"'®gz‘!]i+1®"'®9p
i=1
+ (-1)Pv®g ®- - @gpa

On peut vérifier que 92 = 0, et on peut définir H,(G, V), 'homologie de G a valeurs
dans V.

Comme on peut le voir, cette homologie ne dépend pas d’une éventuelle structure topo-
logique ou différentiable sur G. Elle est définie pour tout type de groupe, et n’utilise que la
structure algébrique de G. Elle ne doit pas étre confondue avec I’lhomologie d’un groupe topo-
logique (ou de Lie) définie grace a la topologie du groupe. Nous verrons cependant que cette
homologie peut étre reliée a I'homologie d'un espace topologique canoniquement associée a

G.
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4.2.2 Cohomologie des groupes

La cohomologie d’un groupe G est la version duale de I’homologie définie précédemment.
Soit donc G un groupe, et V un espace vectoriel qui est un module a gauche sur G (V
supporte donc une représentation de G a gauche). Pour tout n € N, nous posons C*(G, V)
I’espace vectoriel des applications

f:G"—=V

Nous définissons une différentielle d sur lespace gradué¢ C(G,V) = @penC"(G,V), en
posant, pour tout f € C™(G,V) et tous g1,...,gn+1 € G,

df(ﬂh cee 7.(]n+1) = 91]"(927 cee ,!]n+1)

n

+ ;(_1)if(gl7-~-\,gi—lvgigi+lvgi+27--~vgn+1)
) + (1" f (g1, 9n)
11 est facile de vérifier que 'application
d:C"(G,V)— C" NG, V)

est de carré nul d? = 0. La cohomologie H*(G,V) du complexe (C*(G,V),d) est la coho-
mologie du groupe G a valeurs dans V. La encore, cette cohomologie ne dépend que
de la structure de groupe, et pas d’une éventuelle structure additionnelle sur G. Il ne faut
pas confondre cette cohomologie avec la cohomologie de de Rham d’un groupe de Lie. Si le
groupe est topologique, il est possible de considérer un sous-complexe constitué des cochaines

continues sur G.

4.2.3 Extensions de groupes par un groupe abélien

Soient G' et K deux groupes. On dit que Q est une extension du groupe G par le
groupe K si K est un sous-groupe normal de G et G s’identifie & G/K. En d’autres termes,
on a une suite exacte courte de groupes

1-K—->G->G—1

Par exemple, le produit direct de deux groupes est une extension de I'un des deux facteurs
par lautre.

Le fait que la suite ci-dessus soit exacte ne permet pas de définir complétement G en
fonction de G et K. Puisque K est normal dans G, le groupe G agit par conjugaison sur K.
Si Aut(K') désigne le groupe des automorphismes de K, on a un morphisme f : G — Aut(K)
ou f(§)(k) = §'kg. Deux éléments § et § dans la méme classe pour le quotient G/K,
c’est a dire ¢’ = hg avec h € K, produisent deux automorphismes dans K qui ne différent
que par un automorphisme intérieur de K : f(§')(k) = §~h~tkhg. On note Int(K) le sous-
groupe de Aut(K') des automorphismes intérieurs de K. On obtient donc une application
o : G — Out(K) ot Out(K) = Aut(K)/Int(K). La donnée d'une extension G de G par
K induit donc les morphismes f et o. Le probléme de l'extension consiste a trouver (ou
construire!) G a partir des données (G, K, o). Ce probléme n’admet pas toujours de solution.
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Deux extensions G, et G, sont dite équivalentes si il existe un isomorphisme de groupes
¢ : G1 — Gs tel que le diagramme suivant commute

G

K G
Gy
On va s’intéresser aux extensions pour lesquelles K est un groupe abélien (dont la loi est

notée additivement). Etant donné (G, K, o), 'ensemble G s’identifie & K x G. Compte-tenue
de la structure générale d’'une extension, le produit dans G s’écrit sous la forme

(K, 9"k, 9) = (K +a(gk+£(d',9),4'9)

ou & : G x G — K. Lassociativité de ce produit implique la relation

a(g")Ed' 9) — (9”9 9) +€(g",d'9) —€(g",9) =0

Cette relation s’écrit d€ = 0 ot d est la différentielle sur C*(G, K), ot la structure de module
a gauche sur K est définie par le produit (g, k) — o(g)k. Donc & est un 2-cocycle dans ce
complexe. Il faut noter que ce complexe dépend de o.

Si & et & different par un cobord dn, & — & = dn, alors Gy et G» sont équivalents,
avec ¢(ki,g1) = (k1 +n(g1), g1). Donc le second groupe de cohomologie H?(G, K) classe les
extensions de G par le groupe abélien K, étant donné le morphisme ¢ : G — Out(K). 1l
existe toujours au moins une telle extension, celle qui correspond au 2-cocycle trivial. Dans
ce cas, le groupe G est le produit semi-direct de G par K, dans lequel le produit est donné
par (K, g')(k, g) = (K" +o(g)k, g'g).

On notera les fortes similitudes entre ces extensions de groupes et les extensions d’algébres
de Lie construites en 4.1.4.

4.2.4 Représentations projectives

Les représentations projectives jouent un grand réle en physique quantique. Nous allons
montrer en quoi la cohomologie intervient dans ce cadre. Il est hors de question de faire ici
un exposé complet sur les représentations projectives.

Une application p d'un groupe G sur les automorphismes d’un espace vectoriel complexe
V' est une représentation projective si pour tous g,h € G, on a

p(g)p(h) = ¢ p(gh)
L’application € : G x G — U(1) doit satisfaire a

¢1(6(92:93)—€(9192,93)+€(91,9293)—€(91,92)) — |

pour tous g1, g2, g3 € G pour assurer 'associativité du produit p(g1)p(g2)p(g3). La relation
ci-dessus peut étre interprétée comme une relation de cocycle pour la différentielle d sur
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les cochaines & valeurs dans U(1), ou la structure de module est triviale, et ot le produit
remplace ’addition dans les formules usuelles.
L’ajout d'un cobord dry sur e, pour cette différentielle, avec v : G — U(1), prend la
forme
€ om) = €My (gh) Ty (g)y(h)

Il est facile de voir que e’ est associé a la nouvelle représentation p'(g) = p(g)y(g). Nous
dirons que ces deux représentations sont équivalentes. Donc le second groupe de cohomologie
H?(G,U(1)) classent les représentations projectives pour cette relation d’équivalence.

4.3 (Co)homologies de Hochschild

4.3.1 Homologie de Hochschild

Soient .7 une algeébre associative et .# un bimodule sur o7. Définissons les espaces vec-
toriels
Co\d, M)= MR T" A
avec Co(, M) = M et
T =d Q- QA
—_—————
n fois

Définissons sur 'espace vectoriel gradué

Cult, M) = @ Co(, M)

n>0

I'endomorphisme 0 : Cy (o, M) — C_1 (A, M) par

O(mRa; ®--Qay,) =ma; @ - ay
n—1

+ Z(fl)"m ®Ra;® Qa1 ® - ®ay
i=1
+ (_1)nanm Rar® - X ap_1

En utilisant 'associativité du produit sur &7, on vérifie par un calcul simple que 9% = 0.
L’homologie de ce complexe différentiel décroissant est ’homologie de Hochschild
de & a valeurs dans .#, notée H.(</, /). L'homologie de Hochschild est invariante de
Morita, c’est a dire que si o7 et & sont deux algébres équivalentes de Morita, et si . et A
sont respectivement des bimodules sur & et 2 qui se correspondent par cette équivalence,

alors H (o, M) = H(B, N).

Comme bimodule particulier, nous pouvons prendre .¢7. Dans ce cas, nous noterons C, (&)
le complexe associé et HH,(4/) = H.(</, /) son homologie. Cette homologie respecte le
produit direct d’algébres au sens ot

HH, (o x &'y = HH,(«/) ® HH,(")

Dans le cas ou lalgébre & est le corps de base C lui-méme, on a HHy(C) = C et
HH,(C) =0 pour n > 1.
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Au plus bas degré, on a Imd = {ma — am/m € A, a € &/}. Donc Ho(o, M) =
M [{ma —am/m € M, a € /}. On pose M cet espace. Cest le module des éléments
coinvariants de .# par /. Dans le cas # = o/, ona HHy(o/) = o ||/, o) ou [, o] =
{ad' — d'aja,d’ € o/}. Par l'invariance de Morita, on a aussi HHy(M (n, o)) = o ||, .

Soit G est un groupe. On lui associe une algébre associative canonique RG de la fagon
suivante : les éléments de cette algébre sont les sommes formelles

a = Z(ng

geG

pour des coefficients a, € R dont un nombre fini seulement sont non nuls. L’élément neutre
est 1 = e, I’élément unité de G. Si un espace vectoriel V' est un module a droite sur G, alors
on peut le considérer comme bimodule sur RG, ou la structure & droite est héritée de fagon
évidente de la structure de module sur G (en prolongeant par linéarité), et la structure a
gauche est triviale. Il est alors facile, en comparant les formules dans 4.2.1 avec les formules
ci-dessus, de voir que ’homologie de groupe de G a valeurs dans V' est aussi ’homologie de
Hochschild de RG pour le bimodule V. On peut définir de la méme fagon I’algébre associative

CaG.

4.3.2 Cohomologie de Hochschild

La cohomologie de Hochschild est la version duale de I'homologie de Hochschild. Soient
< une algébre associative unitaire et .# un bimodule sur 7. Soit C™(</, .#) le bimodule
des applications linéaires

IR QA — M
n fois
Par convention, nous posons CO(o/, .4 ) = M .
Soit § la différentielle définie sur le bimodule gradué

Clot, M) =@ C(, M)

n>0

par § : C(o, M) — C" (o, M) en posant

(0w)(ag, - .., a,) = agw(ay, ..., a,)
+ > (=Diw(ao, - .-, ai-2, 105, iz, - - ., Q)
i=1
+ (=) w(ag, . . ., an,)an

En utilisant P’associativité du produit, il est facile de vérifier que 6* = 0. (C*(«, #),d)
est le complexe de Hochschild de ’algébre &/ a valeurs dans le bimodule .Z. Sa
cohomologie H*(«/,.#) est la cohomologie de Hochschild de &/ a valeurs dans ./Z.
Cette cohomologie est invariante de Morita.

Nous dirons qu’une cochaine de C*(7, .#) est normalisée si elle s’annule dés que I'un de
ses arguments est multiple de 1. On note 6*(42{ , M) le sous-espace des cochaines normalisées.
11 est facile de voir que 5*@% , ) est stable par 0, et on peut montrer que sa cohomologie
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est la méme que celle de C* (&, #). Ce résultat permet de réduire le complexe différentiel
avec lequel on calcule la cohomologie de Hochschild.

11 est facile de voir que la aussi la cohomologie de Hochschild d’une algebre de groupe RG
calcule la cohomologie de groupe de G.

4.3.3 Cohomologie de Hochschild a valeurs dans les scalaires

Soit 27 une algebre associative unitaire sur C. Alors C est un bimodule (trivial) sur </
pour les produits aA = 0 et Aa = 0 pour tous a € & et A € C. Dans ce cas, le complexe de
Hochschild a valeurs dans C est noté C*(«7). C™ (<) est I'espace vectoriel des applications
linéaires

IR -4 —C
n fois
et la différentielle se réduit a

n

(50-))((10, ceey an) = Z(*l)iw(am sy A2y 1@ Qg 25 - - - 7an)
i=1

La cohomologie de ce complexe est triviale. En effet, on peut construire une homotopie
contractante

h:C™(&) — C™ (o)
telle que hd + 0h = Id en posant
(hw)(at, ... an-1) =w(l, a1,...,a,-1)

On remarquera que 'unité de & est essentielle pour construire cette homotopie.

4.3.4 Cohomologie de Hochschild a valeurs dans I'algébre

Nous allons étudier plus en détails le cas ou le bimodule .#Z est ./ lui-méme.

Centre et dérivations

Un élément ¢ € & = C°(o/, &) est un cocycle si et seulement si (da)(h) = ab — ba =
[a,b] = 0 pour tout b € «7. Ceci signifie que 'ensemble des cocycles d’ordre 0 est le centre de
lalgebre, 2 («7). Comme il n’y a pas de cobord non nul a cet ordre, nous avons

H o, o) = Z()

Maintenant, soit X : &/ — & un élément de C'(7,.%7). X est un cocycle si pour tous
a,b € o/, nous avons
(0X)(a,b) = aX(b) — X(ab) + X(a)b=10
c’est-a-dire
X (ab) = X(a)b+ aX (D)
Donc I'ensemble des cocycles de Ct(«/, ) est Der(«/), I'algébre de Lie des dérivations de
/. D’autre part, X est un cobord s'il existe a € & tel que (da)(b) = X (b), c’est-a-dire

X (b) = ab—ba = ad,b
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L’ensemble des cobords de C1(o7, o) est donc Int(<7), 'algébre de Lie des dérivations inté-
rieures de 7. Ainsi, nous avons

HY (o, o) = Der(«/)/Int(e7) = Out(/)

Ceci donne un lien entre la cohomologie de Hochschild a valeurs dans l'algébre, et les
dérivations de cette algébre.

Le cup produit

Il est possible de définir sur 'espace vectoriel C*(.«7, &) un produit, appelé cup produit.
Par définition, pour f € C™(</, o/ ) et g € C"(, o), f — g est la cochaine de C™ (o, &)
définie par

(f = 9)(ar, - amin) = flar, - am)g(@mirs - - - s Gmgn)

On peut alors montrer que
6(f —9)=0f) =g+ (=1)"f — (59)

donc (C*(&7, ), ) est une algebre différentielle graduée.
Par conséquent, le cup produit passe a la cohomologie, et I'on peut montrer que H* (o7, o)
devient une algébre graduée commutative pour le cup produit induit, c’est a dire que l'on a

[f] = lg} = (=1)""[g] — [/]

ou [f] désigne la classe de cohomologie de f.

Composition de cochaines

Soient f et g comme ci-dessus. Pour 1 < ¢ < m, on pose

foi g(ah ceey am+n—1) = f(ah cey i, g(ai,’ ceey ai+n—l)7 Qjgny - vy am+n—1)

qui est un élément de C™*"~1(o/, o), et on définit la composition de f par g par la relation

m
fog=3(=1)" N foig
i=1
Cette loi de composition sur C*(«/, /) permet de définir le commutateur gradué de f et
g comme
[f.g]=Ffog— (=1 Vg0 f

ot le degré de f et g doit étre diminué de 1.

Alors C*(#/, &) muni de ce crochet gradué est une algebre de Lie graduée. Ce crochet
passe en cohomologie, et donne a H*(«/, o7) une structure d’algébre de Lie graduée, com-
patible avec le cup produit aux sens ou [, f] est une dérivation graduée de —, de degré
m — 1.

Restreint & Der(«/) C CY(«, o) et a Out(«/) = H'(o/, o), ce crochet coincide avec les
crochets d’algébre de Lie respectifs.

Une algébre de Poisson graduée est une algebre associative graduée munie d’un crochet
de Lie gradué qui induit des dérivations graduées pour le produit associatif. Alors le crochet
défini plus haut fait de H*(o/; &) une algébre de Poisson graduée commutative.
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4.3.5 Déformation d’algébres associatives

Soit &7 une algébre associative unitaire, et notons g : & ® &/ — o son produit, py(a ®
b) = ab. Nous voulons étudier les déformations du produit o au sens suivant. Soit € un
paramétre, on pose la série formelle

o)
pela®b) = e pp(a @ b)
k=0
o u : o @ &/ — o sont des applications linéaires. On retrouve bien sir le produit de
départ pour € = 0.
Regardons les conséquences de l'associativité de u. a U'ordre k = 1. La relation

H(pa®b) @ ) = p(a® p (b © o))
conduit a lordre en €, compte tenu de l'associativité de pg, a
p1(ab @ ¢) + py(a @ b)e = py(a @ be) + apr (b ¢)

Ceci s’interpréte comme le fait que py est un 2-cocycle de Hochschild : y;, € Z2%(7, &7). Ainsi,
opy = 0 est équivalente a l'associativité de . a ordre €.

Si maintenant p; est un 2-cobord, alors il existe une 1-cochaine 3 : & — & telle que
ui(a ®b) = afB(b) — B(ab) + B(a)b. Effectuons alors la transformation a — a — ¢3(a) entre
lalgebre (o7, j1o) et I'algébre (7, pe). Cest un isomorphisme & l'ordre e de I’espace vectoriel
&/ sur lui-méme. Au premier ordre en €, cette transformation respecte les produits, c¢’est-a-
dire que po(a ® b) est envoyé sur po(a ® b) — €B(po(a ® b)). Dans ce cas, nous dirons que la
déformation du produit est triviale a ordre e.

Ceci permet de conclure que Uespace H?(«/, &) (6 étant défini pour le produit pg sur &)
classe les déformations possibles du produit associatif pg sur 7.

Si ) € Z%(/, ) est le premier terme de la déformation du produit, alors I'associativité
a l'ordre 2 impose

p2(a,b)e + p1(p(a,b), c) + pa(ab, ¢) — pala, be) — pa(a, pi(b,c)) — apg(b,c) =0

Posons ¢(a, b, ¢) = pi(pi(a,b),c) — ui(a, ui(b, ¢)). L’équation ci-dessus se réinterpréte alors
comme Jpp = ¢. Il faut que cette relation soit satisfaite dans C3(«/, ). Les obstructions a
I'existence de p; se retrouvent donc dans H®(&/, &), a travers la classe de ¢ qui doit y étre
triviale. Si H3(«/, /) = 0, on peut montrer qu’il n’y a jamais d’obstruction a l'ordre 2, ni
aux ordres supérieurs.

Si maintenant nous voulons que ’élément unité 1 de <7 reste unité pour g, alors on doit
avoir (1 ® a) = pp(a ® 1) = 0 pour tout k > 1 et tout a € «. Ceci signifie que p; est
une cochaine normalisée de C?(«/, /). Comme la cohomologie de Hochschild est la méme si
on la calcule sur les cochaines normalisées, on peut sans perdre en généralité supposer que
I’élément unité est stable dans la déformation du produit.

4.3.6 Cohomologie cyclique

La cohomologie cyclique a été introduite par A. CONNES en 1981 a partir de considéra-
tions sur les traces d’opérateurs et les classes caractéristiques. Nous n’en donnons ici que la
définition.
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Le complexe de Hochschild C*(7, o7*)

Soit o/ une algébre associative. Alors &/* est un bimodule sur &/ en posant, pour ¢ € &7*
et a,b,c € o,

(agb)(c) = ¢(bca)

On consideére alors le complexe de Hochschild pour ce bimodule. Pour ¢ € C™(«/, o7*), on

note ¢(ag, a1, ..., a,) la valeur de cette cochaine sur ay € &, ot ¢(-,ay,...,a,) € &*. On

peut donc considérer ces cochaines comme des applications (n + 1)-linéaires sur <.
L’opérateur de cobord § prend alors la forme

6d(ag, ar, ..., any1) = ¢(apar, g, ..., any1)
+ Z(fl)p(b(aOv aiy .., plpt1, - - -, a’n+1)
p=1

+ (1) ¢(angr0a0, a1, .. ., an)

La cohomologie cyclique

La cohomologie cyclique est obtenue en considérant un sous-complexe du complexe pré-
cédent (C*(o/,2/*),0) en ne retenant que les cochaines qui vérifient une certaine propriété
de symeétrie. Soit C} (/) I'ensemble des cochaines ¢ € C™ (&7, &/*) vérifiant la propriété de
cyclicité

dlar, ..., an, a0) = (=1)"d(ap, a1, . .., ay)

Alors C3(&) = @,50C} (/) est stable par d. Nous noterons b la différentielle § restreinte
a ce complexe. Elle prend la forme

n

bo(ao, ... anp1) = Y (=1)P¢(ao, . .., aplpi, .- -, ans1) + (=)' ¢(ant1ao, . .., an)
p=0

La cohomologie de (C5(/),b) est la cohomologie cyclique de <7, notée HC*().

Pour n =0, HC%(&/) = Z9(«/) est exactement I'espace vectoriel des traces sur 7, c’est
a dire des applications ¢ : &7 — C telles que ¢(ab) = ¢(ba).

Cette cohomologie n’est pas triviale comme le montre le résultat suivant : pour o/ = C,
la cohomologie H*(C,C*) est triviale, alors que HC?(C) = C et HC**(C) = 0.

4.4 Calculs différentiels

Un calcul différentiel sur une algebre associative o est une algebre différentielle graduée
(Q* (), d) telle que Q°(o/) = o et chaque Q"(/) est construit a partir de /. En d’autres
termes, <7 suffit & construire (Q*(&),d). Par exemple, si &/ = F (M) est l'algébre des
fonctions C'*° sur une variété M, alors les formes différentielles de de Rham constituent un
calcul différentiel sur 7. Il existe plusieurs calculs différentiels associés a une algébre 7.
Dans ce qui suit, on se propose d’en décrire quelques uns, et de montrer leur relations avec
les notions cohomologiques.
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4.4.1 L’algebre T et le calcul différentiel universel

Parmi tous les calculs différentiels associés a une algebre <7, il en existe un qui est universel
au sens ou un grand nombre de calculs différentiels sur 7 en sont un quotient. C’est donc
lui qui est défini en premier dans ce qui suit. La construction proposée l'introduit comme
sous-algebre différentielle d’une algébre plus grande.

L'algébre To
Soit o7 une algébre associative unitaire sur C. En tant qu’espace vectoriel, on définit

A =R QA
(S ———
n+1 fois

avec T/ = &7, Les T"/ sont des bimodules sur 7, pour la structure qui consiste &
multiplier sur les composantes les plus a gauche et les plus & droite du produit tensoriel. On
associe A ag® - Qa, € T et bg@--- b, € T/ I'élément ag @ -+ - R apby @+ -- R by, €
gntm gy Ceci donne a l'espace
T =P
n>0
une structure d’algébre graduée. On prendra garde au fait qu’il ne s’agit pas de l'algébre
tensorielle sur 'espace vectoriel sous-jacent & 7. Dans T/, la structure d’algébre de &7 est
utilisée pour définir le produit.
On définit maintenant sur cette algébre une différentielle d;;, en posant

dp(ap® - ®a,) =1®a®---Qay,
+Z(_1)p“0®"'®ap71®11®ap®...®an
p=1

+ ()" ®-®a,®1

On montre alors facilement que dy est une dérivation graduée de degré 1 de ’algébre graduée
T/, vérifiant d, = 0. Donc (T, dy;) est une algebre différentielle graduée. C’est un calcul
différentiel au sens défini plus haut.
11 est aussi possible de définir sur cette algébre une opération bord b en posant
n—1
blag® - ®@ay) =Y (-1)Pa0 @+ ® apapi1 ® -+ @ ay
p=0
On peut alors constater que b est une dérivation graduée de degré —1 de l'algébre graduée
T/ qui vérifie b2 = 0 et dyb + bdy = 0.

La cohomologie de (To7,dy) est triviale, c'est-a-dire que 'on a H(To/,dy) = C et
H"(%e,dy) = 0 pour n > 1.

En effet, on peut prolonger le complexe (T, dy) en posant T 1o/ = C, et prendre
dy : C — & en posant dyA = M. Le carré de dyy est encore nul, comme il est facile de le
voir. Soit alors w € &* tel que w(1) = 1. Définissons k,, : T« — T~ 1o/ par

ko(ag® -+ ®a,) = w(ag)a @ -+ ® ay,

pour n > 0. Alors nous avons dyk, + k,dy = Id. Donc k,, est une homotopie contractante
du complexe, d’ou la trivialité de la cohomologie.
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Le calcul différentiel universel

Nous pouvons extraire de I'algébre T.o7 une sous-algébre différentielle graduée de la fagon
suivante.

Posons Q};(«7) le noyau du produit y : & ® &/ — o de 'algebre 7. Par associativité
de p, Q} (&) est un sous-bimodule de & ® o = T'«/. La différentielle dyy définie sur T
envoie a € & sur dya = 1®a—a®1 € Ker . Donc nous avons dyy : &7 — Q};(«7). Ce couple
(Q,(#),dy) ala propriété universelle suivante : pour toute dérivation X de 7 dans un
bimodule ., il existe un unique morphisme de bimodules

ix : QL) — M

tel que X = ix ody. Une dérivation X de 7 dans un bimodule .# est une application
X o — M vérifiant X (ab) = X (a)b+ aX (D).

En effet, en tant que bimodule, Qf (&) est engendré par les dya pour a € . 11 suffit
done de poser ix(dya) = X (a), qui est compatible avec les diverses structures, et se prolonge
en un unique morphisme de bimodules.

On pose alors QY(&) = o et pour n > 1,

() = U () @y -+ Dy Q) C Tl

n fois

Qu() = Bn>0Q () est alors une sous-algébre graduée et un sous-bimodule de ToZ qui
est stable par la différentielle dyy. Tout élément w € Q) (/) est une somme finie de termes
de la forme

apdyay ... dyay

pour ag, ...,a, € & . L’écriture sous cette forme n’est pas unique.

L’algebre différentielle graduée (Qu(«7),dy) a la propriété universelle suivante. Soit
(Q = 9,500, ) une algebre différentielle graduée. Pour tout morphisme d’algébres unitaires
p o — Q0 il existe un unique morphisme d’algébres différentielles graduées

ﬁ: (QL(JJ)dU) - (Qvé)

qui coincide avec p en degré 0.

Pour montrer cette propriété universelle, on remarque que Q' est un bimodule sur ./
pour le produit

(@,w,b) = p(a)wp(b)

L’application X : & — Q' définie par X (a) = dp(a) est alors une dérivation sur ce bimodule.
Donc il existe un morphisme de bimodules iy : QF(a7) — Q! On pose p = ix en degré 1.
Alors, puisque QF(#7) = Qi () ®. QU (), on pose pla @ 8) = p(a)p(B). En itérant cette
construction, on a construit p ayant les propriétés voulues.

Un corollaire immédiat de cette propriété universelle est que si (£2,0) est une algébre
différentielle graduée telle que Q0 = o7 et Q" soit engendrée par les da avec a € o7, alors
(€, ) est isomorphe (en tant qu’algebre différentielle graduée) a un quotient de (Qp (), dyy).

En effet, prenons p : & — o/ Uidentité. Alors p est surjectif et donc (2, 4) est isomorphe
au quotient de (Qy (<), dy) par le noyau de p.

C’est cette propriété qui fait qu’on appelle (Qy (&), dy) le calcul différentiel universel
de o7.

Tout comme T, (Qy (), dy) a une cohomologie triviale.

Donnons un exemple simple de ce calcul différentiel universel. Prenons &/ = C(X) l'al-
gébre commutative des fonctions continues sur un espace topologique X. On peut considérer
que le produit tensoriel &7 ®.7 s’identifie aux fonctions de deux variables f(z,y). Les éléments
de Q}; (/) sont les fonctions de deux variables x et y qui s’annulent sur la diagonale z = y. La
différentielle d’une fonction f € & est la fonction de deux variables dy f(z,y) = f(y) — f(x).
La différentielle est donc ici une différence finie. Dans le cas ot & = C°°(X) pour une variété
différentiable X, toutes les fonctions sont dérivables, et cette différence finie se développe
en f(y) — f(z) = Ouf(z)(y" — ") + ... ou les 9, sont les dérivées partielles par rapport
a des coordonnées locales x#. Par la propriété universelle de QF;(#7), l'espace des 1-formes
différentielles de de Rham s’obtient par quotient de QF (7). Dans ce quotient, la différence
finie f(y) — f(z) s’envoie sur 0, f(z)dz*, la différentielle de de Rham de f. Bien str, le com-
plexe (Qu(C*°(X)),dy) n’est pas du tout le complexe des formes différentielles puisque la
cohomologie du premier est triviale, ce qui n’est pas toujours le cas du second.

Relation entre T4/ et les cochaines de Hochschild

Les deux algebres différentielles T et C*(o7, o7) sont reliées par une application cano-
nique définie de la fagon suivante.
Soit ¥ : Tof — C*(o/, /) Vapplication définie par

\I/(ao®~-~®an)(b1 & ®bn) = (loblal"'bnan

Alors ¥ est un morphisme d’algébres différentielles graduées.
Le morphisme ¥ induit un morphisme d’algebres différentielles graduées entre Qy () et
Ci(, o) (cet morphisme coincide avec le morphisme universel relevant ’application identité

sur ).

On peut montrer que dans le cas ou & = M(n,C), 'algeébre des matrices complexes
de dimension n, ¥ réalise un isomorphisme d’algébres différentielles graduées entre Tof et
C*(, o). Grace a cet isomorphisme, on a les identifications

TM(n,C) ~ M(n,C)® I M(n,C)
Qu(M(n,C)) ~ M(n,C) ® Tsl(n,C)*

ot dans les seconds membres, on a des produits tensoriels d’algébres associatives déja ren-
contrées.

4.4.2 Calcul différentiel de Kahler

Algebres commutatives.
Théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg.
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4.4.3 Calcul différentiel basé sur les dérivations
Bibliographie de ce chapitre

Pour les homologies et cohomologies associées aux groupes et algébres de Lie, je conseille
J. A. DE AZCARRAGA, J. M. IZQUIERRO 1995 [dAI95]|, qui est un excellent moyen d’aborder
le sujet, en particulier pour les applications a la physique. Le livre de K. S. BROWN 1982
[Bro82| est plus mathématique.

Pour les homologies et cohomologies associées aux algébres associatives, on peut consulter
N. JACOBSON 1985 [Jac85] et M. GERSTENHABER, S. D. SCHACK 1988 |GS88| pour la
cohomologie de Hochschild, J.-L. LopAYy 1995 [Lod95] et A. CONNES 1994 [Con94| qui
introduisent I’homologie et la cohomologie cyclique. Le calcul différentiel universel est exposé
dans A. CONNES 1994 [Con94|, et on peut le retrouver dans ma thése T. MASSON 1995
[Mas95| ou des références plus précises sont données.
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Chapitre 5

Cohomologies et actions de groupes

5.1 Opérations algébriques

La notion d’opération d’'une algébre de Lie sur une algébre différentielle graduée com-
mutative tire son origine de I’étude des fibrés principaux avec connexions. Le formalisme
purement algébrique qui a ainsi été construit a été dégagé par les mathématiciens H. CAR-
TAN, C. CHEVALLEY, J.-L. KoszUL et A. WEIL dans les années 1940-50.

L’idée de base est simple : elle consiste & ne conserver que l'aspect algébrique des objets
définis sur un fibré principal. Par exemple, dans un premier temps, nous verrons comment
remplacer 'action d’un groupe de Lie connexe G sur un fibré principal P par une opération
de son algebre de Lie g sur I'algebre différentielle graduée Q*(P) des formes différentielles.

5.1.1 Opérations de Cartan
Définitions

Soient &7 une algebre différentielle graduée commutative unitaire, et g une algébre de Lie
de dimension finie. Nous dirons que nous avons une opération de g sur & (ou encore que
o/ est une g-opération), s’il existe une application linéaire

i:g— Der_ (&) = {dérivations de degré —1 de &'}
dérivations que nous noterons iy : &/ — .o/ pour tout X € g, telle que
ixty +iytx =0
pour tous X, Y € g et telle que I'application
Ly =ixd+dix: o — o

vérifie

[Lx,iy] =ixy)
[Lx,Ly] = Lixy
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pour tous X,Y € g. Il faut noter que Lx est une dérivation de degré 0 sur &/ qui commute
avec la différentielle,
Lxd=dLx

puisque d? = 0. Nous noterons (&, g, i) une telle opération.

Dans 'algeébre &7, nous avons alors des sous-espaces vectoriels canoniquement associés a
cette opération :

- S(d)={a€e o | Lya=0 VX € g}, ensemble des éléments invariants de <. Il est
facile de vérifier que c’est une sous-algebre différentielle graduée de o7

- B(A)={aecd [|ixa=0et Lya=0 VX € g}, ensemble des éléments basiques de
. 11 est la aussi facile de vérifier que c¢’est une sous-algebre différentielle graduée de
</, et méme plus précisément de & ().

- H(A) ={a € o [ixa =0 VX € g}, ensemble des éléments horizontaux de
/. C’est une sous-algébre graduée invariante par Lx, mais a priori non munie d’une
différentielle.

Soit ¢ : & — &/’ un morphisme d’algébres différentielles graduées commutatives. Nous
dirons que ¢ est un morphisme de g-opérations si, étant données deux g-opérations i et
i sur &/ et &', nous avons

poix =iyop

pour tout X € g. Nous avons alors ¢ o Ly = L'y 0 ¢ pour tout X € g, p(¥(&)) C F (")
P(B(A)) C B(A") et p(H () C H(H").

Soient (7, g,7) et (&', g,4') deux g-opérations. On définit sur 'algebre différentielle gra-
duée commutative & ® &7’ une g-opération en posant i%(a, ® a’) = (ixa,) ® a’ + (—1)Pa, @
(i'ya') pour tous X € g, a, € FP et a' € &/'. On aalors LY (a®d’) = (Lxa)®@d +a® (Lyd')
pour tous X € g, a € & et ' € &’. On appelle cette opération l'opération produit
tensoriel.

Cohomologies associées

Nous pouvons associer & une opération (<, g,4) trois cohomologies :

— H(4,d) la cohomologie de l'algebre différentielle graduée (<7, d);

~ Hy(«,d) la cohomologie invariante, qui est la cohomologie de 1’algebre différentielle
graduée (S (), d);

— Hy(4,d) la cohomologie basique, qui est la cohomologie de 1'algébre différentielle

graduée (B(),d).
Si @ : .o/ — o est un morphisme de g-opérations, alors ¢ induit des morphismes ! entre

les diverses cohomologies introduites.

5.1.2 Connections et courbures algébriques

La théorie des fibrés principaux utilise de fagon essentielle la notion de connexion. Dans
ce qui suit, nous en donnons un équivalent algébrique.
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Notations

Nous allons manipuler des objets dans & ® g ot (<7, g,¢) est une opération. Nous utilise-
rons les notations suivantes : {F} est une base de g, w = W* ® E}, € /" ® g, avec w* € ",
et

ixw=ixw* @ Ej
Lyw = Lxw" ® B},
[X,w] =" ® [X, E]
dw = duw* ® E,
[w,w'] = Wt ® [Ex, E(]

pour tout X € get w' € 7 ® g.

Connexion algébrique

Soit (&7, g,4) une opération. Une connexion algébrique sur cette opération est un
élément w € 1 ® g tel que

1. ixw=1® X € &°® g pour tout X € g;
2. Lxw = —adxw = —[X,w| pour tout X € g.

Soit ¢ : & — &/’ un morphisme de g-opérations. Supposons que & et &7’ soient munies
chacune d’une connexion algébrique w et w’. Nous dirons que ¢ est un morphisme de

g-opérations avec connexions si
!

pw) =w
ot p(w) = p(w*) ® Ey.

Courbure algébrique

Nous définissons la courbure algébrique de la connexion w par
1 2
SZ:dw+§[w,w] cd’®yg

Il est alors facile de vérifier que € satisfait a

Z'Xg = 0

LxQ=—-[X,9Q]
pour tout X € g, et

A+ w, Q=0

Cette derniére relation est I'identité de Bianchi .
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5.1.3 L’algébre des formes sur un fibré principal

Soit P(M,G) un fibré principal, et g 'algébre de Lie du groupe de Lie connexe G. Ce
groupe agit a droite sur P. Nous notons (p,g) +— p - g cette action pour p € P et g € G.
Cette action permet d’associer a tout vecteur X € g un champ de vecteur vertical XV sur P
par la relation habituelle

d
X=X, = <%p . exp(tX))

[t=0
qui permet d’identifier g & une sous algébre de Lie de 'algébre de Lie I'(P) des champs de
vecteurs sur P.

Soit & = Q*(P) lalgebre différentielle graduée commutative des formes différentielles sur
P. Nous définissons une opération de g sur *(P) en posant

ix = ix

pour tout X € g. Au second membre, ixv est 'opérateur d’insertion habituel d’'un champ de
vecteurs sur les formes différentielles. Alors Ly = ixd + dix est la dérivée de Lie habituelle
Lxv dans la direction du champ de vecteurs X".

Dans ce contexte, 7 (Q*(P)) est la sous-algeébre des formes horizontales sur P au sens
habituel du terme sur un fibré, d’ott le nom de 'espace (o) dans le cas général. Les formes
invariantes & (Q*(P)) sont les formes invariantes par l'action induite de G sur les formes,
d’ott le nom de 'espace (7). Enfin, I'espace des formes basiques Z(Q*(P)) s’identifie &
lalgebre différentielle graduée Q*(M) des formes différentielles sur la variété base M, d’ou le
nom de Z(&7). La cohomologie basique de Q*(P) est donc la cohomologie de de Rham de la
variété base M.

Une connexion algébrique est une connexion au sens des fibrés, comme il est facile de le
constater.

Plus généralement, si G opére a gauche différentiablement sur une variété M, on peut
construire une g-opération sur Q*(M). Pour cela, a tout X € g, on associe le champ de
vecteurs fondamental X, sur M défini par

X‘]y = <§—t exp(—tX) - r>

[t=0

pour tout x € M. On définit ix sur Q*(M) par ix = ix,,. La dérivation Ly est alors la
dérivée de Lie dans la direction de X;;.

5.1.4 Les opérations de ;. sur T, Qu () et C*(7, )

On peut définir la notion d’opération de Cartan sur une algébre différentielle graduée,
méme si elle n’est pas graduée commutative. Cependant, on ne peut pas y définir de notion
de connexion. Nous donnons ici des exemples de telles opérations.

Soit 47 une algébre associative unitaire. A tout a € 4, on associe un opérateur i, :
T/ — Tof défini par

n—1
io(ap @ ®ay) = Z(fl)pag ® - ® apatyps1 ® -+ Q ay
p=0
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pour n > 1, et i,ap = 0. Alors un calcul simple montre que i, est une dérivation graduée de
degré —1 sur T, et L, = i,dy + dyi, est la dérivation graduée de degré 0 sur To7 donnée
par

La(ag®  ®a,) =Y ag® R a,a,] @ @ ay
p=0

Ces dérivations graduées définissent une opération de Cartan de o, sur T<7.
Cette opération se restreint a 'algebre différentielle graduée Q2 (27), et prend la forme :
n
ia(aodyal N dUan) = Z(*l)’”’laod{/(ll e d[/(J,p,l[Cl7 ap]dUapH N dUCLn
p=1
L.(apdyay . . .dyay) = [a, aoldyas . . . dyay

n
+ Z (LU(ZU(ll cee dUap,ldU[a, ap}d[]ap+1 e dUa,,
p=1

Pour tout élément a € 4, nous définissons 'opérateur
iq: O™, ) — C" N, o)

en posant, pour f € C™ (<, o),

m

(iaf)(ay, ..., am-1) = Z(—l)p“f(al7 Q1 Ay Gy ey ()

p=1

On remarquera que i, f n’est autre que foa ol a est considéré comme élément de C(o, o).
Alors i, est une dérivation graduée de degré —1 sur C*(o, &), et L, = i,0 + i, est une
dérivation graduée de degré 0 sur C*(«7, <) donnée par

(Laf)(ary ... am) = [a, flai,...,am)] — Zj'(al,...7a,,,17 [a, ap), apirs. .-, am)

p=1
i, et L, définissent une opération de Cartan de @, sur C*(«7, o).

Ces opérations sont visiblement caractéristiques de I’aspect non commutatif de <7, puisque
L, est nulle dés que a € ().

Il est facile de voir que le morphisme ¥ : T/ — C*(&/, &/) est un morphisme de o7 ;-
opérations.

5.1.5 L’opération de g sur Ag*

Nous allons décrire maintenant une opération particuliére qui nous sera utile par la suite.

Prenons l'algebre différentielle graduée commutative o7 = Ag*, l'algébre extérieure du
dual de l'algébre de Lie g, pour laquelle la différentielle est le prolongement du dual du
crochet de Lie, notée d,.

Pour oy A+ Ay, € APg* et X € g, posons

P
ix(an A Aay) =3 (=D ag A Aagoiog(X) A g A Aay
q=1
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Si nous regardons g comme l'espace des champs de vecteurs invariants a gauche, et Ag*
comme ’espace des formes différentielles invariantes a gauche sur un groupe de Lie connexe,
alors ix coincide avec le produit intérieur habituel du champ de vecteurs X sur une forme.
Sur g*, on peut montrer que Ly s’identifie & ad¥, le dual de la représentation adjointe.
Donc Lx sur tout Ag* est la dérivation induite par ad¥. Il est facile de vérifier que le tout
définit une opération de g sur Ag*.
La forme de Maurer-Cartan 0 € g* ® g définie par

0=0"® Ex
ott {#*} est la base duale dans g* de {E;}, est une connexion algébrique. En effet, par

définition, nous avons ixf = X, et il est facile de montrer que Lx6 = —[X, 0] en utilisant
I’équation de structure de Maurer-Cartan :

1
dgd + 5[6,0] =0
Cette équation de structure nous dit en plus que la courbure de 6 est nulle.

Réinterprétation de la courbure algébrique

Il est possible d’interpréter la courbure algébrique en termes d’algébres différentielles
en utilisant 'opération avec connexion (Ag*,g,1,6). Pour cela, nous devons considérer une
connexion algébrique w = w* ® E), € &' ® g comme une application

O:gt— !

en posant, pour tout a € g*,
&(a) = wra(F) € ot

Comme & est une algébre graduée commutative, nous avons &(a)@(a) = 0 dans &72. Par la
propriété universelle de ’algébre extérieure, nous pouvons prolonger @ de fagon unique en

WiNg— A
en posant, pour aq A -+ A a;, € APg¥,
lag A ANay) = w(og) - 0(ay)

11 est alors possible de vérifier, grace aux conditions qui font de w une connexion algébrique,
que

pour tout ¢ € Ag* et tout X € g. Dans les premiers membres, il s’agit de 'opération de g sur
o, et dans les seconds membres, de 'opération de g sur Ag* décrite auparavant. © commute
donc avec ix et Ly, mais en général ne commute pas avec les différentielles d sur &7 et dy
sur Ag*.
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Nous définissons donc tout naturellement
Q:g"— &>

en posant

Qa) = dw(a) — D(dya)
pour tout a € g*. Par définition, Q mesure I'obstruction au fait que & soit un morphisme
d’algebres différentielles.

Calculons 2. Nous avons )
dgt" = fgc;‘,ﬁk NE

ot les Cf, sont les constantes de structure de g dans la base {E;}. Donc
~(d.0 Loi ke
w(dg6") = 75C'Mw w
D’autre part, do(0') = dw, donc
(0t iy Lo ko
Q(0") = dw' + iCMw w

Comme pour w, nous pouvons identifier Q a un élément € € #2 ® g, en posant, pour
0 =0F® B, (QF € &?), et pour a € g*,

Qo) = Q" a(Ey)
Alors, avec a = a;0*, ot a; € R, on trouve

~ 1 )
Qa) = qudw’ + §aiC,3kwsz

; 1
= (dw")a(E;) + awkw‘ﬂ'a([Ek, Ey))
On tire de cette expression que
O i Lok
O =dw ®E,+§UJ w ® [Ek.7E5]

cest & dire que ) nest autre que la courbure algébrique € associée & w.
La courbure algébrique peut donc étre réinterprétée comme ’obstruction pour que w soit
un morphisme d’algébres différentielles.

On remarquera que dans le cas de 'algébre Ag* et de la connexion w = 6, application
0:N\g" — Ng"

est l'identité. Comme les deux différentielles sont égales, # est un morphisme d’algébres
différentielles, donc sa courbure est nulle, ce que nous dit déja 1’équation de structure de
Maurer-Cartan.
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5.2 L’algebre de Weil

L’algébre de Weil joue un role important dans ’étude des opérations d’algébres de Lie.
Elle renferme de plus une richesse intrinséque qui permet de prolonger les résultats déja
obtenus sur les homologies et les cohomologies de algébres de Lie réductives.

5.2.1 Construction de I'algébre de Weil

Soit g une algebre de Lie de dimension finie comme ci-dessus. Nous définissons 'algébre
de Weil de g comme le produit tensoriel

¥ (g) =Vg* @ A"

ol nous rappelons que \/g* est une algébre graduée en degrés pairs. #(g) est ainsi une algebre
graduée commutative.

Munissons cette algébre d’une différentielle. Pour cela, soit {E)} une base de g et {6*} sa
base duale dans g*. Définissons les éléments

Al=10 c#'(g)
Fi=0olec#?*g)
de # (g). Alors il est facile de voir que # (g) est 'algébre connexe libre graduée commutative’

engendrée en degré 1 par les A’ et en degré 2 par les F¥. Soient maintenant les éléments A
et F de #'(g) ® g définis par

F=F®E

Nous définissons une différentielle dy sur # (g) en posant dy A’ et dy F* de la fagon suivante

dyA=F — %[A Al
dyF = —[A,F)
ol, comme a‘uparawant7 pour w; = wi R FE; et wy = wé ® E; dans #/(g) ® g, nous posons
(w1, ws) = wiw) @ [E;, E;]. En développant sur la base {E}}, ces relations conduisent a
dy A = F' — %C,igAkA[ c#*(g)
dy F' = —Ci, A*F* € #73(g)
Alors dy se prolonge en une unique dérivation de degré +1 sur # (g), de carré nul, d2, = 0,

puisque d3, A* = 0 et d% F' = 0 comme il est facile de le vérifier. Donc (#(g),dy ) est une
algebre différentielle graduée commutative.

'Nous rappelons qu’une algébre graduée commutative est libre si elle n’admet pas d’autres relations entre
ses générateurs que celles lui donnant sa commutativité graduée.
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Définissons maintenant, pour X € g, X = X'E;, la dérivation iy de degré —1 sur # (g),
en posant

ixAl = X1
ixF'=0

11 est ais¢ de vérifier que (#(g),g,%) est une opération, et que A € #(g) ® g en est une
connexion algébrique de courbure algébrique F'.

5.2.2 Propriété universelle

L’algébre de Weil joue un role important dans la théorie des opérations algébriques grace
au résultat suivant :

Propriété universelle de #/(g) : soit 7 une g-opération avec connexion, alors il existe
un unique morphisme de g-opérations avec connexions de # (g) sur 7.

En effet, soit w = w' ® E; la connexion sur o7 et Q = Q' ® E; sa courbure algébrique. Tout
morphisme de g-opérations avec connexions, o, doit vérifier p(A?) = w' et p(F?) = Q. Or,
comme A’ et F' engendrent librement % (g), ces relations définissent ¢ sur tout % (g), de
maniére unique. Il est facile de voir que ce morphisme est bien un morphisme de g-opérations
avec connexions.

Nous dirons que ce morphisme est le morphisme canonique de #/(g) sur .« pour la
connexion algébrique w.

Dans le cas de la g-opération avec connexion Ag* décrite précédemment (ou la connexion
est la forme de Maurer-Cartan), le morphisme canonique # (g) — Ag* prend la forme d’une
projection de #(g) sur Ag*, ou on identifie Ag* au sous-espace 1 ® Ag* de # (g). En effet,
la courbure sur Ag* est nulle, donc F? € #?(g) est envoyé sur 0. Cette projection est donc
en particulier un morphisme de g-opérations.

5.2.3 Calcul des cohomologies associées a 7 (g)

Nous allons calculer les cohomologies de #/(g), ## (g) (éléments invariants de #/(g)) et
PBW (g) (éléments basiques de #/(g)) associées a la g-opération #/(g).

Remarquons qu’un autre systéme de générateurs (libres également) de #/(g) est donné
par 'ensemble des A’ et des dy A’. Ceci nous permet de définir

h=#(g) = ¥ (g)
comme 'unique dérivation de degré —1 qui prolonge sur tout % (g)
h(A) =0

Alors nous avons (dyh + hdy)A* = A' et (dyh + hdy)dy A' = dy A'. Donc, pour tout
w € #(g), (dyh + hdy)w est proportionnel & w. Le coefficient de proportionnalité est
le nombre total de générateurs A’ et dy A® apparaissant dans w. h est donc une homotopie
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contractante. Donc, siw € #*(g) est un cocycle, alors (dyh+hdy )w = dyhw = dw (A € N),
c’est a dire w = %dy//hw, ce qui signifie que w est un cobord. D’autre part, #°(g) = R. Ainsi,
nous avons

H (W (g),dy) =R
H*(# (g),dy) = {0} pour k > 1

La cohomologie de (#(g),dy ) est donc triviale.

Remarquons maintenant que hLx = Lxh puisque cette relation est vraie sur les gé-
nérateurs A’ et dy A’. Donc si w € SF# T (g) est un cocycle, alors hw € F# T (g) et
(dyh + hdy)w = dyhw = Aw prouvent que w est un cobord de (F# (g),dy ). Ainsi, nous
avons

HY(#(g),dy) =R
HY (#(g),dy) = {0} pour k > 1

La cohomologie de (S # (g),dy ) est donc elle aussi triviale.

Cherchons maintenant la cohomologie basique de #(g). Pour cela, identifions d’abord la
sous-algebre B (g).

1® Ag* C #(g) n'est pas stable par la différentielle dy . Celle-ci ne coincide donc pas
avec la différentielle dy; précédemment introduite sur Ag*. Néanmoins, les dérivations Lx =
dyix + ixdy coincident sur 1 ® Ag* avec celles introduites auparavant, c’est a dire celles
induites par l'action ad%. De méme, nous pouvons vérifier que Vg* ® 1 est stable par les Ly
définis sur #(g), et que les Lx ainsi induites sur \/g* sont les dérivations induites elles aussi
par l'action ad.

En tant qu’espaces vectoriels, nous savons que \Vg* ~ Sg* ~ Z(g) ou £(g) est l'algébre
des polynémes sur g. Il est facile de voir qu’en tant qu’algébres graduées et commutatives,
Vg* ~ P(g), ot les degrés se correspondent par \V*g* ~ 92%(g) (polynomes de degrés k).
Un élément w € V?*g* s’¢crit sous la forme P(F, ..., F) = P(E,, ..., E;y )F*--- Fi* pour un
P € 2*(g). Dans l'identification w — P, la dérivée de Lie devient

k
(LxP)(Xy,...,Xp) =Y P(X1,...,[X, Xi],..., Xx)
i=0
pour tous Xq,..., X, X € g.

Notons #Vg* C Vg* la sous-algebre des éléments invariants par les dérivations Lx.
Par l'identification précédente, il est facile de constater que cette sous-algébre s’identifie a
la sous-algebre graduée et commutative des polyndémes invariants sur g, que nous notons
Z1(g) C Z(g). Rappelons qu’un polynéme invariant de degré k est un polynome P : g¢ — R
tel que

k
S P(Xy,.. L [X X, ., X)) =0
i=0
pour tous X,..., X, X €g.
Par définition de iy, il est facile de voir qu’on a l'identification entre les algébres

HW(9) =Vg" @1
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La sous-algébre Z% (g) des ¢léments basiques de #/(g) s’identifie donc a
B (g) = INVg @1

Remarquons alors que B# %+1(g) = {0} pour tout k¥ > 0 a cause de la graduation de Vg*.
Donc nous avons

dy = BW*(g) — B (g) = {0}

et
dy {0} = BV (g) — BV (g)

d’out il est immédiat que
Ha(# (9), dy) = BW(g)
c’est a dire
HZ (W (9),dy) = BV (9) = I\V*'g" ~ [ (g)
et
HZ (W (g), dy) = {0}

La cohomologie basique de #'(g) n'est donc pas triviale, et s’identifie en degrés pairs aux
polynoémes invariants sur g.

5.2.4 Transgressions

Soit P € 2%(g) un polyndme invariant de degré k > 1 sur g. Par les résultats précédents,
on peut l'identifier & un élément invariant de Palgebre #(g) de degré 2k, qu’on note Pe
F(V*g) € S #?(g). La cohomologie de ## (g) étant triviale, il existe un élément w €
IW*1(g) tel que dypw = P. Projetons cet élément sur Ag* par la projection canonique
# (g) — Ag* (le morphisme canonique de #(g) sur Ag* décrit auparavant). On obtient un
élément w, € A*7'g* qui est nécessairement invariant. Un rapide calcul montre que cet
élément de dépend pas de Darbitraire dans le choix de 'élément w tel que dyw = P. On a
ainsi défini une application

p: Pi(g) = I (V*g") — £ (N*'g")

pour k£ > 1. On peut donner une expression explicite de p. Soit P un polynéme invariant de
degré k sur g. Alors pour tous Xi,..., X1 € g, 0na

PP X1,y Xopa) =
(=D (k= 1)!

m Z sign(cr)P(X(,(l), [Xa(z), Xa(3)]7 cey [Xa(2k72)7Xo(2k—l)])

0€Gak_1

On dira qu'un élément o € .#(A\’g*) est transgressif sil est 'image dans la projection
#(g) — Ag* d'un élément w € F#*(g) dont le cobord dyw est dans \V**'g*, donc dans
F (V1 g*). Par exemple tout p(P) est transgressif.

On peut montrer que tout élément transgressif est de degré impair. En effet, si a est de
degré pair, alors dyw est de degré impair. Or dyw € Vg* qui est nulle en degrés impairs.
Donc dyw = 0. Cela signifie quil existe v € ¥ (g) tel que dyv = w, d’ott @ = wp = dgva.
Comme vy € F(Ag*), on a dyvy =0, d’ott v = 0.
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On note .7 (Ag*) le sous-espace vectoriel de .# (Ag*) des éléments transgressifs. Ce sous-
espace est donc engendré en degrés impairs. En fait, on peut voir que 7 (Ag*) s’identifie a
I'image de p. Si {a;} est une base de 7 (Ag*), on lui associe une base d’éléments originaux
dans . (Vg*), {P;}, et on pose P, = 7(«;). Chaque élément P; est appelé une cochaine de
transgression de a;. On obtient ainsi une application 7 : T (A% 1g*) — #(V*g*). Une telle
application

7: T (\g") — S (Vg")

pour laquelle p o 7 est U'identité sur 7 (Ag*) est appelée une transgression. Il n’y a pas
unicité de la transgression. En d’autres termes, 7 scinde (en tant qu’espaces vectoriels) la
suite exacte

0 — Kerp — 7 (Vg") = Z7(g) = T (Ag") = 0

Dans le cas des algebres de Lie réductives, on connait la structure de .#(Ag*) en fonction
du sous-espace P(g*) des éléments primitifs. On peut montrer que dans ce cas, 'image de
lapplication p est justement P(g*). En d’autres termes, dans le cas d’une algebre de Lie
réductive, on a

T (Ag") ~P(g") ~Imp

Le noyau de p est de plus formé des éléments décomposables de .#(\/g*). Cela signifie qu’on
peut considérer, dans une certaine mesure, Im p comme une base de polynémes indécom-
posables. Pour toute transgression 7 : P(g*) — #(Vg*), 'image de 7 engendre I'algebre
commutative .#(Vg*), et les transformés des éléments d’une base homogéne de P(g*) sont
linéairement indépendant dans .#(Vg*). On pose P(g*) I'espace vectoriel gradué¢ en degrés
pairs défini par P*(g*) = P*~1(g*). Alors on a

S (Vg") ~ VP(g")

C’est un isomorphisme d’algebres graduées. En conclusion, . (\/g*) a une structure d’algébre
de polynomes dont le nombre de variables est le rang de g. Ce résultat donne une structure
a .7 (\Vg*) tout a fait analogue a celle du théoréme de Hopf donnant la structure de .# (Ag*).

Dans le cas k = 2, on a p(P)(X,Y,Z) = —3P([X,Y], Z) pour tout polynome invariant
P de degré 2. On retrouve ainsi la formule (4.1) utilisée pour associer a la forme de Killing
d’une algébre de Lie semi-simple un élément primitif de degré 3.

5.2.5 Le morphisme de Weil

Soit &7 une g-opération avec connexions. Prenons wy et w; deux connexions algébriques
sur /. Nous savons qu’a chacune est associé un morphisme de g-opérations avec connexions

wo: (W (g), A) — (o, w0)
o1 (#(9),A) = (&, w1)

En particulier, nous savons que si w € Z# (g), alors p,(w) € B(<) pour a = 1,2 et donc
(o induit un morphisme d’algebres différentielles graduées

ol BW (9) — B()
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qui induit & son tour un morphisme
©Z Hp(W(g),dy) = BW(g) — Ha(o,d)

entre les cohomologies basiques. Nous allons montrer que
B B
Po = ¥1

Pour cela, posons w; = (1 — t)wy + twy pour ¢t € [0,1]. Alors w; est une connexion algé-
brique sur &7 dont la courbure sera notée §2; et dont le morphisme canonique associé sera
noté ;. Ecrivons un élément w € B#*(g) = SV g* sous la forme w = P(F,...,F) =
P(Ei,...,E;,)F ... F* oit P € 2%(g) est un polynéme invariant de degré k sur g. Alors

ol (w) = P, )

Calculons la dérivée de ¢ (w) par rapport a t. Tout d’abord, on a

dQ2 1 1
ditt = d(w1 —wo) + §[W1 — wo,wy] + é[me — wol
= d(w1 — wp) + [w, w1 — wo
donc
d d
%gof(w) = ﬁP(Qt, )
k
=Y P(, ..,%74.4,@)

<.
I
-

Il
M-
v
&

v d(wr — wo) + [wrwi — woly -, )

<.
Il
—

I
F

P(d(wy — wo) + [wi, w1 — wo], Quy -+, )

puisque P est symétrique et que les éléments de degré 2 commutent entre eux.
D’autre part, nous avons

dP(wy — wo, Yy .., ) = P(d(wi — wo), Q... Q) — Plwy — wo, d, ..., Q)

—-~~—P(w1—w0,Qt,...,th)
On peut ajouter a ce second membre la quantité nulle (car P est invariant)
P(lwp,wr — wol, iy, Q) = Plwr — wo, [wr, Qe )
— = Plwr —wo, Q- [wr, U)) =0

En regroupant correctement les termes, en utilisant la multilinéarité de P et l'identité de
Bianchi sur €, on obtient

dP(wy — wo, D, ..., ) = Pd(wr — wo) + |wi, w1 — wol, Dy ooy Q)

ld 4
= E&Lpt (w)
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ou encore d
agﬁ:g(w) = d(kP(w1 — wo, Qs -, %))

Dans cette expression, on peut vérifier que P(w; — wo, 4, ..., Q) € B(H) car w; — wy est
horizontale. Donc

ce qui montre que ¥ (w) et pZ(w) ont méme image dans HZ (4, dy) puisqu'ils différent
par un cobord, c’est & dire que 'on a finalement gpfﬁ = /,o‘fﬁ.

Ainsi, si w est une connexion algébrique sur &, de morphisme canonique associé ¢ :
W (g) — <, alors application

¢ Ha(W (8),dy) — Ha( . d)
est indépendante du choix de w. Comme HZ(# (g),dy) ~ Z%(g), nous avons un morphisme
X+ Z1(9) = Ha(,d)

entre I’algébre des polyndmes invariants sur g et la cohomologie basique de 7. C’est le mor-
phisme de Weil de la g-opération avec connexion . Il faut remarquer que ce morphisme
est indépendant de la connexion, mais il n’existe que si une telle connexion existe.

5.3 Fibrés et classes caractéristiques

Par définition, les fibrés admettent une action (libre) d'un groupe de Lie. Nous allons
voir comment utiliser ce groupe et cette action pour donner des renseignements d’ordre
topologique sur le fibré.

5.3.1 Fibré universel classifiant

Soit G un groupe topologique. Il existe un fibré principal de groupe de structure G,
EG — BG, qui a la propriété universelle suivante : pour tout fibré principal P — X de
groupe de structure G, ot X est une variété topologique compacte, il existe une application
continue fp : X — BG telle que P soit le pull-back? du fibré EG par fp, P = f3EG. Le
fibré EG — BG est appelé le fibré universel classifiant de G. On peut montrer que £EG
est un espace contractile. Cela signifie que 7,(EG) = 0 pour tout n > 0.

Méme si EG est contractile, le fibré EG — BG est loin d’étre trivial, et contient en un
certain sens tous les fibrés principaux de groupe de structure G. L’application fp : X —
BG sélectionne la fagon dont le fibré principal P est « tordu ». Le pull-back d’un fibré est
en général moins « tordu » que le fibré d’origine. Par exemple, prenons le cas extréme de
I’application constante f : X — X, qui envoie X sur un point unique. Par pull-back, elle
transforme tout fibré sur X en le fibré trivial!

2Le pull-back P = f*@Q — X d’un fibré Q — Y par une application continue f : X — Y est défini fibre a
fibre en posant P, = Q(,) pour tout z € X.
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On peut montrer que deux fibrés principaux P — X et P’ — X au dessus de la méme
variété topologique compacte X sont isomorphes si et seulement si les deux applications fp
et fpr sont homotopes.® On peut donc classer les fibrés principaux a isomorphisme prés au
dessus d’une variété topologique compacte X par l’ensemble des classes d’homotopie des
applications continues X — BG, qu’on note [X, BG]. C’est pourquoi le fibré EG — BG est
appelé « classifiant ».

Dans ce qui vient d’étre fait, on peut en réalité considérer des fibrés de groupes de structure
quelconque, en particulier les groupes discrets (Z, Zo, etc.). Dans ce cas, les fibrés sont en
fait des revétements.

En topologie algébrique, on ne s’intéresse aux espaces qu’a homotopie prés. C’est pourquoi
on peut construire de différentes fagons le fibré EG — BG, et obtenir des espaces différents,
mais homotopes entre eux.

Les espaces EG et BG sont intimement liés au groupe G, et ils dépendent essentiellement
de sa structure de groupe. On peut montrer qu'ils existent pour tout groupe G, et on a
a notre disposition différentes constructions possibles pour les réaliser sous forme d’espaces
topologiques, parfois (et souvent!) en dimension infinie. L’espace topologique BG a bien str
une homologie et une cohomologie H,(BG,Z) et H*(BG,Z). Or, dans le cas des groupes
discrets, on peut montrer que cette homologie H,(BG,Z) est isomorphe a I’homologie de
groupe introduite en 4.2.1, et de méme sa cohomologie est isomorphe a la cohomologie de
groupe. Cette identification est quasiment triviale lorsqu’on utilise une des constructions
possibles de BG (celle qui utilise une approche simpliciale, basée sur la structure de groupe
de G). On ne développera pas plus dans cette direction, et on renvoie a des livres de topologie
algébrique pour de plus amples détails. On peut montrer que dans ce cas m(BG) = G et
les autres groupes d’homotopie sont triviaux. Comme d’autre part EG est homotopiquement
trivial, cela signifie que FG est le recouvrement universel de BG.

5.3.2 Construction de fibrés classifiants

Nous allons donner une construction explicite de fibrés universels classifiants, dans le cas
des groupes compacts U(n), O(n) et SO(n). Ce sont les cas les plus intéressants, en particulier
SO(n), puisque le fibré tangent d’une variété riemannienne orientée admet un tel groupe de
structure. On peut montrer que si K C G est une sous-groupe compact maximal, alors BG
et BK sont homotopes. Les cas que nous allons développer recouvrent donc aussi les groupes
GL(n,C), GL(n,R) et GL*(n,R).

Plagons nous dans le cas G = O(n). L’inclusion naturelle RY — RY" pour N < N, induit
I'inclusion G(n, RY) — G(n,RY") des variétés de Grassmann réelles. On définit G(n, R™)
comme la limite directe de ces inclusions. En d’autres termes, G(n, R*>) est I'espace de tous
les sous-espaces vectoriels de dimensions n de R*. On pose

BO(n) = G(n,R®)

3C’est a dire s'il existe une application continue F[0,1] x X — BG telle que F(0,2) = fp(z) et F(1,2) =

T ().
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Soit maintenant £ — X un fibré vectoriel réel de rang n au dessus d’une variété topologique
compacte X. On sait alors (théoréme de Swan) qu’il existe un second fibré vectoriel E' — X
tel que E @ E' ~ X x RY pour N assez grand. Donc chaque fibre E, de E peut étre
considérée par cet isomorphisme comme un sous-espace vectoriel de dimension n de RY.
Définissons f : X — G(n,RY) en posant f(z) = E, € G(n,RY). Alors il est facile de voir
que f*E(n,RY) = E, ot E(n,RY) est le fibré vectoriel canonique au dessus de G(n,R"Y)
(page 33). L’application f peut étre composée avec l'inclusion G(n, RY) — G(n,R>®) pour
donner fg: X — G(n,R>).

On sait que tout fibré principal P — X de groupe de structure O(n) est le fibré des bases
orthonormales d'un certain fibré vectoriel E — X. Dans le cas de E(n, RY), le fibré des bases
orthonormales n’est autre que V(n,RY), la variété de Stiefel. Définissons le fibré principal
EO(n) comme la limite directe des inclusions de fibrés V(n, RY) < V(n,RY'). Pour tout
fibré principal P — X, en utilisant la méthode précédente pour £ — X tel que P soit le
fibré des bases orthonormales de E, on a une application continue fp : X — G(n,R*>) telle
que fEEO(n) = P.

EO(n) — BO(n) est donc bien un fibré universel classifiant. On remarquera que ces deux
espaces sont de dimensions infinies.

Dans le cas G = U(n), on considére les variétés de Grassmann complexes et leurs fibrés
vectoriels canoniques. Les limites directes pour inclusion CN < CV' (N < N’) définissent
BU(n) = G(n,C®) et E(n,C>). On pose FU(n) la limite directe des fibrés des bases ortho-
normales des fibrés vectoriels E(n, CV).

Dans le cas G = SO(n), on considére les variétés de Grassmann réelles des sous-espaces
vectoriels orientés de RV, et les bases orthonormées directes de ces sous-espaces vectoriels.
On définit ainsi BSO(n) et ESO(n).

Voici d’autres exemples de fibrés universels classifiants. Pour G = Z, on a EG = R et
BG = S!. On reconnait en EG le revétement universel de S'. Pour G = Z", on a EG = R"
et BG =S'x---xS!=T" le tore de dimension n. Pour G = Z,, on a EG = S*, la sphére
dans R™ (qui est bien contractile, contrairement au cas de la dimension finie), et BG = RP*.
On sait que les surfaces orientées sont classées par leur genre g. Une telle surface M, 92 a pour
groupe d’homotopie G = ﬂl(kfgz) le groupe engendré par 2g générateurs as, ..., a4, b1,...,b,
et la relation aibyay byt . .. a_(,b_(,ag’lbg’1 = e. Pour g > 2, le revétement universel de ]W; est le
demi-plan supérieur H = {(z,y) € R*/z > 0}, qui est contractile. Dans ce cas, BG = M.

En physique, on s’intéresse aussi a des groupes de Lie de dimensions infinies, comme par
exemple le groupe ¢ des transformations de jauges locales d’'un fibré principal 7 : P — X
de groupe de structure G. Dans ce cas, I’espace A des connexions de Yang-Mills sur P joue
souvent le role du fibré universel classifiant, avec A/ sa base (pour l'action habituelle du
groupe de jauges sur les connexions). A est contractile car ¢’est un espace affine. Cet exemple
n’est cependant pas satisfaisant car action de ¢ sur A admet des points fixes. A — A/¥
n’est donc pas un fibré principal. Le fibré universel classifiant de ¢ peut étre construit de la
fagon suivante. Soit Fg(P, EG) les applications f : P — EG telles que f(p-g) = f(p)-g pour
tout p € P et tout g € G. Soit F¢(X, BG) les applications fx : X — BG telles que f4EG
soit isomorphe & P. A tout f € F(P, EG), on peut associer fxy € Fx(X, BG) en posant
fx(z) = mea(f(p)) pour n’'importe quel p € 7-1(x), ot Tpe : EG — BG est la projection de
fibré. Le groupe de jauge ¢ agit a droite sur .Z#¢(P, EG) par composition : si w € ¢, avec
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w: P — P telle que w(p-g) = w(p)-g pour tous p € Pet g € G, et si f € Zg(P, EG), alors
(fw)(p) = (f ow)(p). On peut alors montrer que lapplication .Z¢(P, EG) — Z¢(X, BG)
définie ci-dessus fait de .#(P, EG) un fibré principal de groupe de structure ¢ au dessus de
Zc(X, BG). Ce fibré principal est le fibré universel de ¢. Comme on peut le voir, ce fibré
principal n’est pas facile & manipuler concrétement, contrairement au candidat A — A/¥
évoqué auparavant.

5.3.3 Classes caractéristiques

Soit P — X un fibré principal de groupe de structure G. Nous avons vu que P est classé,
4 isomorphisme prés, par la classe d’homotopie de 'application continue fp : X — BG.
Or, il est difficile, voire impossible, de calculer 'espace de ces classes d’homotopie, et donc
d’obtenir une classification compléte des fibrés principaux de groupe G au dessus de X.

Cependant, grace & fp, on peut associer a P des classes de cohomologie dans X . Pour cela,
soit [c] une classe de cohomologie dans H*(BG,R). Alors f}[c] est une classe de cohomologie
dans H*(X,R) qui ne dépend que de la classe d’homotopie de fp, et donc que de la classe
d’isomorphie de P. Cette classe est appelée une classe caractéristique de P. Remarquons
que si E est un fibré vectoriel de groupe de structure G au dessus de X, on peut définir une
classe caractéristique de F comme une classe caractéristique de son fibré principal des bases.
On note ¢(P) ou ¢(E) cette classe caractéristique. Par la suite, on confondra parfois la classe
de cohomologie elle-méme avec un de ses représentants.

Pour obtenir toutes les classes caractéristiques de P, il faut connaitre la cohomologie
H*(BG,R). Or, cette cohomologie a été calculée dans le cas des groupes les plus courants.
Voici les résultats, ot nous notons Rlay, . .., ay] Valgébre graduée commutative engendré par
les p éléments a4, ..., a, :

H*(BU(n),R) = Rley, ¢a, . .., ¢

ou le degré de ¢, est 2k. La classe de ¢, est la k-iéme classe de Chern. La classe ¢ =
14+c¢14co+---+¢, est la classe totale de Chern. Elle vérifie ¢(E @ E') = ¢(E)c(E") pour
tous fibrés vectoriels E, E'.

H*(BSU(n),R) =Rlcg, ..., ¢4l
ot, comme ci-dessus, le degré de ¢ est 2k.
H*(Bo(n)~ R) = R[plap% e 7p[n/2ﬂ

ou le degré de py est 4k et ou [n/2] désigne la partie entiére de n/2. La classe de py est la
k-iéme classe de Pontrjagin. La classe p =1+ p; +p2 + -+ + ppu/o) est la classe totale
de Pontrjagin. Elle vérifie p(E & E') = p(E)p(E') pour tous fibrés vectoriels E, E'.

H*(BSO(2m +1),R) = R[p1, p2, - - . , D]
o, comme ci-dessus, le degré de py est 4k.
H*(BSO(Qm)7 R) = RLphva <oy Pm—1, 6}

ol, comme ci-dessus, le degré de py est 4k et ou le degré de e est 2m. La classe de e est la
classe d’Euler, elle vérifie e(E @ E') = e(E)e(E’) pour tous fibrés vectoriels E, E.
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Par complexification, on a un morphisme O(n) — U(n) qui induit une application
BO(n) — BU(n). En cohomologie, cette application envoie ¢4 sur 0 et ¢y, sur (—1)pg.. On
peut en fait définir la k-iéme classe de Pontrjagin d’un fibré vectoriel réel en utilisant cette
relation et en complexifiant le fibré : py(E) = (—1)¥cop(E ® C). L'inclusion U(n) < SO(2n)
induit une application BU(n) — BSO(2n) qui induit & son tour une application en cohomo-
logies qui envoie e sur ¢,.

Toutes les classes données ici sont entiéres dans H*(BG,R).

La construction des classes caractéristique qui vient d’étre donnée fonctionne pour la
cohomologie & valeurs dans n’importe quel groupe abélien. Il existe donc d’autres familles de
classes caractéristiques que celles présentées ci-dessus. C’est par exemple le cas si on prend le
groupe abélien Z, pour les fibrés classifiants EO(n) — BO(n) et ESO(n) — BSO(n). Dans
ce cas, il est possible de montrer que

H*(Bo(n)7 ZZ) = ZZ[wla RS} w"]

ot le degré de wy, est k. La classe de wy est la k-iéme classe de Stiefel-Whitney. La
classe w = 1+ wy + wy + -+ + w, est la classe totale de Stiefel-Whitney. Elle vérifie
w(E ® E') = w(E)w(E") pour tous fibrés vectoriels E, E'.

H*(BSO(’H). Zg) = ZZ[U)Q, ey w"]

ot comme ci-dessus le degré de wy, est k.
Certaines de ces classes caractéristiques renseignent sur le fait qu’une variété est orientable
ou non (en prenant ces classes pour le fibré vectoriel tangent).

Gréace a la cohomologie de Cech, nous avons vu (page 70) comment associer a un fibré en
droites complexes au dessus d’une variété M une classe entiére dans H?(M,R). Cette classe
n’est autre que la 1'° classe de Chern. Dans ce cas, comme le groupe de structure est U(1), il
n’y a que cette classe. Nous voyons donc qu’elle suffit pour classer tous les fibrés en droites
complexes.

On peut montrer de fagon plus générale que si G est un groupe de Lie compact connexe,
on a

H*(BG,R) = Z(g)

ou g est l'algebre de Lie de G et on nous rappelons que &;(g) est I'algébre des polyndmes
invariants sur g dont nous avons décrit la structure (page 103). Regardons cet isomorphisme
dans les cas présentés ci-dessus.

Pour X € u(n), considérons l'expression

det(A + %X) =N+ AN BN 4+ fu(X)

pour tout A € C. Gréace a l'invariance du déterminant sous l'action adjointe de U(n), on
peut constater que les fonctions fi sont des polynomes invariants sur 1'algebre de Lie u(n),
fr étant de degré k. On peut alors montrer que les fi, ..., f, sont linéairement indépendants
et engendrent 'algebre des polyndmes invariants sur u(n). On peut identifier cette algebre
de polynomes a l'algébre H*(BU(n),R) en identifiant fj, & ¢;. Dans cette identification, un
polynoéme de degré k devient une classe de cohomologie de degré 2k.
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De méme, pour X € o(n), avec n = 2m ou n = 2m + 1, posons
1
det(A1 — 2—X) = X"+ g (X)AN"2 4+ g (XN 4 g (XA
™

Dans cette expression, les coefficients des puissances de A dont la parité est différente de celle
de n sont nuls. Ceci est dt au fait que la transposée de M — 5= X est Al+5-X, et que les dé-
terminants de ces deux expressions doivent étre égaux. Les polynomes invariants gy (o g est
de degré 2k) sur o(n) sont linéairement indépendants et engendrent I’algébre des polynomes
invariants sur o(n). En identifiant g; & pg, on identifie cette algebre & H*(BO(n),R).

Pour SO(n), la situation est légérement plus compliquée. Si n = 2m + 1, alors les gy
définis ci-dessus engendrent I’algébre des polynomes invariants sur so(2m + 1). Par contre, si
n = 2m, il existe un polynéme invariant h de degré m, unique au signe prés, tel que h? = g,,.
Alors g1, ..., 9m-1,h sont linéairement indépendants et engendrent 1'algébre des polyndmes
invariants sur s6(2m). On peut donner une expression explicite de h. Soit X € so(2m). Alors
X est une matrice 2m x 2m antisymétrique. On pose

(_ 1)7"
h(X) = Z Civig...izm— isziliz s XiZm—liZM
22mamml . '
O €14y inm_1iam €St complétement antisymétrique en les indices iy et €122, = 1. L’expression
(27)™h(X) est appelée le Pfaffian de X. Le polynéme g, est proportionnel au déterminant :
gm(X) = W det(X). Le Pfaffian est donc une racine carrée du déterminant. En identifiant

gr A pi, et h a e, on identifie 'algébre des polynémes invariants sur so(2m) a H*(BSO(2m),R).

Finalement, il faut retenir de tous ces développements qu’il n’existe en gros que deux
cohomologies possibles pour un groupe de Lie compact : celle en tant que variété, qui peut
aussi étre calculée a 'aide de son algebre de Lie g, et celle de son espace classifiant universel
BG, qui utilise plus la structure de groupe (il faut se souvenir que cette cohomologie est
reliée a la cohomologie de groupe dans le cas des groupes discrets). Les quelques résultats sur
les cohomologies de BG nous montrent que ces deux cohomologies sont intimement reliées,
puisque leur structure repose sur le méme espace des éléments primitifs P(g*).

5.3.4 Connexions et classes caractéristiques

Nous venons de voir que la cohomologie de H*(BG,R) est isomorphe a lalgébre des
polynoémes invariants sur l’algébre de Lie g de G lorsque G est compact et connexe. Ceci
nous donne un moyen trés simple de construire des représentants dans Q*(M) des classes
caractéristiques d’un fibré principal (différentiable) P — M.

Soit w une connexion sur P, de courbure ). Grace a un systéme de trivialisations locales
de P, on peut associer a ) une collection de 2-formes locales sur M & valeurs dans g. Deux
telles formes locales de courbure F' et F”, définies sur deux ouverts U et U’ de M, tels que
UNU' # @ se raccordent suivant la relation

F' = gyt Fauw

ot gyyr : UNU' — G est la fonction de transition entre les deux trivialisations de P au
dessus de U et U'.
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Soit p un polyndme invariant sur g, de degré k. Alors p(F, ..., F') est une 2k-forme sur U.
Comme p est invariant par 'action adjointe de G, on a p(F',..., F') = p(F, ..., F) au dessus
de UNU'. On peut donc recoller les expressions p(F, ..., F) en une 2k-forme globale p(§2) sur
M. On peut montrer, en utilisant l'invariance de p et I'identité de Bianchi sur F, que p(£2) est
fermée, et définit donc un élément de H*(M,R). Cet élément est une classe caractéristique
de P, qui correspond a la classe donnée par p dans l'identification de H*(BG,R) avec les
polynomes invariants sur g.

Dans la définition des polyndmes invariants fx, gi et h, les facteurs contenant 27 ont été
introduits de telle facon que les classes caractéristiques ainsi construites soient entiéres.

5.3.5 Classes caractéristiques et algebre de Weil

Nous avons montré que la cohomologie basique de I'algebre de Weil #/(g) s’identifiait &
l’algébre des polynémes invariants sur g. Dans le cas ou le groupe de Lie G est compact et
connexe, ceci nous permet de considérer 'algébre de Weil comme un modéle algébrique
des espaces topologiques EG et BG. En effet, d’'un point de vue purement cohomologique,

H*(#(g9)) = H(EG,R) sont triviales
(car EG est contractile), et
H*(#W (g)) = H'(BG,R) = Z(g)

Pour un fibré principal P — M de groupe de structure G, et pour une connexion w sur
P fixée, le morphisme canonique de g-opérations avec connexions

(7 (9), A) = (2°(P),w)

venant de la propriété universelle de #(g) remplace application fp : M — BG qui identifie
Pa frEG.

Au niveau des cohomologies basiques, le morphisme de Weil associe a tout polyndome
invariant sur g une classe de cohomologie dans H*(M,R), puisqu’ici la base de Q*(P) est
Q*(M). Ces classes de cohomologie sont bien sir les classes caractéristiques de P. Ceci est
immédiat compte-tenu de la construction présentée auparavant de ces classes a partir de
polynémes invariants et d’une connexion sur P.

5.3.6 La classe d’Euler

La classe d’Euler d’un fibré principal de groupe de structure SO(2m) est une classe trés
riche du point de vue mathématique. On a vu qu’elle était définie grace au Pfaffian d’une
matrice antisymétrique. Nous allons décrire d’autres fagons de la calculer sur un fibré vectoriel
réel orienté I de rang 2m au dessus d’une variété compacte orientée M.

On peut montrer que la classe d’Euler est le pull-back de la classe de Thom sur F par la
section nulle sg : M — E : e(E) = s*[¢(E)]. En particulier, si le rang de E est strictement
supérieur a la dimension de M, la classe d’Euler est nulle.

Une section s : M — E est dite transverse si son image S = s(M) C E intersecte
I'image de la section nulle Sy = so(M) de fagon transverse, c’est a dire que les deux plans
tangents 7,5 et 1,5y, pour tout = € S N Sy, vérifient

T”L‘S + TTSO =T, E
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On remarquera que cette somme n’est pas nécessairement directe.
Soit alors My le sous-espace de M des zéros d’une section transverse s : M — E. Alors
on peut montrer que la classe d’Euler de FE est la classe duale de Poincaré de M.

La classe d’Euler d’une variété différentiable compacte orientée M de dimension paire 2m
est par définition la classe d’Euler de son fibré tangent. On la note e(M) = e(T'M). Clest
une 2m-forme. On peut donc l'intégrer sur M. On peut montrer que le résultat obtenu est la
caractéristique d’Euler-Poincaré de M :

x(1) = [ e(ar)
D’aprés ce que nous venons de voir, on peut relier la classe d’Euler de M aux zéros d’une
section X : M — TM, qui ici est un champ de vecteurs. Nous allons voir que x (M) est elle
aussi directement reliée aux zéros de X. Pour cela, nous devons définir 'indice de X en un
de ses zéros.

On suppose que X n’a que des zéros isolés. Soit p un tel zéro. Autour de p, on introduit
un systéme de coordonnées ¢ : U — V C R?™ avec p € U et ¢(p) = 0 € V. En utilisant ce
systéme de coordonnées, on identifie X & un champ de vecteurs sur I'ouvert V. On suppose
U choisi assez petit pour que X ne s’annule qu’en 0 € V. Posons alors

1
n(r) = ———X(x)
X (@)l
pour tout z € V' \ {0}. n(x) est un vecteur unitaire de R*™, donc un élément de la sphére
S*m=1. En restreignant n a une sphére S?"~! = {z € V / ||z|| = u} pour u assez petit, on
obtient une application différentiable entre sphéres

n: Sim71 N Smel

On appelle indice de X en p le degré de cette application n. On le note v(X, p). On peut
montrer que cet entier est indépendant des choix arbitraires faits dans cette construction. On
peut alors montrer que si X n’a que des zéros isolés,

x(M)="3 wv(X,p)

p zéro de X

C’est le théoréme de Poincaré-Hopf.

Enfin, mentionnons qu’en munissant M d’une métrique riemannienne, la caractéristique
d’Euler Poincaré de M est I'indice de I'opérateur elliptique d+9 : Q¥ (M) — Q¥*+1(M), c’est
a dire

x(M) = dim Ker(d + §) — dim Coker(d + 9)

5.4 Cohomologie équivariante

5.4.1 L’approche topologique

Soit G un groupe de Lie compact qui agit a gauche sur une variété différentiable M.
On suppose que l'action est différentiable, et on la note (g,z) +— g - z. Alors on sait que

114 Chapitre 5 — Cohomologies et actions de groupes

les orbites de G partitionnent M par des sous-espaces disjoints. Pour tout x € M, posons
a:G— G-z, a(g) = g-x. Cest une application continue. Si le sous-groupe d’isotropie de z
est trivial, alors a est une bijection, et comme G est compact, « réalise un difféomorphisme
entre G et G - z. Si tous les sous-groupes d’isotropie sont triviaux, c’est a dire si 'action de
G est libre, alors toutes les orbites sont difféomorphes & G, et M devient un fibré principal
de groupe de structure G et de base B = M/G, l'espace des orbites, qui est une variété
différentiable dans ce cas. On peut donc étudier la topologie de I'espace des orbites par les
méthodes homotopiques, homologiques et cohomologiques habituelles. Par exemple, dans ce
cas, on a une suite exacte longue en homotopie

o i——> i1 (B)——7,(G) ——mp (M) ——m,(B)— . ..

Cette suite permet de relier la topologie de la base B aux topologies de ’espace total M et
du groupe G.

Dans ce cas de l'action libre, la cohomologie équivariante de M pour P’action de
G est définie comme la cohomologie de B = M/G.

Si l'action de G sur M n’est pas libre, alors M/G n’est pas une variété, et on ne peut
pas calculer sa cohomologie en utilisant le complexe de de Rham par exemple. Comme on ne
s’'intéresse aux espaces qu’a homotopie prés, on peut trés bien remplacer M par M x EG ou
EG — BG est le fibré universel classifiant de G. Puisque EG est contractile, M est homotope
a M x EG. Maintenant, G agit librement sur M x EG pour l'action (x,¢) — (g-z,e¢-g~1) ott
g€ G, xeMetee EG (sur EG, G agit a droite). Alors l'espace des orbites (M x EG)/G
est une variété, dont on peut calculer la cohomologie par diverses méthodes. La cohomologie
de (M x EG)/G est par définition la cohomologie équivariante de M pour ’action de
G. On la note H¢, i, (M).

On remarquera que U'espace (M x EG)/G est par construction un fibré au dessus de BG,
de fibre M.

La cohomologie équivariante est loin d’étre triviale, comme le montre 'exemple de M =
{*}. Dans ce cas, 'action de G n’est pas libre (puisque le stabilisateur de * est G lui-méme!)
et (M x EG)/G = BG, dont la cohomologie est loin d’étre triviale.

On peut montrer que si G agit librement sur M, alors les deux variétés M/G et (M x
EG)/G sont homotopes. Les deux définitions de la cohomologie équivariante coincident donc
dans ce cas.

5.4.2 Le modéle de Weil

Nous avons déja vu que les espaces EG et BG sont bien souvent de dimensions infinies.
Ceci rend les calculs de cohomologie trés difficiles & mener. Il se trouve que pour calculer la
cohomologie de (M x EG)/G, on peut utiliser un modele algébrique, en remplacant, comme
nous l'avons déja fait dans le cadre des classes caractéristiques, I'espace EG par I'algébre
de Weil #(g) de l'algébre de Lie g de G. Nous cherchons donc a construire un complexe
différentiel utilisable en pratique dont la cohomologie est celle de (M x EG)/G.

Pour cela, considérons 'algebre différentielle (2*(M) ® #(g),d;) ot dy = dy + d est la
différentielle du produit tensoriel de ces deux algébres différentielles. Nous savons que sa
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cohomologie est le produit tensoriel des cohomologies de (Q2*(M),d) et (#(g),dy ). Cette
derniére étant triviale, il reste

HY (' (M) ® #(g)) = H (" (M), d) = H*(M,R)

Comme G agit sur M, Palgebre de Lie g opére sur Q*(M). Considérons alors 1'opération
produit tensoriel de (Q*(M),g,i) et (#(g),8,7”) que nous notons (Q*(M) ® # (g), g,i").
Nous notons aussi LY = i%d; + dyit = Lx + L% pour tout X € g. Introduisons alors
lalgebre basique pour cette opération, (Q2*(M) @ #(8))Basiques €t posons

H (M) = H* ((2°(M) @ #(g))Basiaue)

la cohomologie de cette algébre. C’est la cohomologie équivariante de M dans le modéle
de Weil.
Si le groupe compact G est connexe, on peut montrer que

Hé,alg(ﬂf) = Hg,top(]\/f)

5.4.3 Le modéle de Cartan

1l existe un autre modéle algébrique pour calculer la cohomologie équivariante de M. Soit
comme d’habitude {F},} une base de g, et A* les éléments générateurs de degrés 1 de # (g).
Alors D'opération iy = A¥ig, : Q" (M) @ # (g) — Q*(M) ® # (g) est de degré total 0. Son
exponentielle

e = eAE L (M) @ W (g) — Q (M) @ ¥ (g)
qui est aussi de degré total 0, est un morphisme d’algébres graduées commutatives inversible

(son inverse est e~*4), introduit par Kalkman. Ce morphisme transforme Uopération (Q*(M)®
W (9),d:, g,i") en une nouvelle opération (Q*(M) ® # (g), dk, g,i%) avec

di = e'Adie "
/[:A _ I’LA/[:t

LK =¢laLlemia

e ia

Un calcul montre alors que

dix =dy +d+ A*Lg, — F*ig, =d;+ La —ir

i ="

K=r'=1"+1L

Comme les deux opérations sont isomorphes, leurs cohomologies associées sont isomorphes
aussi. Considérons l'algebre basique de (Q*(M) ® #(g), dk, g,i%). Il est facile de voir que
lalgébre des éléments horizontaux est Q*(M) ® Vg*. L’algébre basique est donc (Q*(M) ®
V@ )my. Sur cette algebre, la différentielle dg se réduit & de = d — ir. L’algebre différentielle
graduée ((2*(M) ® Vg*)mv, dc) est le modéle de Cartan de la cohomologie équivariante.
Sa cohomologie est par construction Hg, ., (M).

Dans ce modéle, une forme équivariante est un polynome sur g a valeurs dans Q*(M),
équivariant pour les actions de G sur g et M.
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Bibliographie de ce chapitre

Les notions d’opérations de Cartan et d’algébre de Weil sont exposées dans H. CAR-
TAN 1951 [Car51], mais on lui préférera peut-étre I'exposition plus récente de M. DUBOIS-
VIOLETTE 1986 [DV86]. On peut aussi les retrouver dans S. CORDES, G. MOORE, S.
RAMGOOLAM 1994 [CMR94|. La réinterprétation de la courbure d’une connexion algébrique
en terme de morphisme d’opérations avec connexions nous a été expliquée par M. DUBOIS-
VIOLETTE. Les classes caractéristiques peuvent étre introduites de différentes fagons. On
peut consulter le tome 2 de B. DOUBROVINE, S. NOVIKOV, A. FOMENKO 1982 |[DNF82|,
D. HUSEMOLLER 1994 [Hus94|, 'annexe B de H. B. LAwsON, M.-L. MICHELSOHN 1989
[LM89], le livre plus difficile de J. MILNOR, J. STASHEFF 1974 [MS74], et quelques para-
graphes de J.-L. LODAY 1995 [Lod95|. Des utilisations et développements plus « physiques »
sur ces classes caractéristiques sont donnés dans B. Booss, D. D. BLEECKER 1985 [BB85],
N. BERLINE, E. GETZLER, M. VERGNE 1992 [BGV92| et H. B. LAWSON, M.-L. MICHEL-
SOHN 1989 [LM89|. La cohomologie équivariante est abordée de fagon mathématique dans
N. BERLINE, E. GETZLER, M. VERGNE 1992 [BGV92] et un peu plus physique dans S.
CoORDES, G. MOORE, S. RAMGOOLAM 1994 [CMR94].
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Sphéres
Pour n > 1 et tout groupe abélien G :
Hy(S",G) = H,(S",G) =G, Hi(S",G) =0 pour k #0,n

An nexe A Identifications : SO(2) ~ S§*, SU(2) ~ S3.

Tores

Résultats d’homologies et de Pour n > 1
cohomologies

H*(T",R) = Alay, ..., a,) ou deg(a;) = 1

Espaces projectifs réels

Pour n > 1 pair :

Cette annexe est un catalogue de résultats courants d’homologie et de cohomologies. Il ne Z pour k=0
comporte aucune démonstration. Nous renvoyons aux références citées pour des compléments. H(RP",Z) = Zy pour k impair, 0 < k <n
0  sinon
A.1 Espaces topologiques Pour n > 1 impair :
Les homologies et cohomologies présentées ici sont les (co)homologies simpliciales ou les Z pour k=0,n
cohomologies de de Rham. Hy(RP",Z) = Zy pour k impair, 0 < k <n
. 0  sinon
Groupes de cohomologie de plus haut degré
, s . . - Globalement :
M™ variété compacte connexe de dimension n, G groupe abélien : H*(RP", Zy) = Zs[a]/(a"*") ot deg(a) = 1
HAM™G) = G s? M™ est oricnta'blo Identifications : SO(3) ~ RP3.
G/2G  si M™ est non orientable
Espaces projectifs complexes
Jn ar1at o ] a1 .
M™ variété connexe de dimension n : Pour n>1
R si M™ est orientable H*(CP",Z) = Z[a]/(a™*") ou deg(a) = 2

H!(M",R) =
(M. R) {0 si M™ est non orientable E lenticulai
spaces lenticulaires

M™ variété connexe de dimension n non compacte : Pourn>1letp>1:
H"(M™ R) = 07 2n+1 _ rr2n417 2n+1 _ k(T 2n+1 _
(M",R) =0 HO(L2 R) = H* (L2 R) =R, H*(L>*',R) = 0 pour k # 0,2n + 1
Espaces euclidiens, disques, points Identifications : L3"™ ~ Rp#+L,
Pourn>1:

Surfaces orientables

Hy(R",Z) = 7, Hp(R",Z) =0 pour k > 1 M est la surface orientable de genre g :
=7

H'(R",Z) =Z, H*(R"™,Z) =0 pour k> 1

Hy(M2,Z) = Hy(M2,Z) =Z, H\(M3Z)=2&- &L

Mémes résultats pour le disque D™ et le point. 29



Section A.1 — Espaces topologiques 119

120 Annexe A — Résultats d’homologies et de cohomologies

Surfaces non orientables

M 3 est la surface non orientable de genre g :

HyM2.Z)=Z, Hi(MLZ)=L2& - ©LGL, Hy(M2,Z)=0

p—1
Variétés de Stiefel
Pourn>1let0<k<n:
H*(V(n—k,C"),R) = A(Q2ks1, Qakys, - - -, Qon1) Ol deg(ay) = i
Identifications : U(n) ~ V(n,C").

Groupes et algebres de Lie usuels

Pourn>1:

H*(SU(n
H*(SO(2n+1
H*(SO(2n
H*(Sp(2n

NN NI N N

Identifications : ce sont aussi les cohomologies des algébres de Lie correspondantes.

Bases des fibrés universels classifiants

Pourn>1:
H*(BU(n),R) = Rley, g, . .., ¢y) ot deg(cr) = 2k
H*(BSU(n),R) = Rlcy, ..., ¢,] ou deg(cy) = 2k
H*(BO(n),R) = R[p1,p2, . .., Ppyz) o deg(pr) = 4k ([n/2] = partie entiére de n/2)
H*(BSO(2n+1),R) = R[p1,pa; . . ., pn) o0t deg(py) = 4k
H*(BSO(2n),R) = R[p1,po, . . ., pu_1, €] out deg(pi) = 4k et deg(e) = 2n
H*(BSp(n),R) =Rcy, ..., ¢,) ot deg(cy) = 4k
H*(BO(n), Zy) = Zswy, . .., w,] ou deg(wy) =k
H*(BSO(n),Zs) = Zofws, . .., w,] ou deg(wy) = k

Identifications : ce sont aussi les cohomologies basiques des algébres de Weil correspondantes.

A.2 Groupes

Les (co)homologies présentées ici sont les (co)homologies de groupe.

Groupe discret quelconque
Groupes des entiers

Groupes des entiers modulo n
A.3 Algebres associatives

Algébre tensorielle

Algébre de polyndémes
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