Maitrise de Technologie Mécanique
Examen UE1l: Mécanique et Thermodynamique des Milieux Continus
17 Janvier 2001 _ Durée: 3h00

Q Responsables: T. Rouxel, R. Delannay & L. Blanchard
UNIVERSITE DE RENNES | Eléments de correction

‘Exercice n°l _ Méthodes énergétiques
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1)

O

z=0

En isolant toute la poutre, le P.F.S. donne Y = fl = 12000 N. Il reste 1 inconnue hyperstatique
C' qui possede la valeur qui minimisera pas l’énergie de déformation F,.

Ed=2—/M2 de ou M(z)= Y(l—x)—C—%(l—x)Z pour x € [0:]]

2FE1
aEd )
C/: =0 = ... = Ozgfl =AB00N I . o e [2]
T(z)=fz et M(z)= %f(l2 —3z%) pour =z €[0:/]avecgraphes............oiiiiiiiiii.... [1.5]

Rem: La valeur de Y ne minimise pas I'énergie de déformation K, car elle est fournie pas le
P.F.S. . On utilise Ménabrea uniquement pour déterminer les inconnues hyperstatiques. Le premier
travail a effectuer sur un probleme de poutre, de treillis ou de portique est d’écrire le P.F.S. sur toute
la structure. ..

2)
fe 1 _—- : : : : :
M(0) = T < < |M(l)] = 3 d’ou la contrainte de tension (traction-compression) maxi :
3 2
o= |Ml(l)| avec [ = blh2 = o= ijlilz =300 MPa...... ...l 1]
3)
1 72
Ey =20+ ’(z)d = =164 J .o 1.5
o = 25p7 Jo M)A 15E1 [1:5]
4)
1 23
Ege=2—— [ T*(z)d = ey [1.5]
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0 = M(z)<0 == M(z)fonction décroissante.
v"(x 0 d’ou le point d’inflexion sur la courbe v(z).
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24E1 241
B AP L [0.5]
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7) Maxwell-Betti: Afin d’utiliser correctement ce théoreme, il faut dessiner les 2 structures 'une au
dessous de l'autre en représentant toutes les actions extérieures (liaisons au sol comprises)!

—Fg - 9( —2/ —f7 - ®(x)gda + 2(-C7) - v®l(l);?

—  —FO =—2f/ D)z — 2002 (1) e 1]
o e

= ... = U(O):—24E[:257mm ............................................ [1+0.5]

Résultat précédemment obtenu.

Rem: Muller-Breslau ne s’applique que si les 2 poutres possedent les mémes conditions aux limites
(en déplacement).

Rem: Dans la question 3), pour calculer I’énergie de déformation K4, on pouvait calculer le
travail des efforts extérieurs W, connaissant le résultat de la question 6):

' ! 2[5
EdeWeZQ/o 5(—]”37)-(1)(10)37)(117:—/0]”1)( x_/f24E[ N )2dx=”':4];Ef

Rem: Les graphes T'(z), M(z) et v(x) se font, dans cet ordre, sous le dessin de la poutre soumis
a ces efforts extérieurs. Ces graphes doivent vérifier: M'(z) = —T'(z) et Elv"(z) = M(x). Entre
autres, les points d’inflexion de la déformée sont tels que: v’ =0 = M =0.
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Considérons une poutre, de longueur /, de section droite constante, encastrée en x = 0 et simplement

appuyée (liaison ponctuelle sans frottement) en = = /.

. _’\\fa?'_)
gT N ()y

Elle subit la force répartie linéique f sur toute sa longueur.

—

f=f(z)y avec f(z)=ax(z—1)

On donne: a = 6000 Nm™ et [ =1 m.
Vous effectuerez les calculs analytiques avec les notations a et [.

Elle est constitué d’un matériau homogene, isotrope, élastique et linéaire.

1) Calculer analytiquement puis numériquement la force globale exercée par cette force répartie

linéique fsur toute la longueur de la poutre.

Vous négligerez 'effet du cisaillement devant celui de la flexion.

Vous noterez Ry la force exercée par ’appui simple sur la poutre.

2) Calculer analytiquement le moment fléchissant M (z) en un point courant de la poutre.

3) Par une méthode énergétique (dont vous préciserez le nom), déterminer I'expression de R.

Calculer numériquement R.
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1) La force globale exercée par cette force répartie linéique est :

. L ! ! !
F= /0 fdz = /0 flz)yde 2/0 az(z —)yde = a </0 (z* — lm)dx) Y= —?g’
| ] = 1000N
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3) Théoreme de Ménabréa: R sera tel que =120 ce qui aboutit a:
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Partie Méthodes Energétiques _ Responsable: L. Blanchard

UNIVERSITE DE RENNES | Documents interdits _ Calculatrice autorisée

Considérons un portique plan constitué de 2 poutres identiques, de module d’Young F, de longueur
L, de section droite constante (aire S et moment quadratique [ suivant Z), encastré et soumis a une

force répartie linéique f comme indiqué sur la figure Fic. 1.

FiG. 1 — Schématisation du portique plan.

On donne: | f=1000 Nm™ | E=210GPa | S=10"*"m? | I=3.10""m* | L=05m

Vous négligerez I'énergie de déformation de cisaillement.

Calculer analytiquement puis numériquement le déplacement et la rotation de section droite du point
A situé a I'extrémité du portique.

Peut-on négliger une autre énergie de déformation? Si oui, laquelle?
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Afin de déterminer les déplacements et la rotation de section droite au point A, il faut y appliquer
des forces et moment fictif: F', P et C'. Pour le calcul de la rotation, il est inutile de voir apparaitre dans
les calculs F' et P. Pour le calcul du déplacements horizontal, il est inutile de voir apparaitre dans les

calculs C' et P. Pour le calcul du déplacements vertical, il est inutile de voir apparaitre dans les calculs

CetF.

Déterminons les efforts intérieurs & chacune des poutres ( horizontale: 1 et verticale: 2 ).

N, =F ; Mi(z)=C—P(L—2)—=(L— :c)2
Ny=—(P+fL) ; DMy(a)=C—PL— gﬁ _F(L—2)

L’énergie de déformation de toute la structure est :

2 i 2 2(
B, = 2E1/ dx+2ES/ NY( d;z:—I—ZE[/ M dx+2ES/N )de

Les déplacements et la rotation seront déterminés par Castigliano:

_aEd _8Ed _aEd N B
=3 v_a—P w—% ou F=P=0et(C=0



- d MM, ON, O M, N,
”_ﬁ/ M,z + ES/ Mg d E[/ M, —p-de + ES‘/ Mg de
ou oM ON oM. ON.
L 0N e, 0N
op = (-2 gp =0 Sy =-L Gp=-l

A partir d’ici mes efforts fictifs n’interviennent plus:

= o=t —eie - vt [ Ly o [ g
VT EmL Y TS TR 20 YT ES J ¢

_ +fL4 +fL2

SEI 21  ES

fI? L2+L2+1 6 1<<L2
= _ | — e — — ~ mm J— _

E |8 21 S S 81

Le premier terme provient de la flexion de la poutre horizontale, le second de la flexion de la poutre

verticale et le troisieme de la compression de la poutre verticale.

*
1 /L JdM, 81\1 1 /L oM, ON,
w=— [ & e / MG e+ — / M, 2 e / N e
¢ EI/O oF T ESh M ar T EL ) M er T ES by MR
o oM ON oM N
1 Ny 2 2
or =" or gp = - G =0
A partir d’ici mes efforts fictifs n’interviennent plus:
R L VR |
_ﬁ/o §L(L—:L)dw—...—4E[~25mm
Ce terme provient de la flexion de la poutre verticale.
*
81\41 0N, 1 L O, 1 /L JdN,
M / NSz + o [ SRR JA A
/ : TEsd e T EL N M a0 T S b Mac ™
oll
3M1_1 %_0 3M2_1 8N2_0
oc ac ac oc
A partir d’ici mes efforts fictifs n’interviennent plus:
1 /L f 1 L f fL? fL3
=— [ M, —Z(L—=z)d —/ — ez =...=—"-— "~ —0.13rd~7.5°
“ EI/O 1ol mapdet g7 ) —pbide 661 2pg ~ BRSO

Le premier terme provient de la flexion de la poutre horizontale et le second de la flexion de la poutre
verticale.

Les déplacements s’effectuent dans le méme que les 2 forces alors que la rotation s’effectue en sens
opposé au couple fictif (du fait du signe -).

Les applications numériques prouvent que 'on peut négliger I'effet de compression dans la poutre

verticale.
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Considérons une poutre courbe constituée par un demi cercle de centre O et de rayon R,
e de module d’Young E,
e de section droite constante :
* aire S,
* aire corrigée S’ = kS,
* moment quadratique I suivant E,
encastrée d'une part et en liaison glissiére sans frottement d’autre part et soumis a une force Fi comme

indiqué sur la figure F1G. 1 (le probléme est plan).

A7

i A

Q. Q

Fi1G. 1 — Schématisation du probléme plan.

F=50N|E=210GPa|G=80GPa | S=10*m? | k=09 |I=10°"m* | R=04m

Calculer analytiquement puis numériquement :

e le déplacement suivant i du point B (point d’application de la force F' Z) positionné par OB = RZ;
e et le déplacement suivant j du point A positionné par OA = Rj

Représenter 'allure de la déformée.

Peut-on négliger certaines énergies de déformation ? Si oui, lesquelles ?
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Yi+Y=0
X1+ F=0
X, C F C+2RY>, =0
= soient 3 équations & 4 inconnues :

probléme hyperstatique d’ordre 1.
Y1 Ys Choix d’une inconnue hyperstatique :
Y, (par ex.).

F1G. 1 — Isolons toute la poutre.

Premiere partie

Le théoreme de Castigliano-Ménabréa donne : 224 = yp = 0 (contact bilatéral, liaison glissiere

bilatérale) ou :

1 s
E :—/ M? —/ N?
"= 35T o RdO + RdO +

55 / T2Rdf

QGS’
donc :

0Eq
— N T
Yy EI/ 0Y, d0 ES / 8Y2 GS’ / 8Y2 a0

Déterminons les efforts intérieurs en fonction de Y5.

Rsin6

R(1 — cos : Y5

F1aG. 2 — Isolons cette portion de poutre.



Apres projection des équations du P.F.S. :
N = Fsinf — Yycos — 22X = _cosh
T =Fcosf+Yysin — a—YzzsinH
M = R[Y3(cosf — 1) — F'sinf] = 6—]ngR(cosﬁ—l)

OBy _ _ : .
oye = Up = 0 devient donc :

R? . g .
B o [Ya(cos — 1) — F'sinf](cosf — 1)df — E—S/o (Fsinf — Y5 cos @) cosf df
1
GS'
On a besoin d’effectuer quelques intégrales. Pour simplifier, visualisons les fonctions a intégrer :

- /ﬂ(Fcosﬁ-l-Y'QsinH)sinGdH:O
0

-0.2 _
0.4 sin(x) |
sin(x)*cos(x) -------- - .

-0.6 | cos(x)*cos(x) - |
-0.8 - _

-1 1 A | , | |

0 05 1 15 . - :

On calcule :

/7r(:03219d0:/7rsin20dt‘)=...:z

0 0 2

et on a directement :
/Wcos9d9:/7rsin000s0d0:0 et /Wsin0d9:2
0 0 0

donc :

R? T 1 T 1 T
E[YQ (§—O—O+7r)—F(O—2)] —E—S(F.O—YQ§)—|—@(F,0+YQ§) _0

R? (37 1 1\7
w7 157+ 2] + (g + 55) 3% =0




On s’apergoit alors que :

1 1 3R?
— ~ 181 — ~ 2310 °U.S.L
GS’+ES 81077 <<EI 3107°U.S.
Les énergies de déformation de tension et de cisaillement sont donc négligeables par rapport a celle de
flexion et : AP
Y, =~ 5 = —212N = (C=-2RY>,=16.98 N.m
T

Deuxieme partie

Le déplacement horizontal du point B se calcule par : up = %—}fgi ou l’on ne considérera ici que

I’énergiue de déformation de flexion vu les applications numériques précédentes.

v = EI/ de
EI
= RUB = /R[YQ(COSH—I)—FsinB][—RsinH]dH
0
EI T R3

Troisieme partie

Afin de déterminer le déplacement vertical du point A , il faut y appliquer une force fictive : @ et

l'on aura : v4 = %Q avec Q = 0.

Q
Vi+Y,=@Q
Xl C F X1+F:0
N —~ C+2RY, —RQ=0 = Y,=9%-%
Y1 Y,

Fic. 3 — Isolons toute la poutre.
Déterminons alors les efforts intérieurs en fonction de () qui n’auront pas la méme expression suivant

la plage de variation de 6.



Rsinf

F i
E— D >
F1G. 4 — Isolons cette portion de poutre : § € [0 : T].
L’équation du moment du P.F.S. donne :
M
M = R[Y5(cosf — 1) — F'sinf] = [RQ - C] (cosf —1) — RF'sin) — oM = E(COSQ -1)
2 2 0Q 2
Q
Rsind
F
— =
F1G. 5 — Isolons cette portion de poutre : § € [Z : 7).
L’équation du moment du P.F.S. donne :
C oM R
M= [ % - 5] (cos@ —1) — REsinf — QRcos) — 0 5(0059 —1) — Rcosf



On calcule alors le déplacement en ordonnant le plus simplement possible les intégrales :

OE, oM oM
va= 55 EI/ MGG = —UA /M d0+/ M50

et en sachant que la charge est fictive () = 0.

EI 3
= Ty, = / (—9(0039 -1)— RFsine) E((:050 —1)do
R 0 2 2

+ /: <—%(cos€—1 — RF'sind

= EUA = /F<—%(c039—1 RFsm0)
0

72 (cos® —1)d

T/ C
- /r (—E(COSH —1) — RF'sin 0) cos 0df
3
On a alors besoin d’effectuer quelques intégrales (éventuellement graphiquement) :

s ™ s 1
/(cos%d@z% : /ﬂcos0d9:—1 : ﬂcos&sin9d0:—§

2 2 2

et I'on a alors :

EI 1 C r C r

= i = §<_§(§ w)—RF(O—Q))—( SGH+D+ RF)
ET T 1

— ﬁUA = C(_Z+§)+_RF

1
2
= vx = —[C(l—g)-l—RF]%?).Q?mm



