Vérification du Théoreme de Gauss

par Aimé Savouret

Nous allons nous intéresser a la détermination des actions causées par les
. L x : N -
interactions a distance en —3 dans le cas d'une distribution sphérique de rayon R .
r

Pour facilité la compréhension, on va s'intéresser a l'interaction gravitationnelle.

Champ gravitationnel a l'extérieur du corps :

Pour étudier le champ gravitationnel, on introduit une masse m centréeen O |
l'origine du repére d'étude (0.¢,.¢,.¢.)
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On considére une boule sphérique homogéne de masse M , derayon R et
centréeen A=(0,R+h,0) .

La masse m se trouve a une distance %>0 de la surface de la boule.

Les plans (0,¢,.€,) et (0,€,,&,) sont des plans de symétrie pour la distribution de
masse donc l'action gravitationnelle qui s'applique sur la masses m est de la forme:
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On s'intéresse a l'action gravitationnelle crée par un élément infinitésimal de volume
dV de laboulederayon R .Ona dV=drrd0-2mrcos0=21r>cosO-dr-d 0

Gm-pdV . _
—, ¢, avec pP=

r 4R’ =4 Fyue

On a ngrav: et on notera ngrav_ grav' €z ¢

Il vient ngmv:%'cosesinQ-dr-dG

-

Le coupe de la sphére associée a la boule de rayon R dans le plan (0,¢,.é.) a pour
équation :
y,(t)=R-cost
z (t)=R(sint—1)—h

. ‘ PRI
dol »’=2-(1-sint)-(R°+2Rh)+h’> et a=sint=————+1
Pt ) 2-(R*+Rh)
0, .
On calcul fCOS@SinQ'd9:5'<Sin29r—l)
z
s ¢ P
On définit 9,4 par COSQr:yS—() et Sin9r: Zs()
r r
Rla—1)-h

On obtient b=sinf, = .

2R+h
Finalement F :degmv:Mi—%M f (B*—1)-dr
h
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2R +h —4R3
Avec Maple, on trouve f (b°—1)-dr=—"—
i 3(R+h)

= _—GmM
—~e

Ce quidonne F,.,.= Rihy

Conclusion 1 : Lorsqu'on se trouve a l'extérieur d'un corps de répartition de masse
sphérique et homogeéne, l'effet gravitationnel est le méme qu'une masse ponctuelle de
méme masse placée en son centre de gravité. C'est en accord avec le théoréme de
Gauss.



Champ gravitationnel a l'intérieur du corps :

Dans ce cas, on a :

Vm

Dans ce cas, on integre sur la boule de rayon R privée de la boule de centre O
et de rayon />0 car les actions gravitationnelles causées par cette derniere sur la
masse m se compensent par symétrie centrale.
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De méme Fgmv:f dF
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Avec Maple, on trouve f (bz—l)-dr:_?“-R+§-h
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Ce qui donne F,,=—G mM'(P——Q'ez

.. = —-GmM(R-h) .
L'application du théoreme de gauss donne £, = R3< )-ez donc c'est en

accord.



Conclusion 2 : Lorsqu'on se trouve a l'intérieur d'un corps de répartition de masse
sphérique et homogene, l'effet gravitationnel est le méme qu'une masse ponctuelle
affecter de la masse de la boule de rayon correspondant a notre distance de son centre
de gravité.



