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1. Introduction au traitement
numérique du signal

1.1 Définition d’un signal

Toutes les grandeurs physiques observables dans la nature peuvent étre re-

présentés par des fonctions d’une variable continue : la position en fonction de
I’espace, 'avancement d’une équation chimique en fonction du temps; etc. De
maniére formelle, nous utiliserons des fonctions pour les représenter.
Dans le domaine de 'information, nous étudions le plus souvent des signaux
électriques. Physiquement, il s’agit de la tension ou du courant généré par un
systéme électronique. Nous pouvons les représenter par une fonction continue
du temps.

Systéme u(t)

FI1GURE 1.1 — Systéme caractérisé par sa tension de sortie

1.2 Nécessité d’un traitement du signal

Le traitement du signal ne se contente pas d’un "signal brut". De maniére
générale, l'information utile apportée par le signal est trés peu visible car le
signal ammeéne aussi de 'information parasite que l'on qualifie de bruit. On
peut voir un signal u(t) comme :

u(t) = i(t) + b(t)

ou i(t) représente I'information utilse et b(¢) le bruit du signal.
Exemple :
On imagine un systéme ou :

— i(t) = 5cos(5t)

— b(t) = 2,5 cos(20¢)



On peut alors comparer 'allure de 'information utile seul et celle du signal
(Pinformation plus le bruit).
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(c) Le signal obtenu
FIGURE 1.2 — Mise en évidence de la nécessité du filtrage

On voir nettement sur la figure 1.2 I'influence du bruit sur l'information.
Idéalement, il faut atténuer l'influence des parasites pour obtenir un signal de
sortie le plus proche de l'information. Ce processus est nommé le filtrage. Les
éléments qui permette de traiter les signaux sont appelés des filtres.




1.3 Filtre

Le filtrage utilise en ensemble de filtres pour modifier la forme d’un signal
afin que le signal obtenu en sortir de filtrage ait la forme désirée. On représente
habiutellement un filtre par un bloc possédant un signal d’entrée (le signal a
traité) et un signal en sortie (le signal traité).

z(t) Filtre y(t)

FIGURE 1.3 — Représentation symbolique d’un filtre

Nous posons tout d’abord quelques hypothéses sur ce filtre. Nous allons
supposer qu’il représente un systéme linéaire et invariant dans le temps .
On note F : £2 — £? P'applicatiion qui associe pour un signal d’entrée un singla
de sortie.De maniére formelle on peut écrire :

Y(t,7) € R?

Fx(t) = y(t) = F(z(t — 7)) = y(t —7)

Y(t, 70,8 € RY), x1(t) € L2, xo(t) € L2
(F(z1(1) = y1(t), F(22(t)) = y2(t)) = F(azi(t) + Br2(t)) = ayi(t) + By2(t))

La plupart des phénoméne physiques peuvent étres étudiées comme de tels
systémes. Les propriétés de linéarité et d’invariance temporelle sont des hypo-
théses d’études nécessaires pour utiliser les résultats qui vont suivre.

1.4 Caractérisation d’un filtre

Pour travailler sur un filtre, nous devons connaitre la relation qui existe
entre son entrée et sa sortie. La difficulté réside dans la caractérisation de cette
relation : il existe une infinité de signaux différents. Existe-t-il une relation
simple qui nous permette de déduire la sortie & partir de n’'importe quel signal
d’entrée ?

On soumet le filtre & une impulsion (nous anticipons volontairement cette notion
qui sera vu dans la partie 1.5) et on reléve sa sortie dés le début de 'impulsion.
Le résultat est donnée a la figure 1.4.

La courbe bleue est appellée la réponse impulsionnelle du filtre au temps

to. L’idée de base de la caractérisation d’un filtre pour tous les signaux possibles
et inimaginaux est de se servir de cette réponse impulsionnelle au temps tg et
des propriétés de linéarité et d’invariance temporelle du filtre.
Supposons que nous soumettons le filtre & deux impulsions similaires au temps
to et t1. D’apreés les propriétés évoquées précédemment, la réponse en t; sera la
méme que la réponse en ty mais décalé dans le temps. Le résultat est visible a
la figure 1.5.



Réponse du filtre
Impulsion
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FI1GURE 1.4 — Réponse d’un filtre & une impulsion

F1GURE 1.5 — Réponse d’un filtre deux impulsions

Soit h(t) la réponse impulsionnelle du filtre & ¢ = 0. La réponse a la méme
impulsion au temps ¢, sera h(t — to) et au temps t; sera h(t — ¢1). D’aprés les
propriétés de linéarité, sortie s’exprimera alors :

y(t) = h(t —to) + h(t —t1)

On peut imaginer maintenant soumettre le filtre & une suite de NV impulsion
séparée de At. La premiére impulsion est envoyé a ty. La valeur de la sortie est :

y(t) = h(t—to) + h(t —to — At) + h(t — tg — 2At) 4 ... + h(t — tg — (N — 1)At)

N—-1
= ) h(t —tg — kAt)
k=0

En prenant ’origine des temps a typ =0 :

k=

o

Chaque impulsion contribue au signal de sortie : il suffit de connaitre le com-

portement du filtre suite & une impulsion pour connaitre la réponse du filtre a
n’importe quelle suite d’impulsion.
1l vient naturellement & ’esprit la question de savoir, si tout signal réel peut s’ex-
primer comme une somme d’impulsion. Si tel est le cas, nous pourons connaitre
la réponse du systéme & n’importe quel signal en connaissant uniquement sa
réponse impulsionnelle.



1.5 L’impulsion

Une impulsion est un signal de durée trés courte avec une amplitude tres
grande. Idéalement, cette impulsion est infiniment courte. On note A la durée de
cette impulsion. L’amplitude de cette impulsion est inversement proportionnelle
a cette durée d’impulsion. Idéalement, cette amplitude tend vers I'infini. On peut
modéliser cette amplitude par % comme vu a la figure 1.6
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(a) Représentation d’une (b) Casidéal A — 0

impulsion pour A > 0

FIGURE 1.6 — Représentation de 'impulsion

1.5.1 Les distributions

Le cas limite présenté a la figure 1.7(b) n’est pas une fonction au sens ma-
thématique du terme. Il s’agit d’une distribution.
Ici, il s’agit d’une application D : £2 — K, V¢ € L2, ¢ :—< D, ¢ > telle que :

—VaeK, <Dap>=a<D,p >

- V(¢1,¢2) € (£2,£2),< D,p1 >+ < D, g >

- Si t£+moo o(t) = ¢r, alors t£+moo < D,¢(t) >=< D, ¢r, >, ¢r €K

Soit f € L2, alors Iapplication < Dy, ¢(t) > définie par :

+oo
< Dy é(t) >= / ()t

— 00

est une distribution.
Les signaux & énergie finie peuvent étre représentés par une fonction de £2. et

chacun d’eux peut définir une distribution.

1.5.2 Distribution de Dirac
On définit la distribution de Dirac par :

< 6,0 >=¢(0)

Autrement dit, c’est Papplication qui a toute fonctions ¢ lui associe ¢(0). De
méme, on définit la distribution < §(¢t — ¢g), ¢ > au temps ¢y par :

<Ot —to),p >=<6,¢(t — to) >= é(to)



1.5.3 Distribution de ’impulsion

Nous avons vu & la figure 1.7(a) la fonction représentant l'impulsion. C’est
une fonction de £2, elle définit une distribution. Appellons A(t —tg) cette fonc-
tion.

+oo
<Dp,p> = At —to)p(t)dt
1 to+A

On pose ®(t) une primitive de ¢(t) en admettant qu’elle existe et qu’elle est
dérivable. On a alors :
t0+A
5],

O(to + A) — P(to)
A

En faisant tendre A vers 0, on a la définition du taux d’accroissement de
®(t) en to. Par définition du taux d’accroissement :

Q(to + A) — P(to)

< Da,¢ >

hm < Da,¢ >= lim = ®'(tg) = P(to)
A—0 A
On a alors :
gim0 < Dpa,p >=<6(t —19), ¢ >=< 9, d(t — to) >= ¢(to) (1.1)
—

1.5.4 Interprétation géométrique

On cherche & représenter graphiquement la distribution idéale définit par
Pimpulsion sur un signal f(t).
Soit f(t) une fonction représentant un signal quelconque. Par définition de la
distribution crée par A(¢ — tg) pour f(t) :
+oo
< Da, f(t) >= At —to) f(t)dt

— 00

La valeur de cette distribution représente 1’aire sous la courbe de la fonction
At —to) f(2).
= La valeur de la distribution déterminée par une fonction g(t) quelconque
associe & toute fonction ¢(t) laire de la courbe sous la fonction ¢(¢)¢(t) (cf Fig
1.7(c)).

En faisant tendre A vers 0, la largeur de 'amplitude tend vers 0 et ’ampli-
tude de I’impulsion tends vers +oco et ce pour n’importe quelle valeur de ¢. Pour
différentier la valeur de la distribution en chaque point de ¢, on trace une fleche
dont amplitude est égale & la valeur de la distribution (donc & ’aire sous la
courbe ).

Nous savons d’aprés la relation 1.1 que cette aire vaut f(¢p). Sa représentation
est visible & la figure 1.8

Comme vu au chapitre 1.4, si h(t) est la reponse impulsionnelle d’un filtre

et F Dapplication qui décrit ce filtre, on a :
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(a) Représentation d’une (b) Signal f(t) (c) Signal A(t — to)f(¢)

impulsion pour A >0

FI1GURE 1.7 — Représentation de I'impulsion

f(to) |-

FIGURE 1.8 — Représentation d’une distribution au point ¢,
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