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Au sens strict du terme, la mécanique des milieux continus (abrégée M.M.C.) est la branche de la

mécanique qui a comme propos I'é¢tude des mouvements, des déformations, des champs de contraintes
au sein de milieux continus.

Définition:

D1. Nous désignons par "milieu", tout fluide (solide, liquide, gaz ou plasma selon ce que nous avons vu
en thermodynamique), déformable ou non, quand nous le considérons d'un point de vue
macroscopique, par opposition a une description corpusculaire.

D2. Nous désignons par "milieu continu", un milieu tel que si M et M appartiennent a un milieu et si M'
appartient au voisinage M, alors quelle que soit la déformation subie par ce milieu, dM" appartiendra au
voisinage de dM.

Cette branche apparait souvent comme la science de l'ingénieur qui permet de comprendre et de décrire
le monde matériel qui nous entoure et les phénomenes courants qui s'y déroulent: mouvements de
liquides, de gaz, vol des avions, hélicoptéres, fusées, satellites, navigation des bateaux, déformations
des corps solides, structure interne des étoiles, etc. Par ses attaches a la mécanique thermique
(thermodynamique), elle s'étend jusqu'a la thermique, I'énergétique, I'acoustique.

Prenant en compte les comportements des milieux continus, elle englobe I'hydrodynamique, la
dynamique des gaz, I'¢lasticité, I'acoustique, la plasticité et d'autres comportements. Elle est la clé de ce
que nous appelons aujourd'hui la "modélisation", qui n'est autre que I'art d'analyser un phénomene
physique et de le décrire en termes mathématiques, ce qui permet de I'étudier avec la rigueur propre a
cette discipline.

Cette section du site est divisée en 4 parties principales: solides, liquides, gaz et plasmas (dont certaines
notions ont délibérément été développées dans le chapitre de Musique Mathématique du site). Dans
chaque partie, nous introduirons les outils mathématiques spécifiques a 1'é¢tude de tel ou tel milieu
continu avec une complexité (toute relative) croissante. Cependant, par choix, il a été décidé d'exposer
les théorémes avec les outils mathématiques les plus simples possibles mais tout en arrivant aux mémes
résultats. Ainsi, par exemple, la démonstration de l'équation de Navier-Stokes qui prendrait 150 pages
de développements mathématiques rigoureux n'en prend plus que 27. Il y a donc un avantage non
négligeable aussi bien pour l'auteur que pour le lecteur a procéder ainsi.

Remarque: Concernant les équations de Navier-Stokes, nous donnerons aussi des exemples
pratiques de celles-ci lors de notre étude de la météorologie (cf. chapitre de Génie Marin & Météo).

1. SOLIDES

Des atomes d'un méme ¢lément ou d'é¢léments différents s'assemblent en des édifices spécifiques. Cela
conditionne la force de leurs interactions €lectriques, qui définissent la structure finale de la substance.
Dans les conditions normales sur notre plancte, la matiére existe a I'état solide, liquide, gaz ou plasma.
Si les forces interatomiques sont assez intenses, la collection de particules conserve sa forme et son

volume.
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Cette propriété de conserver la forme et le volume, ainsi que des propriétés élastiques distinguent les
solides.

1.1. PRESSIONS

Les notions de "compression" et "contrainte" (que nous pouvons englober abusivement dans le terme
de "pression") sont de premiere importance en mécanique des fluides (solides inclus donc!). 11 convient
donc de définir ces différents types de pression avec un minimum de rigueur!

Définitions:

D1. Nous appelons "pression de compression", notée traditionnellement P, le rapport exprimé par la
force F qui s'exerce (s'appuie) sur un élément de surface S a la perpendiculaire de celle-ci. Ainsi, sous
forme scalaire:

!
]
va|

Remarque: Siune force agit sur une surface finie, nous parlons alors aussi de "force répartie".

D2. Nous appelons "pression de contrainte" le rapport exprimé par la force F qui tire sur un élément de
surface S non nécessairement a la perpendiculaire, force qui peut des lors étre décomposée en deux
vecteurs respectivement tangent et normal. Ainsi, sous forme vectorielle:

. dF
F+T="_
i

/.:fs/

/ -------------- iF
= _

ou & et T sont respectivement la "contrainte normale" et la "contrainte tangentielle" (parfois indiquées
avec un s en indice pour indiquer que c'est par rapport a une surface).

Nous pourrions trés bien englober les deux définitions ci-dessus en une seule et travailler avec les
signes des forces. Mais par souci de cohérence avec ce qui est enseigné dans les écoles, nous garderons
ces deux définitions qui s'identifient par définition par le fait que leurs forces sont opposées par rapport
a un ¢élément de surface S.
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1.2. ELASTICITE DES SOLIDES

D'une maniere ou d'une autre, une contrainte de compression ou de traction peut déformer le triplet
hauteur, largeur, épaisseur d'un corps. S'attaquer directement a I'é¢tude d'un cas qui déforme ces trois
parametres est un peu long et sera abordé¢ plus bas dans la partie traitant de la détermination de
l'expression du module de Young de cisaillement.

Mais il est utile, ne serait-ce que du point de vue du vocabulaire de donner un exemple a partir du cas
le plus simpliste qui puisse étre. Si nous imaginons un corps €lastique a une dimension (n'ayant ni
hauteur, ni largeur mais juste une longueur) sous l'application de deux forces de contraintes
parfaitement colinéaires mais antagonistes, nous pouvons imaginer que le corps en considération
s'allonge d'un certain facteur.

Définition: La "déformation normale" sous des forces axiales et antagonistes est donnée par le rapport
entre la variation de longueur du corps sur sa longueur initiale (soit: 'allongement relatif) tel que:

Y
I,

Cette relation est une forme extrémement simplifiée de tous les types de déformations qui peuvent
exister et que nous verrons plus loin en détails.

Il y a nécessairement une relation entre forces de compression et de traction et la variation de
dimension d'un corps. Cette relation est dépendante de la structure atomique du matériau et devrait
rigoureusement faire appel a la physique quantique pour étre déterminée (nous nous en abstiendrons
cependant dans cette section du site). Nous observons cependant suivant les matériaux des
caractéristiques diverses qui intéressent au plus haut point les ingénieurs:
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Les figures ci-dessus représentent la variation de la contrainte de compression en fonction de la
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déformation pour certains matériaux (habituellement nous représentons ces caractéristiques en

inversant les axes).

- Les matériaux ductiles comme l'acier doux (a), cessent d'étre linéaires a la limite d'élasticité notée ¢,
ci-dessus.

- Sous traction les polymeéres (b) caoutchouteux s'allongent d'abord en dépliant leurs molécules (
) puis en tirant sur les liaisons chimiques (

).

- La plupart des matériaux biologiques (c) sont sous contrainte, méme lorsqu'ils ne sont pas déformés.
La peau, par exemple, est comme un gant de caoutchouc enveloppant le corps.

- L'¢lastine (d) est habituellement renforcée de collagéne dans les systémes biologiques comme les
arteres. Un tendon est fait principalement de collagéne.

Dans un cas plus général, les ingénieurs ont pour habitude de définir les points représentés ci-dessous
dans leurs mesures d'essais de traction:

a t- ==« - - Rfsistance ullimc---;}-,-a -------
r et
k. 18 - _______ll'.l..'mnlum..‘t.' o
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La caractéristique ci-dessus comporte une partie linéaire comme c'est le cas d'une certaine classe de
matériaux. Cela signifie que la pente de la caractéristique est une constante, qui refléte la déformation
¢lastique du matériau sous l'effet de la contrainte croissante. Cette contrainte élastique par unité de
déformation définit le "module de Young" (il n'y a pas de composante tangentielle dans ce cas d'étude!):

cette relation étant valable aussi bien en contraintes de compression qu'en traction. Nous reviendrons
sur cette relation dans les paragraphes suivants.
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Remarques:

R1. La "rhéologie" est une partie de la mécanique qui étudie la plasticité, I'¢lasticité, la viscosité et
la fluidité caractéristiques des corps déformables. C'est une branche trés importante de l'ingénierie
industrielle.

R2. Attention les calculs qui vont suivre sont relativement longs et difficiles et ce méme si nous
avons essay¢ de les simplifier au maximum. Cependant, tous les résultats nous seront infiniment
utiles que ce soit pour déterminer I'équation de Navier-Stokes ou pour I'étude de la résistance des
matériaux ( )!

1.2.1. LOI DE HOOKE

Etant donnés les définitions données précédemment, nous obtenons la relation:

qui est par définition la "loi linéaire de Hooke" en contrainte normale uniquement!

Lo

&

I1 est assez intuitif de supposer que plus la force de liaison des atomes constituant le matériau étudié est
grande, plus grande est la force a appliquer pour éloigner les atomes, donc pour étirer le corps. Les
solides, qui ont des grandes forces de liaisons, ont une haute température de fusion (cela est approfondi
dans le chapitre traitant de la Chimie Quantique).

Si nous notons:

Nous nous retrouvons avec la loi que nous connaissons:

F=ik|n
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qui est la force de rappel des ressorts ( et ).

Mais il existe plusieurs types de contraintes avec leurs modules respectifs. Ainsi voici les définitions des
plus importantes dans la partie linéaire de leur caractéristique avec le schéma explicatif associé:

e, 1

o

In

D1. Nous définissons le "module de cisaillement" ou "module de rigidité" par le rapport de la
composante normale de la force (pression de compression) a la déformation de cisaillement:

A 20
E'j ¥

ou le numérateur est appelé "contrainte de cisaillement" et ou ¥ est "l'angle de déformation".
Généralement cet angle étant petit, nous avons l'approximation:

£, = ¥ =tan(})

S est la surface de la face supérieure ou inférieure du corps déformé représenté ci-dessus.

D2. Nous définissons le "module d'¢lasticité de glissement", appelé également "module de glissement"
ou encore "module de Coulomb" par le rapport de la composante tangentielle de la force (pression de
contrainte) a la déformation de cisaillement:

T =FTIS= o)
£, ¥ 2(1+7)

ou 7 est le "coefficient de Poisson" dont nous démontrerons 1'origine un peu plus bas dans le présent
texte.

Remarquez que bien que le numérateur de la définition précédente soit une force divisée par une
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surface, il ne s'agit pas d'une pression car la force est tangentielle (d'ou le 7" en indice de F)) a la surface.

C'est parce que toute force peut étre décomposée en une force normale et tangentielle (voir la
définition plus haut de la pression de compression et de la pression de contrainte) que nous avons les
deux définitions distinctes ci-dessus. Dans la grande majorité des cas de laboratoires, nous nous
arrangeons pour avoir une force purement tangentielle (d'ou le 7 en indice de F) ou purement normale
(d'ou le N en indice de F) a la surface S.

Dans la pratique il n'est souvent fait usage que de la deuxiéme définition et ce a un point tel que cette
derniere est souvent assimilée au "module de rigidité" aussi...

= Exemple:

Une chose intéressante (pour la parenthése...) si nous considérons que les plaques tectoniques sont en
cisaillement entre elles nous avons alors d'apres le module de glissement:

Fr:y.g.3=@.5.3
I

Or pour une plaque tectonique en frottement de longueur fy; sur une hauteur H:

F —@-G-cﬂﬂ-m—e-[@}cﬂﬂ-m
T L

et puisque I'énergie est une force multipliée par une distance, il vient:

E=F AL =

. {@J (Zy -Hj}ﬁ_ﬂ -G A H
- _

qui est typiquement 1'énergie dégagée par le cisaillement de la friction de deux plaques tectoniques dont
les surfaces de contact ont une hauteur moyenne /4, une longueur initiale Z; et qui subissent une

déformation de A7F, .

Typiquement pour un tremblement de terre du type Sumatra (2004), nous avions:
AL=10[m], H = 10000 [#2], Ly = 10000 [m],G = 10" [Pa]
Deés lors il vient:
E =10 [J]
en d'autres termes... mille fois 1'énergie de la bombe nucléaire d'Hiroshima.
Soit en notant M la magnitude sur 1'échelle de Richter:

E=10788M _qolf — ar~7p

alors que les estimations donnent un intervalle de 6.2 a 8.5... donc, nous ne sommes pas trop mauvais

dans l'approche théorique.
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Voila pour un exemple non appliqué a l'industrie...

D3. Nous définissons le "module de compressibilité omnidirectionnel", comme le rapport de la
contrainte volumique a la déformation volumique (nous démontrerons plus loin les développements
mathématiques qui ameénent au dernier terme de la relation):

g, _ FiS _31-2p
o AT E

Nous pourrions encore définir beaucoup de modules tels que le module de flexion, de flexion pure, de
flexion composée, de torsion...Nous €tudierons certains d'entre eux plus loin.

Pour chacune des différentes définitions de modules que nous pouvons envisager, nous pouvons définir
une loi de Hooke qui lui est adapté. Cependant, tout cela peut paraitre assez arbitraire, mais au fait il
n'en est rien car toutes les définitions de modules que nous avons vues précédemment sont un cas
particulier d'une relation mathématique généralisée qui sera démontrée sur ce site dans un proche
avenir.

1.2.2. MODULE DE GLISSEMENT

La condition nécessaire pour qu'un solide rigide soit en équilibre statique est comme nous l'avons vue
dans le chapitre de Mécanique Classique, que la résultante des forces que l'extérieur exerce sur le corps
soit nulle:

F, =0

Cependant, quand un solide subit des contraintes et qu'il peut en subir, il peut y avoir déformation qui
peut étre suivie d'une rupture ou d'une modification similaire. Plus, précisément, il y a "déformation"
d'un corps (non nécessairement solide) quand les distances entre certains points du corps ont changg.

Lorsque dans I'é¢tude théorique de 1'¢lasticité, nous excluons les modifications du corps étudi¢ telles que
les ruptures, nous disons que nous nous restreignons aux "déformations élastiques”.

La géométrie et la physique des déformations peuvent étre complexes. Leur description se déduit de
celle d'un certain nombre de déformations ¢lémentaires dont nous préciserons plus loin les
caractéristiques.
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Les forces scalaires de contraintes de traction Z,, F_v .#. engendrent sur leurs faces respectives des

tensions "normales" (perpendiculaires donc!):

Lorsqu'un parall¢lépipede est soumis a un effort de traction £, il y a intuitivement contraction des

dimensions dans la direction x. Contraction observable de fagon tout aussi intuitive pour #_.

Nous avons alors si F, agit seule:

ou le signe "-" indique une contraction et ou 7 est un coefficient appelé "coefficient de Poisson".

Si F,_ agit seule:

fa
moo_ =
£, = H—

En acceptant le principe de superposition des forces, I'effet produit par plusieurs forces agissant
simultanément est égal a la somme des effets produits par chacune des forces superposées agissant
séparément. Des lors:
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_ o=l 1] n
Ey =€ ,+tE& ,+&,

Ceci est admissible, étant donné la linéarité des équations unissant la déformation unitaire et la tension
normale. Nous obtenons alors:

CREICAES

-Jx -0 [Jx + JJ,)

1
£
1
EJ' =E_J}' _??I:Jx-l-gx:]
1
E

En ayant procédé de maniére identique pour les deux autres directions OY et OZ.

A partir des relations précédentes, il est aisé de trouver les équations unissant ra £:

oy

T, =1+?}1 -£x+1_??2??(£x+,s'y+£'x:l
E [ 7

JJ' =1+?? -EJ'+1_2??(E?‘+EJ'+EK:]
E [ 7

% -Ex+1_2??(r5'x+€y+r5'x)

Soit un matériau soumis a des contraintes diverses. A l'intérieur de celui-ci, nous opérons, par la pensée,
l'extraction d'un parallélépipéde rectangle. Les faces de celui-ci sont sollicitées par des contraintes
normales ¢ et tangentielles T (sur le schéma ci-dessous le solide est en équilibre statique).

Tyy

Les contraintes normales ¢r et de tangentielles T représentent les actions du parallélépipede de
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matériau 0té mentalement sur les faces de 1'élément examiné.

Il est intéressant (dans le sens que cela facilite I'analyse) de rechercher les contraintes qui existent dans
un plan faisant un angle & avec l'axe des x. Pour ce faire, nous imaginons un triangle de matiere ayant
un angle g au sommet enlevé hors de la matiere mentalement. Nous négligerons l'effet de la pesanteur.

Soit:

Posons:
@=ds,ﬁ=dx,ﬁ=dy
et dz étant I'épaisseur du solide (non représenté sur le schéma ci-dessus).

Sur la longueur ds, des contraintes apparaissent et se décomposent en contraintes normales < et
tangentielles T (ces derni€res étant aussi appelées "contraintes de cisaillement" ou "contraintes de
flexion" ).

Le probléme consiste a établir les relations entre &, 7T et T, ayet T,.

Les conventions de signes sont:

- Les contraintes ¢ exercant une traction sont positives alors que les tensions ¢ exergant une
compression sont négatives.

- Les contraintes T ayant tendance a faire tourner le parallélépipeéde dans le sens des aiguilles d'une
montre, sont positives. Dans le sens antihoraire, elles seront négatives.

L'équation d'équilibre de projection sur la direction ON est:

O, deds ~ [ dzdx 05 8 + 0,dzdy 05 (90° — 8) + 7, dady cos 8+ T, dadxcos (90° - 8)] = 0
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Rappelons que:

o
G =~ Fy = S0,

Comme g = dscoz det dv = dssin & nous avons:

ads = dds sin 8 + Oydscos? 8+ Tydssin Beos 8+ T dssin feos

O =4g,sn?d+d, cos*8 + T, sin 28

comme:
sin2g = 1-cozl2d ot cos2d = 1+cozl2d
2 2
alors:
T o
a= ?”[1 - t:osE.E‘:l +?y[1 + cosEE‘:l + 1T, 510 28
Finalement:

J=%(J + jl—%[crx —JJ,)COSEEWTPG,SinEH

Conclusion: En fonction de a,, a, et T,,, il est possible de calculer la tension normale qui existe sur

une surface plane quelconque d'angle 2.
L'équation d'équilibre de projection sur la direction de OT est:

Tdzds — & dzdy vos 8 + T dzdy cos (907 -8)+ &, dzdx cos (90°-8) - T dzdxcos&=10
Tds = Qdssin&cosd — Tydsan Feosd — T dssin*8 + T,dscos®d = 1)

T= %[:‘J} —Jy)sin 25+Tw [coszﬂ—sinzé')

COMME razid — sintd = rag 28 alors finalement:
_ - in 28+ 28
T_E(Jx .:‘_:I'J,)sm Ty COS

Conclusion: En fonction de &,, &, et T, il est possible de calculer la tension T tangentielle qui existe

sur une surface plane quelconque d'angle &.

Soit, a présent, la situation suivante:
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A

Fig. A Fg. B

Figure: 34.9 - Mise en situation pour revenir au cas tridimensionnel

Il s'agit a gauche d'un bloc de matiere dont I'on extrait virtuellement un petit plan de forme carrée (en
bleu sur la figure de gauche) que l'on va étudier en ne prenant en premier lieu qu'un des triangles
rectangles le composant pour ensuite étudier 1'ensemble.

Avant la sollicitation, nous considérons donc le losange abcd qui est en fait initialement un carré a /4
suivant la direction OX (schéma perspective suite a la demande d'un internaute):

Y

Figure: 34.10 - Situation initiale
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Pendant la sollicitation, ce losange se déforme sous I'action des contraintes tangentielles décomposées
en contraintes de cisaillement pures et devient le losange a'b'c'd' (schéma perspective suite a la
demande d'un internaute):

La diagonale bd est alors étendue et la diagonale ac est comprimée. L'angle en a qui valait /2 vaut
apres déformation 57/ 2 +¥ (ena'). De méme, l'angle en b qui valait 72 vauta présent 71/ 2 -y
(Figure A).

Remarque: L'angle ¥ est appelé "angle de glissement" et nous le considérerons comme faible.

Nous pouvons nous rendre compte de l'effet de la déformation en isolant le losange et en lui faisant
subir une rotation de si4 . Aprés déformation, nous avons la forme indiquée par les lignes en pointillés
(Figure B).

L'angle de glissement étant petit, nous avons:

aa'

Donc ¥ représente le glissement du coté ab par rapport a de divisé par la distance entre les deux plans
ab et dc. L'analyse qui vient d'étre effectuée reste valable quel que soit le corps solide ou liquide
considéré.

Soit, a présent, le cas d'un solide ¢lastique obéissant a la loi de Hooke. Le probléme va consister a
¢tablir la relation entre I'angle de glissement ¥ et les contraintes tangentielles T agissant sur les cotés
du losange.

Soit le triangle rectangle oab. L'allongement du c6té =% et le raccourcissement du c6té oa pendant la
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déformation s'obtiennent a partir des équations suivantes:

(o, ~p(a, +a,)]

1

E

1, -
&=z |% —?}‘IIJK+-:‘_2I'3)-

1

E

-.::rx -n (.::r,r + .::rJ,J-

Comme:
g, =aq =t g,=g,=-1 g,=10
Nous avons:
(1+7) (1+7)
g =—|r+nT|= T eleg =—|-—T-n71|=- T
y =gl y = —=[-t-n1] =
Donc:

Gcz'=0cl+c:'cz€}, =c:'cz(1+ Ey)=c:-cz[1—

alors la longueur oa' diminue si T augmente .

1+
ob' =ob +obe, =ob(l+e,)=0b [l+[ ??:I‘.'.‘]

donc ob' augmente si T augmente.

Pour l'angle triangle rectangle oa'b', nous avons:

1+
o1+ T 1)
1fr TPy ob B =
tan[c:-at'b')—tan —|=+¥||=tg| —F+=|=—= 4=
2 4 2 ot [1+;r;.1:| [1+?;:':|
aa|1- | 1- T
g E

Comme tang = g (¥ est petit) nous avons:
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1+Z 1+[1+H]T
2 _ X
I—Z 1—[1”?]1.r
2 =
Soit:
y_oltn,
2 i)

Finalement, nous avons la relation donnant le "module de glissement", ou "module de Coulomb", que
nous avions donné plus haut sans démonstration:

=G=

= |
-2
P
—_
+
i
T

1.2.3. MODULE DE COMPRESSIBILITE

Nous reste encore a voir la provenance mathématique de I'expression d'un autre module tout aussi
important que le module en cisaillement: le module de compressibilité & .

Soient les équations déterminées dans 1'é¢tude précédente:
a,-n(0, + )

1

£

1 -
EJ' =E_J}' _??I:Jx-l-gx:]_

1

E

-.::rx -n [.::r,r + JJ,)-

Ce qui nous donne:

1r - T
g=—|a-nla+ta|=—(1-2
=3l 7 ] E( )

1 p - T
g, =—|lo-nlo+a|==(1-2
<51 il ] E( )

1e - T
g =—|a-nla+a)|=—=(1-2
5l n )] E( 7

En sommant les termes selon le principe de superposition linéaire des forces:
3T
& + E}l +E; =E(1_2?}1)

Or:
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FAY
AN AN
Loy Ln Ly
Ey Lon Lyg Ly + &y Lyy Lyn Lon + &2y Ly Loy = |‘&Lx|£'yﬂ Loy + |£‘Ly|£'xn£xu + |£"Lx|-'f'xn£'yu
= e, + £, t £ = A

g+, +

A
=&, tE, tE =~ —
v
Finalement:
A JB{I - 2m
M £
ce que nous notons ¢galement:
5 = d:r3|(1— 270 _ o
£
ou encore:
E'In'
r=—
a

avec & étant par définition le "coefficient de compressibilité".
1.2.4. MODULE DE FLEXION
Pour I'étude du module de flexion considérons la situation ci-dessous:

(I113 €

Compression

)

Tension

La figure de gauche ci-dessus représente un matériau a I'état statique. La figure de droite représente le
méme matériau mais soumis a un moment de force couplé M.

Comme le matériau subit a sa surface a la fois une compression et a I'opposé une tension, il doit donc
exister une frontiere (une ligne ou un plan) ou aucune contrainte n'existe. Cette ligne ou ce plan (c'est
rare que nous ayons affaire a un matériau ayant uniquement deux dimensions...) est appelé "plan
neutre". Ce plan neutre va nous servir de référence pour définir la contrainte de flexion.

Maintenant que ce plan est défini, considérons les figures ci-dessous:
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Figure: 34.13 - Illustration du plan de flexion pour déterminer le module de flexion

Soir R le rayon de courbure de la barre (cylindre, plaque, parallélépipede, ...). La déformation sur le
segment ;, j est définie par la relation:

Ciip :
Iy

Les longueurs mn et ij sont définies par:
o=mm=mn = RAE (3453
et la longueur i, j, par:
i =R-yidd (3454)
ainsi l'expression de la déformation devient:

_(R-)d8-Rd& _
Rd8

Exp -2 (3455
R

ce qui indique que la déformation varie de fagon linéaire avec y.

Nous pouvons définir le module de flexion par:

a  -gR
BE=—=—— (3450
Exp ¥

Considérons I'état statique de la barre. La somme des contraintes de tractions et compressions sont
alors nulles. Effectivement, nous le voyons bien si nous considérons le schéma ci-dessous:
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Considérons 75 la force agissante sur un ¢lément de surface dS. Nous pouvons considérer I'équilibre
des forces a I'état statique tel que:

>F =J.::r.:£3= 0

En substituant I'expression de la contrainte obtenue précédemment:

E E
-2 s = -2 [yds = 0
R R

En supposant linéaire la caractéristique de contrainte en premiére approximation donc g = ;.

En simplifiant un tant soit peu:

Jde =0

Si nous multiplions l'intégrale par <r alors la relation doit étre égale au moment de force Af appliqué tel

que:

J.ﬂjfdﬂ' =M
En substituant par l'expression de la contrainte obtenue précédemment:
"5'.}’2 E g
M= [ayds=[-—dS = —— [»"dS
St I e

Ce qui nous amene a définir le terme:
I= 3[ Vi as

que les ingénieurs nomment le "moment d'inertie de la barre par rapport au plan neutral" ou encore
"moment d'inertie statique". Ce terme représente une mesure de la rigidité de la section transversale de
la barre d'un point de vue géométrique, sans considérations des propriétés matérielles.

Substituant cette relation dans I'équation de contrainte de flexion, nous obtenons le "module de
flexion":
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La difficulté pour I'ingénieur consiste souvent a localiser mathématiquement le plan neutral...

1.3. ONDES TRANSVERSALES DANS LES SOLIDES

Les ondes sonores transversales ou "ondes S" (ondes de cisaillement) ne se produisent que dans les
solides. Les couches successives du milieu se déplacent latéralement sans qu'il y ait de changement de
volume, de densité ou de pression:

Figure: 34.15 - Exemple d'onde de cisaillement

Le milieu se déforme de la méme maniere que vous pouvez déformer un livre ou une rame de papier
posé a plat en poussant le haut horizontalement. Ni le livre, ni la rame ne changent de volume.

L'obtention de I'équation d'onde pour des ondes transversales est presque la méme que pour une corde
(cf. chapitre de Mécanique Ondulatoire). Prenons trois minces couches planes contigués du milieu (voir
figure ci-dessous):
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Les centres des couches se situent en x,, %, . x, avec:
X, — Xy =xp— %, = HX

Le déplacement transversal des trois couches adjacentes est y,, 3, ¥, . Les angles de déformation

respectivement entre la couche b et la couche a, et, entre la couche c et la couche b sont au premier
ordre en approximation de Taylor ( ):

g =arctan Yo" Vo | Ve e
J’fb—xﬂ _Xb—xa

52 — arctan Fa ™ Fr = FYa T Vo
Ky T A Ay~ Ap
Si nous calculons les forces entre les couches pour un morceau de couche de surface S, nous obtenons:
A _ Y
hy dx
2 _qYe =
o fx
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ou G est le module de glissement du milieu. La résultante des forces est alors:

B -F = Sg[yﬂ —Ys _ Db —.:Va]
dx dx

La force de la tranche 7, sera égale a tout moment au produit de la masse du morceau de couche b,
d'épaisseur dx, surface S et densité £, multipliée par l'accélération de la couche:

{azy]
2
a ),

2 - —_—
Fy = may = oSdx a—é’ = Sﬁ(yﬂ Yo _ Vb ya]

Nous avons alors:

Ce qui donne:

X dx T elal

(y.c ~V» Db —.}*a]
[azyJ _ G\ dx dx G[azyJ
b =l

Ce que nous venons de déduire pour une valeur quelconque x; , est aussi vrai pour n'importe quelle
coordonnée:

By Gy

a o
et la vitesse de propagation des ondes transversales est donc:

Py Gay

& o

Le rapport &/ & a les unités du carré d'une vitesse:

A ke -
P_E_ e _mz-sz-ﬁsg_sz
oo

Il s'agit donc d'une équation d'onde de la forme (rappel) d'une équation de Poisson (plus
particuliérement il s'agit d'une équation de d'Alembert):

#y 18y
v Bt

avec:
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Les ondes transversales ne se propagent que dans les solides et de ce fait, nous ne pouvons pas les
entendre a moins de les transformer en ondes longitudinales par des moyens mécaniques ou électriques.
Les ondes transversales peuvent se transmettre le long d'une barre ou d'une tige quelconque ou méme
d'un fil métallique, et ceci sans besoin que ce dernier soit sous tension. Méme si le fil métallique est
sous tension, la vitesse des ondes de cisaillement ne dépend pas de la tension. C'est le module de
cisaillement élevé de l'acier qui donne aux guitares €lectriques ce bruit caractéristique.

Un autre cas remarquable d'ondes transversales (de cisaillement) est celui des ondes sismiques. On 'y
trouve des ondes sismiques de cisaillement et aussi des ondes longitudinales ou de pression. Les ondes

de cisaillement se propagent dans la crofite terrestre a 3'600 [m .5'_1:| et les ondes de pression a

&'000 [m st J Lors d'un séisme ou d'une explosion atomique, les deux types d'onde seront produits,

mais comme les ondes se propagent a des vitesses différentes, elles n'arriveront pas en méme temps a
des stations de détection lointaines. C'est a partir de cette différence des temps d'arrivée que I'on
détermine la distance a I'épicentre. La direction est obtenue a partir de la direction des oscillations.
Seules les stations suffisamment €loignées pour recevoir les deux types d'onde séparément peuvent
faire la détermination de I'épicentre.

Pour résumer, nous avons pour les ondes longitudinales dans un solide (

):
g*e  E &%
& o
et pour les ondes transversales:
¥y _G&y
a e

Pour les détails des développements mathématiques concernant les gaz et les solides, le lecteur devra se
rendre dans le chapitre de Musique Mathématique (Acoustique).

2. LIQUIDES

Les fluides usuels sont de deux types: les liquides et les gaz (les solides sont aussi parfois considérés
comme des fluides... ce n'est qu'une question d'opinion...). Etymologiquement, un fluide est susceptible
de s'écouler. Le liquide adopte la forme du récipient qui le contient tout en conservant un volume
propre a peu pres invariable. Le gaz n'a pas de volume propre: il envahit uniformément (mécanique
statistique de Boltzmann) le récipient dans lequel il est maintenu. Une atmosphére en constitue un cas
spécial, du fait qu'elle est maintenue par la gravité a la périphérie d'un astre, ce qui exclut I'uniformité
de la densité ou pression.

La distinction entre liquide et gaz est subtile. Nous pouvons cependant dire que le volume propre des
liquides manifeste I'existence d'une cohésion liée a une densité assez grande (liaisons de Van der
Waals); cette cohésion disparait avec le volume propre chez les gaz.
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2. RESISTANCE DES MATERIAUX (R.D.M.)

La résistance des matériaux (R.D.M. se dit "ResDem" pour les intimes...) est, comme tous les autres
chapitres de ce site, un domaine extrémement vaste dont le niveau de détail et la complexité des calculs
peut exploser. Nous allons dans les paragraphes qui suivent nous attarder sur I'essentiel que 1'ingénieur (en
entreprise) doit savoir. Les développements sont simplifiés a I'extréme pour des cas particuliers triviaux
(barres et poutres rectilignes). Dans la réalité, il faut utiliser le calcul tensoriel, les plans d'expérience ou la
modélisation informatique avec les MEF (méthodes des ¢é1éments finis).

Avant de commencer a étudier quelques cas concrets simples faisons quelques rappels des démonstrations
issues du chapitre de Mécanique des Milieux Continus:

Le solide considéré comme rigide n'existe pas, ce n'est qu'une approximation commode. L'expérience
montre en effet qu'un solide est toujours légerement déformable sous 'effet de forces extérieures.

Les relations entre déformations et tensions sont en général compliquées par suite de l'anisotropie des
réseaux cristallins. Cependant, les solides n'étant généralement pas des monocristaux mais des substances
polycristallines, constituées d'assemblages de microcristaux associ€s au hasard, ils peuvent étre considérés
comme isotropes.

Ensuite, il convient de considérer globalement les hypotheses suivantes relativement aux développements
qui vont suivre:

HI1. La matiere est homogene, c'est-a-dire pour rappel de méme constitution physique et de méme
structure dans tout le volume de la picce.

H2. La matiere est isotrope, c'est-a-dire pour rappel que ses propriétés mécaniques sont les mémes en tout
point du corps.

H3. La matiere est parfaitement ¢lastique, c'est-a-dire pour rappel qu'apres élimination des efforts
extérieurs, la piece reprend immédiatement ses dimensions primitives (au contraire de la limite plastique!).

H4. Les déformations (déplacements des points de la ligne caractéristiques) sont petites par rapport aux
dimensions des objets étudiés.

HS. Toute section droite (sections transversales) avant déformation reste droite apres déformation

(hypotheses de Navier-Bernoulli).
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H6. Les résultats obtenus en R.D.M. ne s'appliquent valablement qu'a une distance suffisamment ¢loignée
de la région d'application des efforts concentrés (Hypothése de Barré de Saint Venant).

H7. Dans le domaine ¢élastique, la matiere obé¢it a la loi de proportionnalité et dons les déformations sont
liées par la loi de Hooke démontrée dans le chapitre de Mécanique Des Milieux Continus. Cette loi
linéaire permet d'appliquer le principe de superposition des forces et des déformations a la résistance.

Nous avons vus dans le chapitre de Mécanique des Milieux Continus que la loi de Hooke stipule, lorsque
les déformations sont réversibles, qu'il y a proportionnalité entre tension et déformation (une des variantes
de formulation de la loi de Hooke):

F:k|ﬂ£|=%|&£|=E-S-E=E-S-E

ou:

£=J=E-E
S

ou E est le module de Young, £ la déformation normale et <r la contrainte normale. Indiquons que le
rapport:

BN

I

est souvent appelée "raideur de la barre" dans la littérature spécialisée et est souvent notée k.

Nous avons également démontré dans le chapitre de Mécanique des Milieux Continus que la contrainte
tangentielle était donnée par:

B
=  _y=(F
Sl

ou G est le module de cisaillement, ¥est I'angle de déformation et # le coefficient de Poisson, nombre
sans dimensions. Nous avons donc une relation entre le module d'élasticité et de rigidité valable dans le cas
des petites déformations.

Nous avons vu également dans le méme chapitre que pour un solide ou un liquide soumis a une
surpression isotrope uniforme nous avions:

AV 3(1-2n)
_— T
A B

=T g =x MNF

Le coefficient de compressibilité & est donc un nombre positif, par conséquent en utilisant la relation
précédente, nous avons:

r=0={-2m=0=2p <1

et vient alors un résultat connu:
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Donc le coefficient de Poisson ne peut pas étre plus grand que % et il peut €tre négatif (dans ce dernier cas
nous parlons alors de matériaux auxétiques).

Enfin, rappelons que nous avons vu dans le chapitre de Mécanique des Milieux Continus que la
contraction unitaire selon I'axe z était donnée lors d'une traction selon l'axe x par:

J.I
Ex = —j’?—: _??E_x

Soit autrement écrit (en se concentrant sur le plan XZ7):

AL, | AL, |
—_— _?."'1 —
Ly, Iy,
Soit:
8L |

n=- Eﬂx =[£‘x_£ﬂx);/£ﬂx
M [Lx_’fﬂx:l;’/‘[ﬂx
Ln,

Et c'est ce que montre la figure ci-dessous:

Nous avons également démontré dans le chapitre de Mécanique des Milieux Continus la relation suivante
lors de notre étude du module de flexion:

E.1 By oy
A A ¥

M=
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qui exprime le moment de flexion pour une poutre sous un effort M (moment de force), la travée
d'écrivant alors un arc de cercle de rayon de courbure R et ou / caractérise la "rigidit¢ de forme" du
matériau ayant une aire transversale donnée. C'est une relation tres importante dans de nombreux
domaines de la construction (navale, automobile, architecture, etc.).

Remarque: I est appelé le "moment d'inertie statique" ou "moment quadratique" comme nous l'avons
déja spécifi¢ dans le chapitre de mécanique des milieux continus.

2.1. MOMENTS QUADRATIQUES

Voyons les trois moments d'inerties statiques £, classiques du domaine de la RDM car souvent rencontrés

dans la pratique (construction).

Remarque: La théorie des moments d'inertie est pour rappel présentée dans le chapitre de Mécanique
Classique. Dans le chapitre sur les Formes Géométriques nous avions démontré en détails les moments
d'inerties des volumes les plus courants.

1. Moment d'inertie statique transversal de la plaque rectangulaire de c6té b et hauteur A4:

&

7
1

Le domaine occupé par la plaque est donné par:

L b

S={{xy)eR?|-b/22x<bi2~hi22y<h/2]

Nous avons alors:

Ry AJ2 hra 12 hra E:l LY E:'.SEE
L= [ yaxar=[ = Ibfﬁdfzgf =17
=Ry =ara =hid =hid —&i3

2. Moment d'inertie statique transversal d'un disque de diametre:

Ici le domaine d'intégration est:
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S={(x.y)eR*| < +y* =d*/ 4]

ou d est le diameétre du disque.

Nous avons toujours:
I = _[ ¥ dxdy
3

Pour calculer cette intégrale, nous utilisons les coordonnées polaires:

x=rcosé
y=rznd
Le jacobien de la transformation est égal a r ( ). Nous
obtenons:
d/22s d12 i

L= ! ! #*(sin 8)° d8dr = ;?r_! rdr =22

3. Moment d'inertie statique d'une couronne de diametre extérieur D et diameétre intérieur d:

Ici le domaine d'intégration est:

S={{xy)eR}|d* 142 +y" =D* 4]
ou D et d sont respectivement les diametres du grand et du petit disque.
Sinous notons .5 le domaine du grand disque et S, celui du petit disque alors:

a( Dt -t

I = .I-ygdxdy - .I-ygdxdy = o

& &
en utilisant le moment d'inertie statique du disque.

Pour résumer, nous avons donc:
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I, = _I-yz.:fs = ” yzdm!’y
i bl

fy = _[ xids= ” xz.:fx.:fy
g bl

et enfin il existe aussi le moment quadratique polaire de S par rapport a un point O:

I = .I-rz.:fs = ”(xz +y2:|c1'x.:fy= I +1i,
& &

Il est donc aisé dans des cas simples de connaitre le moment d'inertie polaire et celui-ci est tres utile dans
le cadre de I'étude de la torsion.

11 découle de ces outils que plus les éléments de la section sont situés loin de I'axe, plus le moment
quadratique sera important et plus (nous le démonterons dans ce qui suit) les fleches seront faibles.

2.2. EQUATION DE LA LIGNE ELASTIQUE

Pour cet exemple de cas d'école mais tres utilisé dans la pratique nous allons d'abord devoir obtenir
mathématiquement la forme géométrique que prend la fibre neutre d'une poutre soumise a des efforts de
flexion.

Remarque: Si toutes les réactions d'un systeme sollicité se trouvent a partir des €équations d'équilibre
statique, le probléme est dit "statiquement déterminé" ou "isostatique". Lorsque les équations de la
statique ne permettent pas de trouver l'€quilibre d'un systéme, le systéme est dit "hyperstatique" ou
"statiquement indéterminé". Nous disons aussi que tant qu'il y a une "liberté de mouvement" malgré n
points de liaison, nous sommes en isostatique.

En faisant I'hypothese que les déformations sont faibles et que le poids de la poutre est faible devant la
force qui plie la poutre, nous pouvons faire le schéma suivant:

=z
&~

Tangente en A

Elément d7 de la fibre neutre

s / > ¥
==& 4/

——

T—

~ . & Fibre neutre
*

Par définition de la dérivée et en vertu de I'hypothéese des faibles déformations (cela fonctionne donc
quand méme bien jusqu'a 45°...):

dz
—=fah =&
dy
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Soit en dérivant encore une fois:

d’z da
c:{y2 dy
D'autre part, la figure montre que ( ):
dl = Rda= = 2%
R 4L

Mais du fait que la courbe de la fibre neutre s'écarte peu de I'axe y (déformations faibles), nous pouvons
écrire:

dyv = ol
Donc:

1

R dv

qui est donc I'équation différentielle donnant =z = #{y), appelée "équation de la ligne élastique".

Une autre approche courante mais moins intuitive pour obtenir la méme relation est de partir de:

w2t

et de rappeler que le rayon de courbure R est donné par ( ):

7 372
1+(d—yJ 3 3
1 ax [ 143" |

- E dz_},? lyll|
dx

Soit en adaptant I'écriture a notre contexte:

E. E.

B o 32
R (1422

'l

[Vincent ISOZ] | http://www.sciences.ch] | Page:




et en négligeant la dérivée premicre pour les faibles déformations nous retrouvons bien:

2
M=l B EE-E|Z"|=E-£C£—2
7 o 372 &
[1+z°|
2"

= Exemples:

E1. Poutre encastrée que d'un seul coté dite "poutre en porte a faux" (cas classique dans la construction et
les habitations) avec charge concentrée (ponctuelle) a I'extrémité:

Dans la section S quelconque, le moment de force (de flexion) vaut donc:

MO)=F (-p=2t 2 &=y 1

R BT F
D'autre part:
d’z 1
c:{}r2 R
En éliminant R entre ces deux relations, il reste:
d%z F
== -
dy BT

La figure montre que les conditions aux limites sont:

z=10
y=0= ci'z_D
ciy_

Nous tirons apres intégration:

[Vincent ISOZ] | http://www.sciences.ch] | Page:



Soit:

F.L P F I B
z:fz—-—— —_— =
i 2 2.E1 3 3.E.]

Soit la déformation verticale maximale de I'extrémité pour une poutre encastrée que d'un coté est
finalement:

Toutes les données de cette relation nous sont connues (force, longueur, module de Young, inertie statique)
et il est alors possible de déterminer si la barre va casser ou non car il suffit d'appliquer la relation
démontrée plus haut:

¥ { {
Et donc grace a la relation:
i

et sachant expérimentalement a partir de quelle valeur expérimentale de ¢r le matériau casse on saura
quand la barre cassera (du moins approximativement!) en connaissant la fleche £, le moment fléchissant M
et le moment quadratique /.

Nous avons donc un résultat qui va nous étre utile par la suite:

1 4
gf = F ——ved
i E_f.:v‘ fy

et en intégrant de 0 a L nous retrouvons la fleche de notre poutre précédente!

E2. La poutre soutenue (appelée aussi "poutre a 2 appuis simples" ou "poutre isostatique") est I'exemple le
plus classique en construction et donc en architecture (et ceux qui ont joué¢ pendant I'enfance a mettre des
lattes de bois pour passer par dessus une petite riviere). Il s'agit d'une poutre homogene, de section
constante, reposant sur deux appuis libres a ses extrémités et soumis a une charge F en son centre:
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Nous pouvons donc considérer que tout se passe comme si nous avions F/2 aux deux extrémités de deux
poutres de longueur L/2 (ainsi la somme vaut bien F, c'est-a-dire le moment fléchissant). Remarquons que
nous négligeons le poids de la poutre devant F, mais F peut €tre tout simplement le poids de la poutre! En
utilisant la derniére relation de l'exemple précédent, nous avons:

Fo1
df == g
4 3 f.:w fys
Soit:
s F 1 Ej F.L
_25 : Tag E 7

Soit la déformation verticale maximale d'une poutre posé des deux cotés est finalement (en changeant un
peu la notation):

F.P

T

Ainsi, pour une méme longueur de poutre, a F' identique la fleche est donc 16 fois moindre que pour une
poutre encastrée! Il était intuitif qu'elle soit moins €élevée pour une force identique mais difficile de deviner
qu'elle le serait d'un facteur 16!

C'est cette relation qui est aussi utilisée pour les poutres IPN (fameuses en construction!).

E3. Poutre encastrée que d'un seul coté dite "poutre en porte a faux" (cas classique dans la construction et
les habitations) avec charge linéique constante w:
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Figure: 70.15 - Poutre encastrée d'un seul coté avec force linéique constante

Le développement est simple mais certaines simplifications sont astucieuses afin d'obtenir un résultat
¢légant.

Nous partons toujours de I'€quation de la ligne élastique en adoptant les écritures a la configuration
choisie:

2
ai'_y = E (70.80)
dx  E
Soit explicitement:
2
. P \ - X fe

dly | Fdx V1) gdx | dx | wxdx YSEE q0sn)
dx BI i EI i

Comme le moment de force M est nul en x = 0, nous avons la constante qui est nulle. Dés lors:

xE
W_
dzy 2 (70.82)
dxt Bl
En intégrant encore une fois, il vient:
2 3
W | g P L (7083
dr  EIY 2 El 6

Comme pour x = L par hypothese la déformation est nulle, nous avons la constante qui est alors donnée
par:

[Vincent ISOZ] | http://www.sciences.ch] | Page:



Soit:

I_WX3 WLE_WJE.E x31
YT @6 6El 6EI|\L

En intégrant encore une dernicre fois:
W 3 w [« 3 f2
y=—||X3—L |dx=——| —— L x|+¢
651 - 6 Ef

Et comme en x = L nous avons y qui est aussi nul, il vient pour la constante:

4 4
bR 4 B

Soit:

4
RN A T 0
6EI 4 B8RS

et comme la fléche est de toute facon en x = 0, nous avons alors:

3 wid

f_BEI

2.2.1. EQUATION DES POUTRES (EULER-BERNOULLI)

Considérons maintenant le cas d'une poutre encastrée des deux cotés (cas encore plus courant que les
deux exemples précédents!). L'analyse va €tre un peu plus difficile et il va nous falloir introduire plusieurs
concepts.

Une poutre en pratique doit résister aux efforts suivants:

- Tension ou compression:
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g — 9 &a
- Cisaillement (effort tranchant):
T
4
T
- Flexion (effort fléchissant):
M it

Si une poutre est en équilibre, alors les efforts internes doivent satisfaire en tout point:

S E —SF _0

2 Frerizontaes i FTem:’me‘mpression 0

= — 5 - o
— Foarticales - 2 FC’:‘m‘Iimem =0 (70.90)
= Af =S -0

—~ M T Mﬂen’m =0

Considérons maintenant une poutre encastrée a ses deux extrémités (poutre bi-encastrée) et prenons en un
tranche de longueur infinitésimale dy telle que localement sa courbure soit nulle. La poutre sera supposée
soumise & une force (poids) uniforme sur toute sa longueur (force qui peut aussi étre assimilée a son
propre poids comme nous l'avons déja précisé plus haut). Il est alors d'usage de noter 4 la force par unité

de longueur (poids total divisé par la longueur) qui est bien évidemment une charge linéique:

[Vincent ISOZ] | http://www.sciences.ch] | Page:



Y
L 4

Si la poutre est a 1'équilibre une fois déformée (faiblement ou beaucoup déformée cela importe peu!) alors
les sommes des forces de tension, compression, cisaillement et flexion doivent étre nulles en chaque point
comme nous l'avons déja dit! Cela ne veut cependant pas dire qu'en chaque point de la ligne €lastique les
valeurs de chacun des forces est €gale! Bien au contraire. Il y a bien évidemment des différences (sinon
quoi il n'y aurait pas déformation).

Faisons alors d'abord la somme des forces locales de tension et de compression (horizontales) de I'élément
de longueur dy. Nous avons alors schématiquement:

bbby

_ dy
Ty < g & (y +dy)
-

Soit algébriquement (le variationnel pouvant étre négatif ou positif peu importe!):
Eﬁﬁmizm.:ﬂes =F(y+ad - ) =F+dT- F=dT=10

Si maintenant nous nous occupons des forces verticales a la source du cisaillement. Nous avons alors
schématiquement:
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&y +dy)
>

Soit algébriquement (le variationnel pouvant étre négatif ou positif peu importe!):
Y Raticates =T +d)~ T () = T+dT~T—Wdy=d T —vidy =0

Et finalement pour les moments de flexion la somme est aussi forcément nulle a I'équilibre. Cependant
contrairement aux deux sommes algébriques précédentes ou nous pouvions utiliser seulement le
différentiel, nous devons pour les moments de flexion choisir un point R de référence puisque pour

rappel... le moment de force est par définition le produit d'une force par une distance. Nous choisirons
donc naturellement le centre de gravité:

Ty +dby)

¥ « i > Ny +d
() ‘ If|i|.>f+ )

La charge linéaire uniforme 4 sur la longueur dy génére une de force a mi-distance de:

- - 1 1
By =(80)dy |- dy = Emmdyz

mais comme elle est confondue aux chois de notre repere, alors son moment de force est nul!

Nous avons alors algébriquement:
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Eﬂ?:ﬂ?lyl+ﬂ?l—yl+f@)d%+fl—yld%
=M+ad- i +.f+.:£*‘.r‘u%y+ Z %=dﬂ+f%+df%+‘%
=i(y)  =Ml-p) T Fn =t(-J)
- - -
= M + T dy +dT%= 0
et si nous négligeons les différentiels d'ordre deux:
dM + Tdy = 1)
Nous avons donc au final:
49 _5
d&=10 24
AT —vidy =0 p < j—T=ﬁ
AN+ Tdy =1 7
dM
| dy

Pour déterminer le moment de fléchissement a partir de la charge linéaire (ce qui intéresse en priorité le
praticien), nous dérivons deux fois la troisieme relation et faisons une substitution:

d { did d_
—| —|==—T=—w
dy\, dy dy

Soit:

ol A
7 -7
dy

Le probléme avec cette dernicre relation est la connaissance des moments. Il faudrait nous débarrasser
absolument de ce terme. Ce que nous connaissons facilement c'est la fonction de déformation et nous
avons démontré plus haut que:

I1 vient alors immédiatement en substituant la relation précédente dans l'antéprécédente:

cf4
BIZZ = —wiy)
dy
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Il s'agit de la relation la plus important de la théorie des poutres car elle permet en connaissance la charge
linéaire de déterminer la fonction de déformation ou inversement! Elle est tellement important qu'on
l'appelle "équation des poutres" ou encore en honneur a ceux qui l'ont déterminé: "équation d'Euler-
Bernoulli".

Comme il s'agit d'une équation différentielle d'ordre 4 qui va générer quatre constantes a chaque
intégration, il nous faudra alors 4 conditions initiales pour la résoudre complétement.

= Exemple:

Nous souhaiterions calculer la déformation d'une poutre fixée des deux cotés et chargée uniformément
connaissant sa longueur L, son module d'¢lasticité £, son moment d'inertie /. Nous partons alors (nous
changeons les notations pour montrer que selon les ouvrages les axes pris peuvent étre notés
différemment):

2127 - )

e

=

avec les conditions initiales:
y(x=0)=0, y(x=L)=0, ji[x=a)=o, j—y[x=£.:l=0

Et intégrant a répétition, nous avons:

.:f3y=~wx+ cizy=-wx2

dx’ E

3 2
+Cx + O d_y=~wx +C'1x

=
dx®  2E] dx  GEI 2

+ 0+ O

—wxt O Oy
+ +

YN " Zam e

+Cx+

Des deux conditions initiales:

Il en découle que:
6’3 = C-’-l =1

Avec les deux autres conditions restantes, nous obtenons le systéme suivant qui doit nous permettre de
déterminer les deux constantes restantes:

~wit ol o,
+ + =
24E 6 2
-wll L
+
6B 2
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Apres il s'agit simplement de résoudre un simple systéme linéaire ( ):
(it ol Gl _ ) |24 L i
JaEL 6 2 I _ ) E tAGL+12C, =0 i Q=5gr
3 2 _ 2 LE
oL LG -0 [ 2L 60 L +120,= 0 = —
687 2 L 1287

Donc une poutre bi-encastrée idéale soumise a une charge uniforme et décrite par:

2 2

(x-2Lx+ 1) = ;"x (x- LY’

-wxt wixr wilx®  -wx
()=
2487 12FEF 24FF 245

Pour déterminer la fléche, il nous faut donc chercher le point x ou cette relation a un optimum. Nous
avons alors:

£ =[xf* [x—gﬂ;zx.[x—gf w2 (k- L) =2x(x-L)(x—L+x)=2x(x - L) (2x~ L) =0

Il s'ensuite que la fléche a un maximum en x = L/2.En injectant cela dans y(x) nous obtenons la fameuse
relation souventé donnée dans la littérature mais rarement démontrée:

w Lt owi

7= D4E] 16 384EI

Il s'ensuit que la fleche d'une poutre est proportionnelle a la puissance quatrieme de la longueur de la
poutre! Une si forte dépendance impose des limitations significatives dans les constructions civiles basées
sur des poutres.

Remarque: La charge linéique constante, soit sur la longueur totale de la poutre, soit par trongons
successifs, est une sollicitation fréquente dans les pieces a axe horizontal. Elle peut provenir du poids
propre de la piece a section constante ou d'une charge provoquée par une poussée extérieure (gravité
par exemple).

2.2.2. ENERGIE POTENTIELLE ELASTIQUE

Aprées un survol rapide des diverses déformations ¢élastiques des pieces sollicitées par les efforts
fondamentaux, nous allons établir ici I'expression générale de 1'énergie élastique accumulée dans une barre
de forme quelconque sollicité par des efforts extérieurs.

Rappelons pour cette étude que nous pouvons écrire la loi de Hooke (
) sous la forme suivante:

|&L|:H:
PO

7 | o
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et I'énergie potentielle élastique d'un ressort démontrée dans le chapitre de Mécanique Classique est
donnée par:

1, 2
EEL::.sﬂque = E’b‘-

ou en déplacement relatif:

1, .. 2
EEI.:zsﬁque = E kb

Dans le domaine de traction (ou compression) longitudinale des barres, il est d'usage de considérer la barre
comme un ressort (...) et alors d'utiliser la constante de raideur de la loi de Hook... en espérant que cela
colle a l'expérience:

1 2 1ES 2 B85 2
EEIcz.sﬁ'cgue = kb = ——hx" = —— AL

2 2 I 274

ou conformément a l'usage, nous notons le déplacement longitudinal L au lieu de x. En injectant la loi de
Hook (oul... ¢a tourne un peu en rond...):

o _E-S(F-Eﬂf Rl
Elasfique Ef_'ﬂ R, 5 R S

11 suffit alors de diviser par la longueur de la barre pour avoir I'énergie linéique élastique:

FE
EEI.::.S!:’.:gue,I indigque = m

L'énergie volumique, notée traditionnellement comme en thermodynamique par une minuscule, est alors:

T2 ESV 2E85S5IL 285

72, Fr 72 (E]Ei_i
s) 28 2R

2.3. TORSION

Rappelons au lecteur d'abord une étude faite dans le chapitre de Mécanique Classique sur le pendule de
torsion oul certains éléments avaient volontairement tus. Etudions cela plus en détails car trés utile pour les
arbres de transmission ou les ressorts dans la vie de tous les jours.

Considérons maintenant un fil cylindrique fixé en sa base et soumis a un moment de torsion jg# . Sous
l'effet de ce moment de torsion, la face supérieure du fil est décalée d'un angle & par rapport a la face
inférieure, la matiére subissant une tension de torsion (ou cisaillement T):
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Figure: 70.16 - Fil sous torsion

Imaginons a l'intérieur du fil un tube élémentaire de rayon r, d'épaisseur dr, et observons l'effet de la
torsion sur ce tube déroulé (cela nous permettra une approche approximative du phénomene intéressé):

rg
o iy
.:x‘r7‘/ | / e, dF
o [ ;-l,i-‘-
/Hr s I £
’ £y
r; i
z i Jfff
}f jr F,'
:V}; A 4
e e W
fj >
28
k] '

Figure: 70.17 - Extraction un élément du fil sous torsion

Cherchons une relation entre le moment de torsion j# et l'angle de torsion &.

Pour le tube déroulé, appliquons les relations du cisaillement:
oy =T=% = dF = pFdSY  (70.118)

or la figure montre que (les déformations étant faibles) au premier ordre en série de Taylor (cf. chapitre sur
les Suites et Séries):

[r‘-.&?] r-8
¥ = arctan T = (70.119)

d'ou:
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Le moment ¢lémentaire di a cette force est par définition du moment de force:
dM =FxdF
Soit puisque # et F sont perpendiculaires:

8.

dM = reds
Le moment total vaut alors:
y=FR y=R
&G a.G
M= |am=2Z | rPas="21,
=0 L y=0 L
donc:
O O
M:( ”Ja_—(— - ”Ja:—ka

Nous retrouvons donc la relation du pendule de torsion que nous avions posé lors de notre étude du
pendule de torsion dans le chapitre de Mécanique Classique avec comme différence que cette fois la
constante k, la "constante de torsion" est explicite!!!!

Le numérateur de la constante k est appelé dans le domaine dans la résistance des matériaux "rigidité
torsionnelle" et la constante k& elle-méme est souvent appelée "raideur de l'arbre" au lieu de "constante de
torsion". Dans la pratique on cherche surtout a trouver la valeur numérique de l'expression suivante:

g ML
G-I

puisque cela donnera l'amplitude angulaire de la torsion.

Voyons donc une application trés importante au ressort de compression de type hélicoidal (l'approche est
approximative a nouveau a défaut de mieux...) travaillant en torsion.

D'abord il faut bien se rendre compte que lorsqu'une force est appliquée au ressort, les extrémités vont
tourner d'un angle & alpha faible (torsion) correspondant au parcours d'une distance x qui elle-méme
correspond au rétrécissement du ressort (ben oui! il faut bien que cette longueur soit reprise quelque part).

Soit alors un ressort de rayon extérieur R (soit de diametre D), de module de cisaillement G, avec un
diameétre de corps d (diamétre du cylindre plié dont est composé le ressort):
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Pour I'analyse nous aurons besoin simplement de mélanger plusieurs de relations démontrées jusqu'a
maintenant. En premier lieu l'angle de torsion d'une poutre de longueur L (longueur du ressort en
l'occurrence!):

g ML
G-I
Avec:
et:
L=n.w D
Par ailleurs, le moment de torsion s'écrit:
o

M=F R=F —
2

Nous arrivons donc a:

Remarque: Le rapport Jf / &, au mé€me titre que pour l'arbre, est appelé la "raideur du ressort".
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Le déplacement (déformation) x vaut lui ( ):

x:R-H:EH
2

Nous arrivons finalement a:

D16.F.n. 0% 8.F.n.0°
= — 7 = T
2 3-d 3. d

ce qui nous amene a la relation mondialement connue dans le monde dans la R.D.M. en ce qui concerne
les ressorts:

7 d*
F= = x=k-x
8.xn- 0

ou k est la constante de "raideur du ressort"!! Si maintenant, nous utilisons I'expression de I'énergie
potentielle élastique d'un ressort démontrée dans le chapitre de Mécanique Classique:

1, 2
EEL:lsﬂque = E’h—

nous pouvons alors déterminer 1'énergie qu'un ressort spiral peut absorber.

2.4. FLAMBAGE

Nous terminons cette étude de la R.D.M. avec le flambage (cas d'étude classique en construction et
mécanique) qui consiste a déterminer (dans un cas particulier simple) la force minimale &, a partir de

laquelle une barre de longueur L, de module de Young E fixée a ses deux extrémités peut plier (avec un
rayon R) jusqu'a casser sans qu'il y ait besoin de trop augmenter la force #; (il s'agit donc a nouveau d'une

valeur d'indication!).

Dans I'étude de ce phénomene, nous considérons que des que la barre commence a plier nous avons alors
F, (et nous ne sommes alors plus tres loin de la force permettant de la casser).

[Vincent ISOZ] | http://www.sciences.ch] | Page:



v |
77777777777 77777777

Lorsque la barre commence a plier nous avons alors une force &, qui s'applique & chaque élément de

volume de la barre mais comme ceux-ci ne sont pas distribués de la méme maniere selon l'axe z, ils ne
créent pas le méme moment de force!

A I'équilibre de la force de flambement, la barre soumet un moment de rappel. Nous avons alors:
Mizi=—2z-F

En exprimant le moment de flexion M au moyen de la relation:

Mz_E-I
B
Il vient:
z-FD+—E'f =10
iy

En utilisant I'équation de la ligne élastique et en substituant, nous obtenons:

dz
2 R+E 152 =0
dy

soit:

d%z B, 4%z
+ =
dyz E . j’ dyz

qui est I'équation différentielle de flambage permettant de calculer la force de flambage avec les
conditions initiales:
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y=0=z=10
y=L=z=10
Indiquons que la relation:
dz

z B +E- 15220
0 dyg

est trés souvent écrite sous la forme suivante dans la littérature:

d'z _ zR M

A El  EI

La résolution de I'¢quation différentielle du second ordre:

diz Ry d%z
+ z=

est relativement aisée ( ) puisque I'équation caractéristique
est:

Nous avons alors la solution homogene:
!'\(E —g'\{’iTx
zp = Ae BT | g, VEI
= Acos [W’E_Pfy] + Aisin [, fg—%y] + Bcos [ ll—EF'fy] — Bisin [ ’—E F'fy]

La condition y = 0=z = (1 impose:

z,=A+B=0=B=-4

: ||F,:,
=24 —_—
z zsm[ E-f‘y]

La deuxiéme condition y =0 =z = L impose:

[ 7
z=2disn| -2 L |=0
E.]
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Donc il vient immédiatement que:
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|| £
_DL = kﬂ'
Foa

avec & =1 (car k valant zéro n'est pas une solution physique possible et k entier supérieur a 1 signifierait
que la barre plie sur plusieurs périodes ce qui n'est pas le cas puisqu'elle le fait seulement sur une
demi-période comme le montrait la figure plus haut). Soit:

:ﬂQ-E-f

o
1] L2

Cette relation est parfois appelée "formule d'Euler" (a ne pas confondre avec la formule du méme nom en
théorie des graphes) et la charge limite la "charge ou force critique d'Euler" pour une poutre parfaitement
encastrée aux extrémités. L'ensemble de I'¢tude étant le "flambage d'Euler".

2.5. TRACTION

Considérons maintenant le cas d'une barre suspendue seulement a son propre poids. La surface de sa
section circulaire est S et /4 la hauteur totale de cette barre. Le module de Young du matériau est noté £
( ) et £ sa masse volumique.

Il est facile de constater qu'une section situ¢e a une altitude z supporte le poids du morceau de barre situé
sous elle:

Fiz)= ,{}gﬂ'[}z - z)
La contrainte n'est alors pas constante dans la barre:

F(z)

al(z) = =poglh-z)

et la déformation non plus:

£(z) = ‘jg":' = p_; (h-z)

z étant l'abscisse sur la barre, la déformation inhomogene est liée au déplacement par la relation:

efa (z)

£lz) =
Apres intégration, nous obtenons la forme générale du déplacement:

2
du (2) = £(z)dz =%(ﬁg—z)a&z —u(z) =“G—Eg[;zz—%]+c”

ou la constante est a déterminer en utilisant les éventuelles conditions de liaison aux extrémités de la
barre. Si l'extrémité supérieure est encastrée, le déplacement y est donc nul:

uiz=0M=0=c"=10
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Le déplacement en tout point de la barre s'exprime donc:

2
uiz) = E[&z—Z—J (70.158)
B 2

L'allongement de la barre est I'écart en déplacement entre les deux extrémités de la barre:
Mh=wulh) —u(0) (70.159)

Nous avons alors trivialement:

2 2
M= ,G_g[;gg —%J = %g% (70.160)
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