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Figure 5.1

— ds2 < 0 : intervalle de genre espace. La partie spatiale domine la partie temporelle.
On considère deux même événements. S’il existe un référentiel où les événements sont
simultanés, alors s212 = −l′212 < 0 et l’intervalle est du genre espace. Réciproquement,
par transformation de Lorentz-Poincaré, on a : c

2

V
= x2−x1

t2−t1 > c. Les deux événements ne
peuvent pas être connectés par un signal causal de vitesse < c. Lorsqu’un intervalle entre
deux événements est de genre espace, il existe un référentiel dans lequel les événements
cöıncident dans le temps.

On représente ces différentes situations dans la figure ci-dessous. Les événements liés par une
relation de causalité sont situés à l’intérieur du cône de lumière.

5.4 Représentations graphiques : diagramme de Lorentz-

Brehme

Nous allons décrire une façon de représenter les événements selon deux référentiels (R)
et (R′). On ne garde qu’un axe temporel et un axe spatial. On commence par tracer une
horizontale et une verticale (fig.5.2) qui seront les lignes de référence. On place ensuite les
axes temporels symétriquement par rapport à la ligne verticale. Les deux axes sont sépararés
d’un angle α (fig.5.3). Enfin, on trace les axes Ox et Ox′, de telle sorte que l’axe Ox soit
perpendiculaire à l’axe Ot′ et l’axe Ox′ est perpendiculaire à l’axe Ot (cf. fig. 5.4). Enfin,
les lignes de lumière correspondent aux bissectrices des axes, qui sont communes aux deux
référentiels et perpendiculaires entre elles. Pour comprendre le sens de l’angle α, écrivons la
transformation de Lorentz-Poincaré entre les deux référentiels (R) et (R′).

x′ = γ(x− βct), ct′ = γ(ct− βx)
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Figure 5.2

Figure 5.3

relations que l’on peut réécrire sous la forme :

x =
1

γ
x′ + βct, ct′ = γct− γβ(

1

γ
x′ + βct),

c’est-à-dire

x =
1

γ
x′ + βct, ct′ = γ(1− β2)ct− βx′ =

1

γ
ct− βx′.

Remarquons que β2 + 1/γ2 = 1. Posons alors : β = sinα. Les relations s’écrivent alors :(
x
ct′

)
=

(
cosα sinα
− sinα cosα

)(
x′

ct

)
ce qui peut également s’écrire : x+ ict′ = e−iα(x′ + ict). On passe du système d’axe (x′, ct) au
système d’axe (x, ct′) par une rotation d’angle α et sinα = V

c
. Par conséquent, le diagramme est
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Figure 5.4

construit de telle sorte que : x2 + c2t′2 = x′2 + c2t2 et par conséquent, on a bien la conservation
de l’intervalle s2 = c2t2 − x2 = c2t′2 − x′2 entre les deux référentiels (R) et (R′).
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Chapitre 6

Travaux Dirigés : Espace-Temps

6.1 Désintégration des muons

Interpréter l’expérience de désintégration des muons à l’aide des diagrammes de Lorentz.
Le référentiel (R′) est le référentiel du laboratoire et le référentiel (R) est le référentiel propre
du muon. Le muon est émis en altitude à un instant t′1 et un point x′1, c’est l’événement E1. Le
muon se désintègre au niveau du sol à un instant t′2, c’est l’événement E2. (voir fig. 6.1). Dans
(R), l’intervalle d’espace-temps est c2∆t2 puisque le muon est immobile. Dans (R′) l’intervalle
d’espace-temps est c2∆t′2 − ∆x′2 = c2∆t2. On voit sur le diagramme que : cosα = c∆t

c∆t′
, soit

∆t′ = γ∆t, on retrouve bien le résultat obtenu par le calcul : la durée mesurée dans (R′)
est supérieure à la durée mesurée dans (R). L’épaisseur de l’atmosphère mesurée dans (R)
correspond à la distance spatiale entre la ligne d’un point du sol et l’événement E1 mesurés au
même instant. C’est la distance ∆x. On voit sur la figure que cosα = ∆x/∆x′ et par suite
∆x = γ−1∆x′ : on retrouve le phénomène de contraction des longueurs.

6.2 Paradoxe des jumeaux

On considère deux horloges A et B en mouvement l’une par rapport à l’autre. Pour l’obser-
vateur accompagnant A, l’horloge B retarde et réciproquement. Si A fait demi-tour et repasse
devant B, que constate-t-on ? (les horloges ne peuvent retarder toutes les deux l’une par rapport
à l’autre ! C’est le ”paradoxe”). On appelle (R) le référentiel où B est au repos. On considère
alors la séquence d’événements suivants :

— (E1) : départ de A au repos dans (R) et passage instantané dans un référentiel (R′)

animé d’une vitesse
−→
V par rapport à (R),

— (E2) : arrêt de A et passage instantané dans un référentiel (R′′) animé d’une vitesse

−
−→
V par rapport à (R),

— (E3) : retour de A au point de départ.
Pour analyser ces événements, on utilise les diagrammes de Lorentz. Dans le premier diagramme
ci-dessous, A est fixe dans (R′) entre E1 et E2. La durée propre du trajet (i.e. mesurée dans
(R′)) est ∆τ et la durée impropre (i.e. mesurée dans (R)) est ∆t. Le diagramme montre que :

35
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Figure 6.1

c∆τ = c∆t cos(α). Le trajet retour est décrit dans le diagramme ci-dessous : La durée du trajet
est la même (distance et vitesse identiques). La durée entre E2 et E3 mesurée dans (R) par
l’horloge B est ∆t la durée mesurée par A dans (R′′) est ∆τ . La durée totale du trajet mesurée
par A est donc : TA = 2∆τ et la durée totale mesurée par B est TB = 2∆t. On a donc la
relation :

TB = γTA.

L’horloge A retarde sur l’horloge B. Le jumeau qui a voyagé revient plus jeune que celui qui est
resté dans R. La différence est due aux accélérations subies par A lorsqu’il change de référentiels.
Cet effet a été mesuré expérimentalement lors de l’expérience d’Hafele et Keating au cours de
laquelle des horloges atomiques ont été embarquées dans des avions.

6.3 Paradoxe du train dans le tunnel

Un train de longueur propre L se dirige à la vitesse
−→
V vers un tunnel de longueur propre L.

Le tunnel est pourvu d’une porte d’entrée E et d’une porte de sortie S pouvant être fermées
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Figure 6.2

Figure 6.3

par un opérateur au repos dans le référentiel propre du tunnel. Du point de vue de l’opérateur,
le train a une longueur L/γ et pourra donc tenir en entier dans le tunnel. Pour le conducteur
du train, en revanche, c’est le tunnel qui a une longueur inférieure à L. L’opérateur ferme les
deux portes E et S lorsque l’extrémité du train arrive à la sortie du tunnel. Le train pourra-t-il
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tenir intégralement dans le tunnel ? On va analyser la situation à l’aide d’un diagramme de
Lorentz. On a les différents événemts

— E1 : le train entre dans le tunnel.
— E2 : l’avant du train sort du tunnel.
— E3 : L’arrière du train entre dans le tunnel.
— E4 : L’arrière du train sort du tunnel.
— E5 : Position de l’arrière du train au moment de la fermeture des portes dans (R).
— E6 : position de l’arrière du train au moment de la fermeture de (S), observée dans dans

(R′).
On voit sur le diagramme qu’à l’instant t1 dans (R) le train est entièrement contenu dans le
tunnel : les portes se ferment. En revanche, dans (R′) la porte (S) se ferme avant la porte (E).

Figure 6.4






