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Résumé
Je présente une méthode analytique originale qui complète celle déjà proposée sur le forum permettant de calculer l'aire moyenne de l'ombre projetée par un objet tridimensionnel de forme quelconque, sous un éclairage directionnel caractérisé par deux angles : l'angle d'élévation solaire α et l'angle d'inclinaison de surface φ. La formule centrale opère par discrétisation du profil de l'objet en N segments, puis intègre leur contribution sur toute la hauteur z ∈ [0, zmax]. Pour les objets complexes, une décomposition additive en sous-objets non chevauchants est proposée. Enfin, je pose comme défi ouvert la détermination d'un facteur correctif K reliant l'aire calculée à l'aire réelle mesurée, ce qui constituerait une alternative analytique au ray tracing.

1. Introduction
Le calcul de l'ombre projetée par un objet 3D est un problème fondamental en physique de la lumière, en simulation solaire, en architecture et en infographie. Les méthodes actuelles les plus précises reposent sur le ray tracing — un lancer de rayons lumineux massivement parallèle qui, bien que fidèle, est coûteux en ressources computationnelles.
Je propose ici une approche analytique alternative, basée sur une intégrale de projection paramétrée par les angles géométriques de la source lumineuse et de la surface de l'objet. Cette méthode fournit une aire d'ombre moyenne, c'est-à-dire une estimation intégrée sur la hauteur z de l'objet, depuis z = 0 (sol) jusqu'à zmax, la hauteur maximale de l'objet.

2. Définition des variables
Les notations suivantes sont utilisées dans toute la suite :
	Variable
	Signification

	z
	Coordonnée verticale (hauteur), z ∈ [0, zmax]

	zmax
	Hauteur maximale de l'objet (sommet le plus haut)

	f(x)
	Profil de l'objet : hauteur de la surface au point horizontal x

	x(k)
	k-ième point de discrétisation horizontale du profil, k = 0 à N

	N
	Nombre de segments de discrétisation (N+1 points)

	α
	Angle d'élévation de la source lumineuse (angle solaire)

	φ
	Angle d'inclinaison locale de la surface de l'objet

	A(ombre)
	Aire d'ombre moyenne projetée au sol

	V(ombre)
	Volume d'ombre engendré par l'objet

	K
	Facteur correctif entre aire calculée et aire réelle



3. Formulation mathématique
3.1 Aire d'ombre moyenne — formule principale
Soit un objet décrit par un profil discret de N+1 points de coordonnées (x(k), f(x(k))) pour k = 0, 1, ..., N, où f(x) est la hauteur de la surface de l'objet au point horizontal x, et zmax est la hauteur maximale de l'objet. L'aire d'ombre moyenne est définie par :
A(ombre) = (1 / zmax) · Σ_{k=0}^{N-1} ∫₀^{zmax} (x(k+1) − x(k))
· [ z/tan(α) − ½ · (f(x(k+1))·(1+tan(φ)) + f(x(k))·(1+tan(φ))) ] dz
Le facteur 1/zmax assure la normalisation sur la hauteur totale, donnant une moyenne sur z. En retirant ce facteur, on obtient le volume d'ombre :
V(ombre) = Σ_{k=0}^{N-1} ∫₀^{zmax} (x(k+1) − x(k)) · [ z/tan(α) − ½·(f(x(k+1)) + f(x(k)))·(1+tan(φ)) ] dz

3.2 Interprétation physique terme par terme
Chaque intégrale est composée de deux contributions pour le segment [x(k), x(k+1)] :
Terme z/tan(α) : représente l'étirement de la projection au sol dû à l'angle d'incidence. Plus α est faible (soleil bas sur l'horizon), plus tan(α) → 0, donc z/tan(α) → ∞ et l'ombre s'allonge. C'est le comportement physique attendu.
Terme f(x(k))·(1+tan(φ)) : corrige la projection par la hauteur locale du profil f(x) et l'inclinaison φ de la surface. Le facteur (1+tan(φ)) traduit l'effet combiné de la géométrie de surface et de l'angle solaire.
Facteur (x(k+1) − x(k)) : largeur horizontale du k-ième panneau, jouant le rôle de poids géométrique dans la somme discrète.

4. Extension aux objets 3D complexes
4.1 Principe de décomposition
Pour un objet de forme arbitraire, la méthode consiste à le décomposer en une union de p sous-objets simples O₁, O₂, ..., Op, chacun compatible avec la formule de la section 3. Ces sous-objets peuvent présenter des angles d'inclinaison 𝛼i différents (faces orientées différemment), reflétant la géométrie locale de chaque face.
4.2 Condition de non-chevauchement
La condition fondamentale de validité est que les aires d'ombre projetées soient disjointes deux à deux :
A(ombre)(complexe) = ⋃_{i=1}^{p} A(ombre)ᵢ
avec : ∀ i ≠ j,   A(ombre)ᵢ ∩ A(ombre)ⱼ = ∅
Cette condition garantit que l'additivité des aires est exacte et qu'aucune région d'ombre n'est comptée deux fois. Lorsqu'elle est vérifiée :
A(ombre)(complexe) = Σ_{i=1}^{p} A(ombre)ᵢ
Si les ombres se chevauchent partiellement, il faut appliquer la formule d'inclusion-exclusion classique, au prix d'une complexité croissante avec p.

5. Le défi ouvert : le facteur correctif K
5.1 Relation entre aire calculée et aire réelle
L'aire calculée par la formule est une aire moyennée selon z. L'aire réellement observée au sol — mesurée expérimentalement ou obtenue par ray tracing — peut en différer par un facteur K :
A(ombre réelle) = K · A(ombre calculée par la formule moyenne)
5.2 Le défi : trouver une formule générale pour ce facteur correctif
Trouver une expression analytique fermée de K en fonction des paramètres géométriques permettrait d’améliorer le ray tracing : une technique de rendu graphique qui simule le comportement physique de la lumière pour produire des images réalistes (utilisée notamment par les géants américains Nvidia et Pixar).

6. Discussion et perspectives
Avantages de la méthode :
— Analytique et paramétrique : exprimable en formule fermée après résolution de l'intégrale, très rapide à évaluer.
— Modulaire : grâce à la décomposition en sous-objets.
— Physiquement interprétable : chaque terme a un sens géométrique clair.
Limites actuelles :
— Condition de non-chevauchement requise pour la décomposition additive.
— Dépendance à la discrétisation en N segments (sensibilité au maillage).
— Indétermination du facteur K : problème ouvert central.

7. Conclusion
J’ai présenté une formule originale pour le calcul de l'aire d'ombre moyenne d'un objet 3D par projection intégrée, une méthode de décomposition pour les objets complexes, et un défi scientifique ouvert : la détermination analytique du facteur K. Si ce facteur venait à être caractérisé de manière générale, cela offrirait une amélioration analytique du ray tracing pour un grand nombre d'applications en physique solaire, architecture et simulation lumineuse.

Note : Les formules présentées ci-dessus constituent un cadre de travail. La rigueur de la démonstration de convergence de la discrétisation, les conditions d'existence de l'intégrale et la caractérisation de K constituent autant de pistes de recherche pour la communauté.
