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Ce formulaire ne vous appartient pas.
Prière de ne rien écrire dessus et de ne pas l’emporter.

1 Equations fondamentales de l’élasticité linéaire et isotrope

1.1 Tenseur contraintes de Cauchy σ

1.1.1 Vecteurs contraintes (“forces de contact”)

t = σT .n, ti = σjinj = σni + τi, σ = nT .σT .n = niσjinj

1.1.2 Contraintes principales, invariants, (tri-)cercle de Mohr

det (σ − λI) = −λ3 + I1λ
2 − I2λ+ I3 = 0 =⇒ σ1, σ2, σ3;

I1 = σii = σ11 + σ22 + σ33 = σ1 + σ2 + σ3

I2 =
1

2

(
I21 − σijσji

)
=
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∣
∣
∣

σ22 σ23
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∣
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∣
∣
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σ11 σ13
σ31 σ33
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∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

σ11 σ12
σ21 σ22

∣
∣
∣
∣

= σ2σ3 + σ1σ3 + σ1σ2

I3 = detσ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= σ1σ2σ3

En 2D :

σ1,2 =
σ11 + σ22

2
±

√
(
σ11 − σ22

2

)2

+ σ212

1.1.3 Equations d’équilibre

divσ + f = 0,
∂σij
∂xj

+ fi = 0; σT = σ, σji = σij

1.2 Déformations inifinitésimales

1.2.1 Relation déplacements-déformations

ε =
1

2

(

gradu+ (gradu)T
)

, εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

1



1.2.2 Equations de compatibilité de Saint-Venant

∂2εij
∂xk∂xl

+
∂2εkl
∂xi∂xj

− ∂2εik
∂xl∂xl

− ∂2εjl
∂xi∂xk

= 0

∂2ε11
∂x2∂x3

+
∂2ε23
∂x1∂x1

− ∂2ε12
∂x1∂x3

− ∂2ε13
∂x1∂x2

= 0

∂2ε22
∂x3∂x1

+
∂2ε31
∂x2∂x2

− ∂2ε23
∂x2∂x1

− ∂2ε21
∂x2∂x3

= 0

∂2ε33
∂x1∂x2

+
∂2ε12
∂x3∂x3

− ∂2ε31
∂x3∂x2

− ∂2ε32
∂x3∂x1

= 0

2
∂2ε12
∂x1∂x2

− ∂2ε11
∂x2∂x2

− ∂2ε22
∂x1∂x1

= 0

2
∂2ε23
∂x2∂x3

− ∂2ε22
∂x3∂x3

− ∂2ε33
∂x2∂x2

= 0

2
∂2ε31
∂x3∂x1

− ∂2ε33
∂x1∂x1

− ∂2ε11
∂x3∂x3

= 0

1.3 Elasticité linéaire isotrope

1.3.1 Loi de Hooke

σij = 2µεij + λεkkδij =
E

1 + ν
εij +

Eν

(1 + ν) (1− 2ν)
εkkδij

σ11 =
E

(1 + ν) (1− 2ν)
[(1− ν) ε11 + ν (ε22 + ε33)] , . . . σ12 =

E

1 + ν
ε12, . . .

σkk = 3Kεkk, sij = 2µeij

εij =
1

2µ
σij −

λ

2µ (3λ+ 2µ)
σkkδij =

1

E
[(1 + ν)σij − νσkkδij ]

ε11 =
1

E
[σ11 − ν (σ22 + σ33)] , . . . ε12 =

1 + ν

E
σ12, . . .

εkk =
1

3K
σkk, eij =

1

2µ
sij

sij = σij −
σkk
3
δij , eij = εij −

εkk
3
δij .

1.3.2 Coefficients d’élasticité

Module de Young E et coefficient de Poisson ν :

E =
µ (3λ+ 2µ)

λ+ µ
=

9KG

3K +G
, ν =

λ

2 (λ+ µ)
=

3K − 2G

6K + 2G

Constantes de Lamé λ et µ :

λ =
Eν

(1− 2ν) (1 + ν)
= K − 2

3
G, 2µ =

E

1 + ν
= 2G



Module de compressibilité K et module de Coulomb ou de cisaillement G :

3K =
E

1− 2ν
= 3λ+ 2µ, 2G =

E

1 + ν
= 2µ

1.4 Critères de plasticité

1.4.1 Contrainte équivalente et critère de Von Mises

σVM =

√

3

2
sijsij

=

{
1

2

[

(σ11 − σ22)
2 + (σ22 − σ33)

2 + (σ33 − σ11)
2
]

+ 3
[
σ212 + σ223 + σ231

]
}1/2

σVM ≤ σY

1.4.2 Energie de distorsion. Contrainte octaédrale

Wdist = µeijeij =
1

4µ
sijsij =

σ2VM

6µ
; τoct =

√
2

3
σVM

1.4.3 Contrainte tangentielle maximale. Critère de Tresca

τmax = max

{∣
∣
∣
∣

σ1 − σ2
2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

σ2 − σ3
2

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

σ3 − σ1
2

∣
∣
∣
∣

}

; τmax ≤
σY
2

1.5 Problèmes d’élasticité linéaire

1.5.1 Navier : équilibre en termes de déplacements

(λ+ µ)grad (divu) + µ∆u+ f = 0, (λ+ µ)
∂

∂xi

(
∂uk
∂xk

)

+ µ
∂2ui

∂xj∂xj
+ fi = 0

1.5.2 Beltrami-Mitchell : compatibilité en termes de contraintes

∆σ +
1

1 + ν
gradgrad tr (σ) = − ν

1− ν
divfI −

(

gradf + (gradf)T
)

∂2σij
∂xk∂xk

+
1

1 + ν

∂2σkk
∂xi∂xj

= − ν

1− ν

∂fk
∂xk

δij −
(
∂fi
∂xj

+
∂fj
∂xi

)

gradf = 0,
∂fi
∂xj

= 0 =⇒ ∆∆σ = 0,
∂4σij

∂xk∂xk∂xl∂xl
= 0

2 Formulations variationnelles et introduction
aux méthodes numériques

2.1 Formulation locale (“forte”)

Trouver u,σ tels que :






∂σij
∂xj

+ fi = 0 dans Ω

σijnj = t̄i sur ΓF

ui = ūi sur ΓU



et

σij = Cijklu(k,l), u(k,l) =
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)

= εkl

2.2 Formulation variationnelle (“faible”) en déplacements

Trouver u cinématiquement admissible tel que :

∫

Ω
σijv(i,j)dΩ

︸ ︷︷ ︸

δW

=

∫

Ω
fividΩ+

∫

ΓF

t̄ividΓF +

∫

ΓU

ūiσijnjdΓU

︸ ︷︷ ︸

δT

pour tout v cinématiquement admissible, avec :

σij = Cijklu(k,l)

2.3 Théorème de l’énergie potentielle en déplacements

Trouver u cinématiquement admissible tel que :

I (u) =
1

2

∫

Ω
u(i,j)Cijklu(k,l)dΩ

︸ ︷︷ ︸

W (u)

−
∫

Ω
fiuidΩ−

∫

ΓF

t̄iuidΓF

︸ ︷︷ ︸

−T (u)

= min

2.4 Méthode approchée de Ritz

Pour un ensemble de n champs u(i) choisis, cinématiquement admissibles et linéairement indépen-
dants :

u ' ũ =
n∑

i=1

aiu
(i) tel que I (ũ) = min ⇔ ∂I (ũ)

∂ai
= 0 i = 1, . . . , n

2.5 Formulation variationnelle (“faible”) en contraintes

Trouver σ statiquement admissible tel que :

∫

Ω
τiju(i,j)dΩ =

∫

Ω
−∂τij
∂xj

uidΩ+

∫

ΓF

uiτijnjdΓF +

∫

ΓU

ūiτijnjdΓU

pour tout τ statiquement admissible, avec :

u(i,j) = Sijklσkl, S = C−1

2.6 Théorème de l’énergie complémentaire en contraintes

Trouver σ statiquement admissible tel que :

J (σ) =
1

2

∫

Ω
σijSijklσkldΩ+

∫

ΓU

ūiσijnjdΓU = min



2.7 Encadrement

La solution u (cinématiquement admissible) et σ (statiquement admissible) est telle que :

−J (τ ) ≤ −J (σ) = I (u) ≤ I (v)

∀ τ statiquement admissible et ∀ v cinématiquement admissible.

∫

Ω
σiju(i,j)dΩ

︸ ︷︷ ︸

2W

=

∫

Ω
fiuidΩ+

∫

ΓF

t̄iuidΓF

︸ ︷︷ ︸

TF (u)

+

∫

ΓU

ūiσijnjdΓU

︸ ︷︷ ︸

TR(σ)

3 Théorie des poutres ou résistance des matériaux

3.1 Efforts intérieurs. Equations d’équilibre

N(x) =

∫

S
σxx dS,

dN

dx
+ fx(x) = 0,

N+ −N− + Fx = 0,

σ(N)
xx =

N(x)

A
,

A =

∫

S
dS,

Q(x) =

∫

S
σxy dS,

dQ

dx
+ fy(x) = 0,

Q+ −Q− + Fy = 0,

σ(Q)
xy =

Q(x)

Izb(y)

∫

S∗(y)
y∗dS∗,

(y = 0 au C.G.)

M(x) =

∫

S
yσxx dS.

dM

dx
= Q(x).

M+ −M− − Cz = 0.

σ(M)
xx =

M(x)y

Iz
.

Iz =

∫

S
y2dS.

d2M

dx2
= −fy(x); M (x) = −EIz

d2v

dx2
;

d2

dx2

(

EIz
d2v

dx2

)

= fy(x)

3.2 Théorème de Maxwell-Betti

∑

F (1)
y v(2) +

∑

C(1)θ(2) +

∫

Γ
f (1)y v(2)dΓ + · · ·

=
∑

F (2)
y v(1) +

∑

C(2)θ(1) +

∫

Γ
f (2)y v(1)dΓ + · · ·

3.3 Théorème de Castigliano

W e =

∫

Γ

{
M2

2EI
+

N2

2EA
+

Q2

2GA1

}

dΓ +
∑ F 2

2kF
︸ ︷︷ ︸

si ressorts
linéaires

+
∑ C2

2kC
︸ ︷︷ ︸

si ressorts
spiraux

+ · · ·

dR =
∂W e

∂R
, dR associé à R (mêmes direction et sens)



4 Torsion des poutres

4.1 Angle de rotation unitaire α

u(x, y, z) = αφ(y, z), v(x, y, z) = −αxz, w(x, y, z) = αyx

4.2 Fonction de contraintes de Prandtl Ψ(y, z)

∆Ψ = −2 dans S;

Coordonnées cartésiennes

σxz = −µα∂Ψ
∂y

, σxy = +µα
∂Ψ

∂z
,

∂φ

∂y
= +

∂Ψ

∂z
+ z − zG,

∂φ

∂z
= −∂Ψ

∂y
− y + yG,

~t = σyxey + σzxez;

Coordonnées cylindriques

σrx = +µα
1

r

∂Ψ

∂θ
, σθx = −µα∂Ψ

∂r
,

∂φ

∂r
= +

1

r

∂Ψ

∂θ
+ yGsinθ − zGcosθ,

1

r

∂φ

∂θ
= −∂Ψ

∂r
− r + yGcosθ + zGsinθ,

~t = σrxer + σθxeθ.

4.2.1 Section simplement connexe

Ψ(y, z) = 0 sur C; M

α
= 2µ

∫

S

Ψ dS

4.2.2 Section multiplement connexe

Ψ(y, z) = 0 sur C, et Ψ(y, z) = ki sur Ci, avec
∮

Ci

∂Ψ

∂n
dCi = 2Ai

M

α
= 2µ

∫

S

Ψ dS + 2µ
∑

kiAi

4.3 Energie potentielle

I =
1

2
µlα2

∫

S

[

(
∂Ψ

∂y
)2 + (

∂Ψ

∂z
)2
]

dy dz −Mαl

Mlα = 2µlα2

∫

S
Ψ(y, z)dy dz (simplement connexe)

= 2µlα2

[
∫

S
Ψ(y, z)dy dz +

n∑

i=1

kiAi

]

(multiplement connexe)



5 Flexion des plaques minces de Kirchhoff-Love

5.1 Efforts intérieurs. Equations d’équilibre

Q1 =

∫ +h
2

−h
2

σxz dz, Q2 =

∫ +h
2

−h
2

σyz dz

M11 =

∫ +h
2

−h
2

zσxx dz,

∂Q1

∂x1
+
∂Q2

∂x2
+ f3 = 0,

M22 =

∫ +h
2

−h
2

zσyy dz,

∂M11

∂x1
+
∂M12

∂x2
= Q1,

M12 = M21 =

∫ +h
2

−h
2

zσxy dz

∂M12

∂x1
+
∂M22

∂x2
= Q2

5.2 Déformations. Courbures de la surface médiane

ε̃ =

[
ε̃xx ε̃xy
ε̃xy ε̃yy

]

= zκ, κ = −







∂2w

∂x2
∂2w

∂x∂y

∂2w

∂x∂y

∂2w

∂y2






= −∇∇Tw

5.3 Loi de Hooke. Rigidité flexionnelle

M =

[
Mxx Mxy

Mxy Myy

]

= D [(1− ν)κ+ ν tr (κ) I] ; D =
Eh3

12 (1− ν2)

σ =

[
σxx σxy
σxy σyy

]

=
12

h3
zM

5.4 Equation fondamentale. Conditions aux limites

∆∆w(x, y) =
fz(x, y)

D
• Appui simple: w = 0 et Mnn = 0;

bord droit en x = a : w = 0 et
∂2w

∂x2
= 0.

• Encastrement : w = 0 et
∂w

∂n
= 0.

• Bord libre : Qx +
∂Mns

∂s
= 0 et Mnn = 0;

bord droit en x = a :
∂3w

∂x3
+ (2− ν)

∂3w

∂x∂y2
= 0 et

∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2
= 0.

5.5 Solution de Lévy pour les plaques rectangulaires
sur 2 appuis simples opposés en x = 0, a

fz = p (x, y) ; w (x, y) = w1 (x, y) + w2 (x, y) ; ∆∆w1 =
p (x, y)

D , ∆∆w2 = 0.



5.5.1 Solution particulière w1 respectant les C.L. en x = 0, a

w1 (x, y) =
∞∑

n=1

kn (y) sin
nπx

a

avec kn (y) solution particulière de :

d4kn
dy4

− 2
(nπ

a

)2 d2kn
dy2

+
(nπ

a

)4
kn =

pn (y)

D

avec :

p (x, y) =
∞∑

n=1

pn (y) sin
nπx

a
⇒ pn (y) =

2

a

∫ a

0
p (x, y) sin

nπx

a
dx

Cas particulier p = p (x) :

kn =
( a

nπ

)4 pn
D ; w1 = w1 (x) =

∞∑

n=1

( a

nπ

)4 pn
D sin

nπx

a

5.5.2 Solution homogène w2 respectant les C.L. en x = 0, a

w2 (x, y) =
∞∑

n=1

Yn (y) sin
nπx

a

avec Yn (y) solution de :

d4Yn
dy4

− 2
(nπ

a

)2 d2Yn
dy2

+
(nπ

a

)4
Yn = 0

Yn (y) =
(

an + bn
nπy

a

)

exp
(

−nπy
a

)

+
(

cn + dn
nπy

a

)

exp
(

+
nπy

a

)

= An cosh
nπy

a
+Bn

nπy

a
sinh

nπy

a
+ Cn

nπy

a
cosh

nπy

a
+Dn sinh

nπy

a

5.5.3 Conditions aux limites y = ±b/2

A respecter par w (x, y) = w1 (x, y) + w2 (x, y) pour 0 ≤ x ≤ a
⇒ déterminent an, bn, cn et dn ou An, Bn, Cn et Dn.

5.6 Energie potentielle

I(w) = W(w)−
∫

S
pw dx dy (charge surfacique)

= W(w)− Pw(xP , yP ) (charge concentrée)

W(w) =

∫

S

D
2

{

(∆w)2 − 2(1− ν)

[

∂2w

∂x2
∂2w

∂y2
−
(
∂2w

∂x∂y

)2
]}

dx dy



6 Flexion de plaques minces en coordonnées cylindriques

6.1 Efforts intérieurs. Equations d’équilibre

Qr =

∫ +h
2

−h
2

σrz dz, Qθ =

∫ +h
2

−h
2

σθz dz
∂Qr

∂r
+

1

r

(
∂Qθ

∂θ
+Qr

)

+ fz = 0

Mrr =

∫ +h
2

−h
2

zσrr dz, Mθθ =

∫ +h
2

−h
2

zσθθ dz, Mrθ = Mθr =

∫ +h
2

−h
2

zσrθ dz

∂Mrr

∂r
+

1

r

∂Mθr

∂θ
+
Mrr −Mθθ

r
= Qr,

∂Mrθ

∂r
+

1

r

∂Mθθ

∂θ
+

2Mrθ

r
= Qθ

6.2 Courbures de la surface médiane. Loi de Hooke

κrr = −
∂2w

∂r2
, κθθ = −

1

r

(
1

r

∂2w

∂θ2
+
∂w

∂r

)

, κrθ = κθr = −
∂

∂r

(
1

r

∂w

∂θ

)

M (r,θ) = D
[
(1− ν)κ(r,θ) + ν (κrr + κθθ) I

]
, σ(r,θ) =

12

h3
zM (r,θ)

6.3 Equation fondamentale

∆∆w(r, θ) =
fz(r, θ)

D , ∆ =
1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

r2
∂2

∂θ2

6.4 Problèmes axisymétriques

6.4.1 Cas général

w = w(r), Mrθ = Mθr = 0, Qθ = 0.

dQr

dr
+
Qr

r
+ fz = 0,

dMrr

dr
+
Mrr −Mθθ

r
= Qr.

Mrr = −D
(
d2w

dr2
+ ν

1

r

dw

dr

)

, Mθθ = −D
(
1

r

dw

dr
+ ν

d2w

dr2

)

, Qr = −D
d

dr
(∆w)

σrr =
12

h3
zMrr, σθθ =

12

h3
zMθθ, σrθ = σθr = 0.

∆∆w(r) =
fz(r)

D , ∆ =
1

r

d

dr

(

r
d

dr

)



6.4.2 Charge uniforme fz = p sur une partie de la plaque :

w(r) =
pr4

64D +Ar2 +B ln r + C +Dr2 ln r; Qr (r) = −
pr

2
−D4D

r

Mrr (r) = − (3 + ν)
pr2

16
− 2 (1 + ν)DA+ (1− ν)DB

r2
− [2 (1 + ν) ln r + 3 + ν]DD

Mθθ (r) = − (1 + 3ν)
pr2

16
− 2 (1 + ν)DA− (1− ν)DB

r2
− [2 (1 + ν) ln r + 1 + 3ν]DD

7 Problèmes plans en coordonnées cartésiennes

7.1 Equations générales

Déformations planes Contraintes planes

7.1.1 Hypothèses

fx = fx (x, y) , fy = fy (x, y) , fz = 0; ux = ux (x, y) , uy = uy (x, y) ,

uz = 0, εzz = εxz = εyz = 0. σzz = σxz = σyz = 0.

7.1.2 Equations d’équilibre

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+ fx = 0,
∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+ fy = 0.

7.1.3 Modèle de comportement

εxx =
1 + ν

E
[σxx − ν (σxx + σyy)]

εyy =
1 + ν

E
[σyy − ν (σxx + σyy)]

εzz = 0 =⇒ σzz = ν (σxx + σyy)

εxy =
1 + ν

E
σxy

εxz = 0 =⇒ σxz = 0

εyz = 0 =⇒ σyz = 0

εxx =
1 + ν

E

[

σxx −
ν

1 + ν
(σxx + σyy)

]

εyy =
1 + ν

E

[

σyy −
ν

1 + ν
(σxx + σyy)

]

σzz = 0 =⇒ εzz = − ν

1− ν
(εxx + εyy)

εxy =
1 + ν

E
σxy

σxz = 0 =⇒ εxz = 0

σyz = 0 =⇒ εyz = 0

7.1.4 Equation de compatibilité

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

(σxx + σyy)

= − 1

1− ν

(
∂fx
∂x

+
∂fy
∂y

)

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

(σxx + σyy)

= − (1 + ν)

(
∂fx
∂x

+
∂fy
∂y

)



7.1.5 Substitutions (à effectuer en parallèle)

Solution en
déformations

planes

} =⇒ E → 1 + 2ν

(1 + ν)2
E ; ν → ν

1 + ν
=⇒

⇐= 1

1− ν2
E ← E ;

ν

1− ν
← ν ⇐=

{
Solution en
contraintes

planes

7.1.6 Relations déformations–déplacements

εxx =
∂ux
∂x

, εyy =
∂uy
∂y

, εzz =
∂uz
∂z

, εxy =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)

7.2 Fonction de contraintes d’Airy φ (x, y)

7.2.1 Hypothèse supplémentaire

fx = fy = 0

7.2.2 Equations d’équilibre

σxx = +
∂2φ

∂y2
, σyy = +

∂2φ

∂x2
, σxy = − ∂2φ

∂x∂y
.

7.2.3 Equation de compatibilité

∆∆φ =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

φ = 0.

7.2.4 C.L. statiques

σxxnx + σxyny = t̄x,

σxynx + σyyny = t̄y
sur ∂ΩF

7.2.5 C.L. cinématiques

ux = ūx, uy = ūy sur ∂ΩU

7.2.6 Fonctions polynômiales

φ2 =
1

2
a2x

2 + b2xy +
1

2
c2y

2; σxx = c2, σyy = a2, σxy = −b2.

φ3 =
1

6
a3x

3 +
1

2
b3x

2y +
1

2
c3xy

2 +
1

6
d3y

3

σxx = c3x+ d3y, σyy = a3x+ b3y, σxy = −b3x− c3y.

φ4 =
1

12
a4x

4 +
1

6
b4x

3y +
1

2
c4x

2y2 +
1

6
d4xy

3 +
1

12
e4y

4; a4 + 2c4 + e4 = 0

σxx = −a4 + e4
2

x2 + d4xy + e4y
2 σyy = +a4x

2 + b4xy −
a4 + e4

2
y2

σxy = −1

2
b4x

2 + (a4 + e4)xy −
1

2
d4y

2



φ5 =
1

20
a5x

5 +
1

12
b5x

4y +
1

6
c5x

3y2 +
1

6
d5x

2y3 +
1

12
e5xy

4 +
1

20
f5y

5

3a5 + 2c5 + e5 = 0, b5 + 2d5 + 3f5 = 0.

σxx = +
1

3
c5x

3 + d5x
2y − (3a5 + 2c5)xy

2 + f5y
3

σyy = +a5x
3 − (2d5 + 3f5)x

2y + c5xy
2 +

1

3
d5y

3

σxy = +

(
2

3
d5 + f5

)

x3 − c5x
2y − d5xy

2 +

(

a5 +
2

3
c5

)

y3

7.2.7 Séries de Fourier

− `
2
≤ x ≤ +

`

2
, − c

2
≤ y ≤ +

c

2
.







q+ (x) =
1

2
q+0 +

∞∑

n=1

q+n cos
2nπx

`
+

∞∑

n=1

Q+
n sin

2nπx

`
en y = +

c

2
(−eyq+)

q− (x) =
1

2
q−0 +

∞∑

n=1

q−n cos
2nπx

`
+

∞∑

n=1

Q−n sin
2nπx

`
en y = − c

2
(+eyq

−)

φ (x, y) = φ0 (x, y) +

∞∑

n=1

fn (y) cos
2nπx

`
+

∞∑

n=1

Fn (y) sin
2nπx

`

∆∆φ0 = 0

fn (y) = αn coshmy + βnmy sinhmy + γn sinhmy + δnmy coshmy, m =
2nπ

`
;

(σxx)n = +m2 cosmx [αn coshmy + βn (2 coshmy +my sinhmy)

+ γn sinhmy + δn (2 sinhmy +my coshmy)]

(σyy)n = −m2 cosmx [αn coshmy + βnmy sinhmy + γn sinhmy + δnmy coshmy]

(σxy)n = +m2 sinmx [αn sinhmy + βn (sinhmy +my coshmy)

+ γn coshmy + δn (coshmy +my sinhmy)]

Fn (y) = An coshmy +Bnmy sinhmy + Cn sinhmy +Dnmy coshmy, m =
2nπ

`
;

(Sxx)n = +m2 sinmx [An coshmy +Bn (2 coshmy +my sinhmy)

+ Cn sinhmy +Dn (2 sinhmy +my coshmy)]

(Syy)n = −m2 sinmx [An coshmy +Bnmy sinhmy + Cn sinhmy +Dnmy coshmy]

(Sxy)n = −m2 cosmx [An sinhmy +Bn (sinhmy +my coshmy)

+ Cn coshmy +Dn (coshmy +my sinhmy)]

σxx = +
∂2φ0
∂y2

+
∞∑

n=1

(σxx)n +
∞∑

n=1

(Sxx)n

σyy = +
∂2φ0
∂x2

+

∞∑

n=1

(σyy)n +

∞∑

n=1

(Syy)n

σxy = − ∂2φ0
∂x∂y

+

∞∑

n=1

(σxy)n +

∞∑

n=1

(Sxy)n



avec

σxy

(

x,± c
2

)

= 0 et σyy

(

x,± c
2

)

= −q± (x) .

8 Problèmes plans en coordonnées polaires

8.1 Equations générales

Déformations planes Contraintes planes

8.1.1 Hypothèses

fr = fr (r, θ) , fθ = fθ (r, θ) , fz = 0; ur = ur (r, θ) , uθ = uθ (r, θ) ,

uz = 0, εzz = εrz = εθz = 0. σzz = σrz = σθz = 0.

8.1.2 Equations d’équilibre

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
σrr − σθθ

r
+ fr = 0,

∂σrθ
∂r

+
1

r

∂σθθ
∂θ

+
2σrθ
r

+ fθ = 0,

8.1.3 Equation de compatibilité

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)

(σrr + σθθ)

= − 1

1− ν

(
∂fr
∂r

+
1

r

(

fr +
∂fθ
θ

))

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)

(σrr + σθθ)

= − (1 + ν)

(
∂fr
∂r

+
1

r

(

fr +
∂fθ
θ

))

8.1.4 Relations déformations–déplacements

εrr =
∂ur
∂r

, εθθ =
ur
r

+
1

r

∂uθ
∂θ

, εzz =
∂uz
∂z

, εrθ =
1

2

(
1

r

∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r
− uθ

r

)

8.2 Fonction de contraintes d’Airy φ (r, θ)

8.2.1 Hypothèse supplémentaire

fr = fθ = 0

8.2.2 Equations d’équilibre

σrr = +
1

r

(
1

r

∂2φ

∂θ2
+
∂φ

∂r

)

, σθθ = +
∂2φ

∂r2
,

σrθ = −
∂

∂r

(
1

r

∂φ

∂θ

)

= −1

r

(
∂2φ

∂r∂θ
− 1

r

∂φ

∂θ

)

.



8.3 Equation de compatibilité

∆∆φ =

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)

φ = 0.

8.3.1 C.L. statiques

σrrnr + σrθnθ = t̄r,

σrθnr + σθθnθ = t̄θ
sur ∂ΩF

8.3.2 C.L. cinématiques

ur = ūr, uθ = ūθ sur ∂ΩU

8.3.3 Problèmes plans axisymétriques avec φ = φ (r)

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr

)2

φ = 0 =⇒ φ (r) = A ln r +Br2 ln r + Cr2 +D

σrr =
1

r

dφ

dr
= +

A

r2
+B (1 + 2 ln r) + 2C, σθθ =

d2φ

dr2
= −A

r2
+B (3 + 2 ln r) + 2C, σrθ = 0

{r = 0} ∈ Ω =⇒ A = B = 0 (compatibilité)

Contraintes planes

εrr =
1

E

{

+
(1 + ν)A

r2
+ 2 (1− ν)B ln r + (1− 3ν)B + 2 (1− ν)C

}

εθθ =
1

E

{

−(1 + ν)A

r2
+ 2 (1− ν)B ln r + (3− ν)B + 2 (1− ν)C

}

εzz = − ν

1− ν
(εrr + εθθ)

εrθ = εrz = εθz = 0

ur =
1

E

{

−(1 + ν)A

r
+ 2 (1− ν)Br ln r − (1 + ν)Br + 2 (1− ν)Cr

}

+ k1 cos θ + k2 sin θ

uθ =
4

E
Brθ + k2 cos θ − k1 sin θ + k3r

8.3.4 Fonctions d’Airy périodiques

φ (r, θ) = f0 (r) +

∞∑

m=1

fm (r) cosmθ +

∞∑

m=1

Fm (r) sinmθ









f0 = α0 ln r + β0r
2 ln r + γ0r

2 + δ0

f1 = α1r + β1r ln r + γ1
1

r
+ δ1r

3

fm = αmr
+m + βmr

−m + γmr
2+m + δmr

2−m m > 1

F1 = A1r +B1r ln r + C1
1

r
+D1r

3

Fm = Amr
+m +Bmr

−m + C1r
2+m +Dmr

2−m m > 1

9 Thermoélasticité

9.1 Problème thermique

9.1.1 Equation de la chaleur et loi de Fourier

− ∂qi
∂xi

+ r = ρcṪ ; −qi = k
∂T

∂xi
.

9.1.2 Conditions aux limites et initiales

T = T̄ sur ΓT , −qini = q̄ sur Γq; T (x, 0) = T0 (x) dans Ω

9.2 Thermoélasticité linéaire isotrope

εij =
1 + ν

E
σij −

ν

E
σmmδij + α (T − Tref) δij

σij =
Eν

(1− 2ν) (1 + ν)
εmmδij +

E

1 + ν
εij −

E

1− 2ν
α (T − Tref) δij

10 Stabilité des équilibres

10.1 Méthode directe

Equilibre stable ⇐⇒ deséquilibre dans toute déviation v (x) non triviale de la configuration initiale.

10.2 Méthode énergétique

10.2.1 Théorème

Equilibre stable ⇐⇒ δE = δW − δT > 0 ∀ δv C.A.

δv = déplacement virtuel cinématiquement admissible,

δW = variation du potentiel intérieur sous δv,

δT = travail des forces extérieures sous δv.



10.2.2 Méthode approchée

δW ' 1

2

∫ `

0

M2

EI
dx ' 1

2

∫ `

0
EI

(
d2v

dx2

)2

dx; δT ' P · δuP ; δuP '
1

2

∫ `

0

(
dv

dx

)2

dx

Pc = inf
vC.A.

δW (v′′)

δuP (v′)
' δW (ṽ′′)

δuP (ṽ′)

pour une forme de flambement présumée ṽ (x).

A Calculs en coordonnées cylindriques

A.1 Changements de base

v étant un vecteur, σ un tenseur symétrique d’ordre 2 quelconque, {ei} et {Ei} deux bases or-
thonormées :

Ei = Qikek, ei = QkiEk, Qij = Ei.ej , QQT = QTQ = I

Vi = Qikvk, vi = QkiVk, V = Qv, v = QTV

Σij = QikQjlσkl, σij = QkiQljΣkl, Σ = QσQT , σ = QTΣQ

A.2 Coordonnées cylindriques

er = cos θex + sin θey,

eθ = − sin θex + cos θey
Q =





cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1





Vr = vx cos θ + vy sin θ, Vθ = −vx sin θ + vy cos θ, Vz = vz

σrr = σxx cos
2 θ + σyy sin

2 θ + 2σxy sin θ cos θ

=
1

2
(σxx + σyy) +

1

2
(σxx − σyy) cos 2θ + σxy sin 2θ

σθθ = σxx sin
2 θ + σyy cos

2 θ − 2σxy sin θ cos θ

=
1

2
(σxx + σyy)−

1

2
(σxx − σyy) cos 2θ − σxy sin 2θ

σrθ = − (σxx − σyy) sin θ cos θ + σxy
(
cos2 θ − sin2 θ

)

= −1

2
(σxx − σyy) sin 2θ + σxy cos 2θ

σrz = σxz cos θ + σyz sin θ

σθz = −σxz sin θ + σyz cos θ

σxx = σrr cos
2 θ + σθθ sin

2 θ − 2σrθ sin θ cos θ

σyy = σrr sin
2 θ + σθθ cos

2 θ + 2σrθ sin θ cos θ

σxy = (σrr − σθθ) sin θ cos θ + σrθ
(
cos2 θ − sin2 θ

)

σxz = σrz cos θ − σθz sin θ

σyz = σrz sin θ + σθz cos θ



grad g =











∂g

∂r
1

r

∂g

∂θ
∂g

∂z











(er,eθ,ez)

gradgrad g =












∂2g

∂r2
1

r

(
∂2g

∂r∂θ
− 1

r

∂g

∂θ

)

=
∂

∂r

(
1

r

∂g

∂θ

)
∂2g

∂r∂z

sym
1

r

(
1

r

∂2g

∂θ2
+
∂g

∂r

)
1

r

∂2g

∂θ∂z

sym sym
∂2g

∂z2












(er,eθ,ez)

∆g =
1

r

∂

∂r

(

r
∂g

∂r

)

+
1

r2
∂2g

∂θ2
+
∂2g

∂z2

∆∆g =
1

r

∂

∂r

(

r
∂∆g

∂r

)

+
1

r2
∂2∆g

∂θ2
+
∂2∆g

∂z2

gradf =











∂fr
∂r

1

r

(
∂fr
∂θ
− fθ

)
∂fr
∂z

∂fθ
∂r

1

r

(
∂fθ
∂θ

+ fr

)
∂fθ
∂z

∂fz
∂r

1

r

∂fz
∂θ

∂fz
∂z











(er,eθ,ez)

divf =
∂fr
∂r

+
1

r

(
∂fθ
∂θ

+ fr

)

+
∂fz
∂z

εrr =
∂ur
∂r

, εθθ =
ur
r

+
1

r

∂uθ
∂θ

, εzz =
∂uz
∂z

, εrθ =
1

2

(
1

r

∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r
− uθ

r

)

εzr = εrz =
1

2

(
∂ur
∂r

+
∂uz
∂r

)

, εθz = εzθ =
1

2

(
∂uθ
∂z

+
1

r

∂uz
∂θ

)

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
∂σzr
∂z

+
σrr − σθθ

r
+ fr = 0

∂σrθ
∂r

+
1

r

∂σθθ
∂θ

+
∂σzθ
∂z

+
2

r
σrθ + fθ = 0

∂σrz
∂z

+
1

r

∂σθz
∂θ

+
∂σzz
∂z

+
σrz
r

+ fz = 0


