9. Introduction a la mécanique
analytique

La mécanique analytique permet d’obtenir immédiatement les équations
d’évolution en fonction des forces appliquées uniquement. Les liaisons (ou
contraintes) sont supposées parfaites, c.a.d., les forces de liaison ne travaillent
pas. Ceci permet de les introduire dans le formalisme en choisissant des coor-
données tennant compte des degrés de liberté et de la symétrie du probleme.
On appelle ces coordonnées généralisées parce que elles représentent des dé-
placements linéaires ainsi qu’angulaires. Dans le premier cas, les forces et
moments associés sont les composants des vecteurs force et quantité de mou-
vement ; cependant, dans le deuxieme cas, ce sont les composants des vecteurs
moment de force et moment cinétique. Le fait d’introduire les liaisons de cette
facon présente un grand avantage dans la résolution des problemes. En plus,
comme le formalisme est basé sur des principes variationnels, nous allons
introduire ici brievement ces principes utiles pour résoudre des problemes
d’optimisation.

9.1 Principe de d’Alembert et équations de La-
grange

Dans la suite nous considérons un systeme de n points matériels, énumérés
par l'indice ¢, soumis a des forces de contrainte ou de liaison parfaites. Ces
forces imposent que le systeme a k degrés de liberté. Comme nous avons
3n coordonnées, décrivant les positions des n points, et k < 3n degrés de
liberté, les 3n coordonnées ne sont pas indépendantes mais reliées par 3n — k
équations. Ces équations de liaison ou de contrainte ont la forme suivante



fo(ry, ...y, t) =0, v=1,...,3n—k

En principe, ces équations peuvent contenir les vitesses v;, mais nous nous
limitons ici au cas rencontré le plus souvent ou les contraintes ne dépendent
pas des v;. Ce cas est connu sous le nom de liaisons holonoémes.

En tenant compte des 3n — k contraintes on peut trouver des nouvelles
coordonnées ¢, ...,q, décrivant, ensemble avec le temps ¢, entierement le
systeme :

ri:ri(q17q27"'aq1€7t)> izla"'?”

Ces nouvelles coordonnées généralisées sont le choix idéal pour décrire le
systeme car elles sont moins nombreuses et elles contiennent les liaisons.

exemple : pendule mathématique plan

En choisissant les coordonnées carté-
/ v siennes (z,y, z) pour décrire le mouve-
ment du point matériel attaché au fil
on a les liaisons holonomes parmi eux

|
|
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|
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0 (<— x=0 (plan)
|
: Pyt + =0
Z
A La derniere équation est due a la force
de liaison qui est la tension du fil.
- On est parti de 3 coordonnées (un seul
o= >y point matériel, n = 1) et on a trouvé 2
équations de liaison, le systeme a donc
k =1 degré de liberté. La coordonnée
x généralisée est 'angle polaire 6.

Avec ces bases nous introduisons maintenant le principe de d’Alembert
pour trouver des équations pour 1’énergie cinétique et ensuite les équations de
Lagrange. Le principe de d’Alembert est de décomposer les forces en forces
de contraintes F. et en forces appliquées F,. Ensuite on multiplie la loi de
Newton avec un déplacement (virtuel) dr compatible avec les contraintes.



Comme les contraintes sont supposées parfaites, elle ne travaillent pas et
F.-0r = 0. Pour un point matériel cela donne :

F=F,+F,

F=p
(Fo+F.—p)or=0
(Fo —p)or=0

Pour plusieurs points matériels :

" dv;
Foi—mi—)dr;=0
Z( | mdt) :

=1

Ceci est le principe de d’Alembert. Dans ce principe on a éliminé les contraintes

en introduisant des déplacements virtuels compatibles avec les contraintes.
Maintenant nous exprimons les r; et v; en coordonnées généralisées, énu-

mérées par l'indice j :

Pour un point matériel

r=r(q,...,qkt)

dr or . or
V=—= (:Zj ~,
dt j=1 aq] ot tangente a la
trajectoire
or
or = —0
dq; q;

En faisant ces remplacements dans ’équation de d’Alembert, il vient en par-
ticulier :

or
Fa '51‘ = ZFQ . 8—%5q]
J

= Z Q;0g;



avec ); = F - g—;j la force généralisée associée a la coordonnée généralisée g;.
La quantité ();0¢; a la dimension d’un travail. Quand dg; est un déplacement
linéaire, (); a la dimension d'une force, quand dg; est un changement d’angle,
(); a la dimension d’'un moment de force.

Pour n points matériels les forces généralisées sont

" @ri
Q' = Fa,i_'
! ; dq;
Avec ceci le principe de d’Alembert vient

SN (Fui— i) a—;éqj 0

i=1 j=1
. Or;

ZQj5Qj - Zpi—5Qj =0
j 7 04

Nous analysons le deuxieme terme pour un point matériel

qj,¢; indépendantes —>
ov or

ag;  dg;

d [ Or 0*r
ACHE 2 5og
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smv” I'énergie cinétique. Pour n points matériels 7' = § 5m;v; et

i=1

avec T' =
le principe de d’Alembert vient

d (0 0
Y@ (a57) 5 7) =0

Comme les déplacements virtuels dg; sont indépendants, il faut que chaque
coefficient des dg; soit nul. On trouve ainsi les k£ équations de Lagrange de
17¢ espece

d (0 0
i (357) 37

Ce sont des équations différentielles du second ordre en les g;.
On suppose maintenant que les forces F,; sont conservatives et qu’elles
dérivent d’un potentiel U (ry,...,r,) de fagon que

Fa7i - —VZU
o o0 0
= - a_ ' a9 o U
Pour 'exemple d’un seul point matériel nous notons que

U:U(x(QIV"aqk)>y(q17'"7Qk)7Z(Q17"'7Qk))

on a donc



U (wos ovoy ovo
doq; Oxr dq; Oy 0q; 0z Og;

= Q)

En insérant cette expression pour (); et en se servant du fait que _a(?f U=0,Yy
J
on obtient

d (0 )
d—t(a—%(T—U))—a—qj(T—U):O

On appelle le Lagrangien L = T'— U et on obtient ainsi les k équations de
Lagrange de la seconde espece pour les forces conservatives

d (0 0
—|(=—L)——=—L=0
dt \ 9q; 9q;
Avant de passer aux exemples, nous notons que ces équations peuvent se

mettre sous la méme forme également dans le cas d'un potentiel dé pendant de
la vitesse, comme c’est le cas pour le potentiel a la base de la force de Lorentz.

Dans ce cas on a @); :% <%U>—%Uavch:U(ql,...,qk,q'l,...,cjk,t).



9.2 Illustrations du formalisme Lagrangien

La marche a suivre pour traiter un probleme avec le formalisme Lagran-
gien est la suivante :

1. choix d’un systeme de coordonnées généralisées qi,...,qy; ce syteme
doit étre holonome
2. calculer le Lagrangien L en exprimant T" et U en fonction des variables

{QIa"'7qk7QI7"'7q.k7t};
3. écrire les k équations de Lagrange ;

4. étudier leurs solutions.

exemple 1 mouvement rectiligne d’un point matériel
n =1,k =1, soit x la coordonnée rectiligne et coordonnée généralisée

.
L=-mi*-U ()
2
L’impulsion généralisée associée a ¢, ou le moment conjugué a ¢, est

0 0
aq 0T
la quantité de mouvement, p.
La force généralisée associée a ¢ est

0 0 ouU
“L=—L=---=F
g~ 0 oz

une force. On retrouve donc la loi de Newton F' = p.

exemple 2 pendule mathématique plan
n = 1,k = 1, prenons 'angle polaire # comme coordonnée généralisée et
choisissons la normalisation que U (# = 0) = 0.

U = mgh = mgl (1 — cos0)

1 ..
L= §m€202 — mgl + mgl cos 0

oL - .
e ml%0 = Jw moment cinétique

oL
— = —mglsin6 moment de force

06



Ici, I’équation de Lagrange donne le théoreme du moment cinétique. Comme

les équations de Lagrange sont < (g—qL_) = % d’une maniere générale chacune
J J.

dt
d’elle stipule que la dérivée temporelle de I'impulsion généralisée est égale a

la force généralisée, les deux étant associées a la méme coordonnée g;.

exemple 3 point matériel sur une surface

‘A

Soit un point matériel se dépla-
cant sous l’action de la pesan-

X teur g = —ge, sur la surface
de révolution d’équation
A
z = _p_a

avec A,a constantes, et
(p,p,2)  les  coordonnées
cylindriques du point.

La surface fait la liaison holonome entre z et p, nous pouvons donc sup-
primer une des deux pour obtenir par exemple (p, ¢) comme coordonnées gé-
néralisées. On exprime d’abord L en (p, ¢, z), ensuite on remplace les termes
en z et Z par les expressions contenant p et p.

L= %m (,'02 + p*Q? + 2"2) —mgz

Ici on définit I'énergie potentielle égale a zéro a z = 0 et négative quand le
point matériel descend dans le vase. La définition du zéro de U n’est pas
important ; les dérivées a% et 8%_ d’une constante ne donnant pas de contri-
bution dans les équations de Lagrange. Bien évidemment il est important de
décrire juste la variation de U avec les parametres g¢;, dans notre cas c’est
U(z) =mgz.



Avec Z = aﬁ% p on trouve

L=1im ((1+ ( ad >2> p2+p2sb2> +mg
9 potl po
= L(p, p, )
oL 9.
% % = mp“p = cste.
Dans notre exemple ¢ est une variable dite cyclique car L ne dépend pas

explicitement de . En général, on a pour toute variable cyclique que le
moment conjugué est une constante du mouvement.

=0 entraine p, =

Si le temps est homogene, c.a.d., si L ne dépend pas explicitement du
temps, on a une deuxieme constante du mouvement, c’est la fonction H (g, ¢)
définie par

k
M= pidi—L
j=1
Nous vérifions

d .. . oL 0L, oL
= Ej: (ijj A a—qj%) o

oL d (0L d ) . )
= —pj = p; voir équations de Lagrange

g di \og, ) ~ ai”
oL
—— = p; par définition
aq]‘ J
0L
ot

Par conséquent, %—f = 0 entraine 'H = cste.

La fonction H est 1’énergie mécanique dans le cas ou les liaisons sont in-
dépendantes du temps, telle que les forces appliquées dérivent d’un potentiel
U (q,t) indépendant des vitesses.
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Dans ce cas ¢; apparait uniquement dans 7" et au carré, on a
. . 0L 0T
D dipi = dige = dige = 2T
j A

Donc H=2T—(T—-U)=T+U = Enec.

exemple 4 pendule double

2 degrés de liberté, coordonnées géné-
ralisées 01,05.

1 2
Tl = 577116%91

Uy, = —mgly cos 04

L9 = 1 sin 6y + 5 sin 05
Yo = {1 cos by + 5 cos by
iy = 016y cos 0y + o0y cos Oy
Yo = —619 sinf; — 6292 sin 69
Ty = 5 (i +33)
- % (é{éf 205 4 20,050,0 cos (0; — 92))
Uy = mogly cos 01 — mogls cos Oy

L=T1+1T,-U — U,

= 5 (m1 + mz) E%ei + %6562 + m2€1€29102 COSs ((91 — 92)

+ (my + my) gy cos 61 + magls cos By
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Equations de Lagrange :

d ) ) .
E ((ml + m2) 6%01 + m2€1€292 COS (91 — 02)) + m2€1£20182 sin (91 — 92)

+ (m1 + mg) 951 sin 91 =0

d ) . .
E <(m1 + mg) @02 + m2€1€291 COS (91 — 02)) — m2€1€20102 sin (01 — 02)

+maglssinfly = 0

0, <1 cosbt; ~ 1 sinf; ~ 0,
—
0, < 1 cos by ~ 1 sin 69 ~ 05

(M 4 my) 0201 4+ mal1lo05 + (my +ma) gl161 = 0
{ mal20s + malyla, + maglyfs = 0

(my 4 my) 1101 + malyfy + (my +my) gby =0
{ 20y + 016, + gBy = 0

Systeme d’équations différentielles linéaires du 2°¢ ordre a coefficients constants.
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9.3 Introduction au calcul variationnel

Le calcul variationnel extrémise une quantité, par exemple il minimise le
temps pris pour aller de A & B en identifiant la trajectoire idéale pour des
conditions de propagation posées. Il s’agit d’un probleme d’optimisation. De
tels problemes sont tres fréquents pour les ingénieurs.

exemple 1 la brachistochrone

Le probleme est de trouver la trajec-
toire qui minimise le temps pris par
un corps de A a B, le corps soit laché
avec une vitesse initiale nulle et soumis
a un champ gravitationel.

Nous trouverons dans le calcul plus
loin que la courbe est une cycloide.

Y

exemple 2 principe de Fermat

Le principe de Fermat est que le chemin pris par la lumiere est celui
minimisant le temps.

Considérons d’abord l'analogie dun
coureur-nageur (Vitesse v et vy avec
v1 > V) qui souhaite aller en un temps
minimal de A & B (voir figure).
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Le temps est donné par

~
I
= | &

B’ B

ds ds

+ — + —

U1 V2 U1
Al B’

1
= (A4 +BB'|) + ~|A'D
2

1

| &

| — IL\DE &\CU

<

Rendre le temps extrémal, dans ce cas minimal, correspond a chercher des
trajectoires ou le passage aux trajectoires au voisinage immédiat de la tra-
jectoire trouvée n’induit pas de variation en ¢, ¢ = 0. Dans notre exemple la
variation de la trajectoire correspond a déplacer les points A’ et B’ le long
des quais de la riviere. La trajectoire consiste donc en 3 bouts droits et elle
est paramétrisée par les deux coordonnées x4 et xp.

Revenons a la lumiere. Elle se propage
dans un médium d’indice de réfraction
n avec v = .

On a donc

(o)

~+
I

>,

o3

S
Q
®
I
o

&\m &\W

Dans ce cas la trajectoire est composée de deux bouts droits, et elle est
B

paramétrisée par la position = de lintersection. De dire que § [nds = 0
A

dt(x)
dx

équivaut a dire que = 0 et emmene a la loi de réfraction (voir exercice).
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Le principe de moindre action

On va maintenant utiliser ’approche du calcul variationnel pour dériver
un grand principe, de nature tres fondamentale en physique. Nous partons
du principe de d’Alembert :

dv
F—m— =
( mdt)ér 0

to

/dt (F—md—v) or=20
dt

t1

Comme le début et la fin de la trajectoire sont fixes on a dr (t1) = or (t2) = 0.
Pour des forces qui dérivent d’un potentiel U on a

F.or=-VU . or=-0U

0U est le changement de potentiel suite au déplacement Jr.
Par ailleurs

to to
d d
—/dt m gt = —mér- v+ /dt m v— (or)
dt —_— dt
t 0 car dr(t1)=dr(t2)=0 t1
On va se convaincre que % (0r) = dv, pour cela on pose (pour une coordon-
née)
vy =x+¢ef ()
0r =11 —x
=cf ()

avec ¢ infiniment petit.



et des relations analogues pour les autres coordonnées. On a ainsi

to t

—/dtmcjl—:-5r:/dtmv-5V:/dt5(T)

t1 t1

soit finalement

/ﬁé@—U%ﬂ)
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L’intégrale [ dtL = S s’appelle ’action. On vient de démontrer le principe

de Hamilton de la moindre action :

L’action est extrémum pour le chemin de 'espace de configuration (g;, ¢;)

qui correspond au chemin effectif.

De Hamilton a Lagrange

Considérons L = L (q, ¢;,t), i.e une seule coordonnée, pour simplifier les
écritures. Soit ¢ (t) qui minimise S (I’action). Calculons S pour ¢ (¢) + dq (t),

ou dq (t) est quelconque, avec dq (t1) = dq (t2) =0

to

o5 = [ Lla+ 000+ 000 dt— Lo 00t

t1

Une intégration par partie du deuxieme terme donne :

59 = /—JMH{—Jﬁ '/Mﬁ<mjt
[ (28

t1
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Comme on doit avoir 4.5 = 0 pour dq quelconque il faut

4 (oL _OL _
dt \ 0q oq

La brachistochrone

Pour donner un exemple explicite nous donnons ci-dessous la solution de la
brachistochrone. On utilise une équation paramétrique de la trajectoire du
point matériel. Soit ¢ ce parametre, variant de ¢ = aen A a ¢ = b en B.
Comme il n’y a pas de frottement et que la courbe est supposée faire partie
d’un référentiel d’inertie, I’énergie mécanique est conservée.

1
T=—-mv

2
U=—-mgz

I'axe z est vers le baset U =0en A. En A, v =0, donc E,,.c =T + U = 0.

2

1

0= §mv2 — mgz
1mv2 = mgz

2

v? =29z

La trajectoire est donnée par

avec

¢ = a le point matériel est en A

q = b le point matériel est en B

Le mouvement de la masse est donné par ¢ = ¢ (t) avec z = 2 (q) ,z = 2z (q)
définissent la position de la masse en fonction du temps.
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Calcul de la vitesse

. dr .
. dz
Z—d—qq

v =%+ % = 29z

0= VET Z = I
dz\ 2 dz\? dq
= _— —_— - —_— = 2
\/<dq) +<dq> dt 7
dr\ dz\? dq
2g - dt = — — | - —=
V2 \/(dQ) +(dq) z

—
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Q
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&.|&
| R
N————
N}
+
R
|&
KW
)
QU
R

, , r=ux(q) -
Ce qu’on cherche c’est qui rend I minimum.
z=2z(q)

C’est ce type de probleme qui débouche sur le calcul des variations qui
est tres utilisé par les ingénieurs. Il n’y a pas lieu de développer un savoir
faire complet en la matiere. Ce passage est montré a titre d’invitation a
I’élargissement des horizons de la mécanique.

Imaginez que vous deviez déterminer expérimentalement quelle est la
courbe optimale. Vous partiriez d'une courbe que vous pensez étre la bonne.
Puis vous évalueriez des courbes voisines, par la mesure du temps pris sur la
courbe, et chercheriez ainsi 'optimum. L’optimum est atteint quand le temps
ne varie plus en passant aux courbes voisines.
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On suppose que { est la solution, et on considere une courbe

infiniment proche.

2 =z +ca(q)
21 =z

avec ¢ infiniment petit et « (¢) quelconque, nul & ¢ = a et a ¢ = b. On va
substituer dans I'intégrale pour les valeurs x; et z; :

h= /f\/ W d_q> dq

On veut calculer I; — I. Il y aura des termes en € et €% Si z(q) et 2 (q)
donnent le minimum de 7, alors le terme en e doit étre nul.

dxq 2+ dzy 2_ dw+ do + dz\ 2
dq dg) \[\dg dg dq
1
_ d_$2+%2+5d_@ @2+%222dﬁ
—V \dqg dq dg |\ dq dq dg
da 1 dx A dz\ 2
:R R — - R: R -
TRy " \/(dq) +<dq)

y lde 1 d:l
xr [0}
L —1I=c¢ — d—
' / dC]\/_

b

(g os(r) oo

a

=0 car a(a) (b):O

a est quelconque. On pourrait prendre « tel que 'intégrant soit toujours > 0.



19

Pour que le coefficient de ¢ soit nul, il faut donc que

1 1dx
Vz Rdg

de =Cy/z d_:z: 2—1— % 2al
T = z a7 da q
da\ 2 dz\?
2 _ 2 el haied 2
a _CZ<(dq> +(dQ> )dq

dz? = C?z (dz? + d2?)

B C?zdz?
1= 022

dr = dz IIL
E_Z

Cette équation différentielle est connue pour étre 1’équation différentielle

d’une cycloide

= (' = cste

dz?

r = R (¥ —sin (9))
z=R(1—cos(¥))



