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PHYSIQUE

Exercices de Mécanique n°l : Cinématique

Exercice 1 Pour calculer cette masse, il faut considérer un élément de volume d*V dont la masse
serait d®m = p(r)d®V. De plus, nous allons utiliser les coordonnées sphériques, et donc on peut

écrire directement :
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Exercice 2 2.1 En appliquant le théoreme de Thales, on a immédiatement :
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2.2 Ce cylindre a pour base un disque d’aire 772 et pour hauteur dz. On a donc immédiatement :
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On retrouve le volume du cone habituel.




Exercice 3 On part des coordonnées cylindriques ot :
—
ﬁ
OM = pe,
3.1 On a par simple projection les deux relations suivantes :
— — . — — . — —
€, = CoSpe, +sinpe, e, = —slpe; + COS e,

4nd \ . — —
3.2 On peut alors dériver sans problemes, puisque e, et e, sont, eux, des vecteurs fixes :

de_p) . .. — . - .=
P —psinpe; + pcosye, = pe,
de; .
7 —pcospe, —psinpe, = —pe,

Grace a ces deux relations, on va pouvoir retrouver la vitesse :

7 = dpe—p)
dt
de,
_ = U6
pe”+pdt

= pe, +ppe,

De méme pour l'accélération :

. dpe, +ppeg
dt
= e, + peg + ppRg + pieg — ppe,
(6= p2*)e, + (200 + pp)e,

Exercice 4 On se place dans un systeme de coordonnées sphériques (7,0, ), avec les vecteurs
élémentaires associés (e, , eg, a;). On appelle H le projeté orthogonal de M dans le plan zOy.

4.1 Reprenons le vecteur e_p) des coordonnées cylindriques. En se placant dans le plan OMH, on
peut voir que :

— — e S . = —
e, =cosfle; +sinfle, ey = —sinbe; + cosbe,

De plus, dans 'exercice |3[ on avait :
— — . — = . — —
€, = Cospe, +sinpe, e, = —slnpe, + cos pe,
En réinjectant ces deux expressions dans les premieres, on obtient le résultat demandé :

= sinf cos pe, + sinfsinpe, + coste;

= : — . —
= cosf cos pe, + cosfsin e, — sinbe;

<l &l £l

. — —
= —slnwe; + Cos ey



4.2 Il suffit de dériver par rapport au temps. Le principe étant le méme pout les trois vecteurs,
faisons le juste pour e, :

de, : : :
det 0 cos ) cos e, — psinbsin e, + 6 cos sin pe, + ¢sinb cos pe, — Osin e,

= f(cos B cos pe, + cosfsin e, — sinfe;) 4 sin f(— sin pe, + cos pe,)

e + psin 6@)

On trouve de méme les relations suivantes :

d€—7~> — . = de—g — . — da; . e p= . —
FTa teg + psinbey i —be, + ¢cosbe, T —psinfe, — pcosbeg

. . . s -y —
4.3 En ce qui concerne la vitesse, il suffit d’écrire que OM = re,, et que :

_)
— . — der
vo= re.+r

dr

= 7% +r(fe + psinbey)

Pour 'accélération, le calcul est du méme type, mais un peu plus fastidieux :

- _ dire; +r(fe; + psinfey)
dt
= fe, + T +7(0eg + ¢sinfey) + r(feg + GE + @sinbeg + @b cos be, + gosmeg)

= e, +7(0eg + psinfe)) + i (0ep + psinfey) +
[T[ée_é + psinfe, 4 Pl cos e, + 0(—0e;, + pcosbey) + psin(—psin e, — pcosfeg)]
= (= 76% — rsin®09?) e, + (270 + r6 — rsin 0 cos 0p?)eg + (27 sin 0 + r@sin 6 + 2r¢h cos O)e,

Exercice 5 5.1 On trouve immédiatement que i*+¢* = R3. On a donc un mouvement circulaire
dans le plan xQOy.

5.2 Le systeme de coordonnées le plus adapté est alors évidemment le systeme de coordonnées
cylindriques.

5.3 On a alors immédiatement, puisque de facon générale x = pcosp et y = psinp :

p=Ry p=wt z=2=z2

On a un mouvement hélicoidal.

Exercice 6 Mouvement oscillatoire dérivant
6.1 Il suffit d’intégrer I’expression de ’accélération, sans oublier les constantes d’intégration :

v = (ﬁ sin(wt + ¢) + Cste) e
w

Orat=0, 7:6), donc Cste = —22sin o :
H
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—
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w



6.2 L’intégrale du sinus est nul sur une période, il ne reste donc plus que le terme constant. On
trouve directement :
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6.3 On a un mouvement oscillant mais donc la position moyenne possede un mouvement rectiligne
uniforme.

Exercice 7 Mouvement sur une cardioide.

7.1 On a simplement :
[ = dpe, + pdye;

7.2 On a:

ds = +/dp*+ p*dp?
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7.3 ds étant le module du déplacement élémentaire le long de la courbe, il suffit d””additionner”
tous ces petits déplacements élémentaires, et donc d’intégrer :
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7.4 On voit qu’on va refaire les mémes calculs que pour I'évaluation de ds. On a alors :

f‘ de
COS 2 dt

p=2_

Exercice 8 La voix de son Maitre



8.1 Une projection montre que & = vcosf et que y = vsinf
o). . , — - - . . .
De plus, la position du chien est donnée par OM = OA + AM soit en projection :

___>_> .
r=0M.e, =uvit—rcos ; y= —rsinf

. .. A~ - —
puisque la position du maitre vaut OA = v;te,.
On en déduit en dérivant la premiere relation que :

i =nv; —7cosh+rfsinb

et la seconde que : .
= —rsinf —récost

En isolant r0 dans la seconde, on trouve :

. 7+ v)sinf
T‘@:——( +) = —(r+v)tanf
cos 6
qui mene en remplacant dans la premiere, a :
_sin? 6 sin? 6

veost = v, —7rcosl —r — v
cos cos
soit en multipliant tout par cos# :

veos?h = vy cosl — 7 —vsin? 6

et donc :

[7’“:1)1(:089—10

En réinjectant cette expression dans celle de ré,on trouve :

[ré = —(vycosf —v+v)tanf = —v; sin@J

8.2 L’élimination de dt se fait en faisant le rapport de la premiere par la seconde :

1dr v cos 6

rdd v1 sin 6 Y

Pour vérifier que la solution proposée fonctionne, calculons :

dr —cost9t LG_'_ 1 v 1 . v 10
— =d|———tan" — — anvt = —
do sin’ 0 2 sinf 2v; cos? g
: 134 1 sinb .
ce qui, multipli¢ par & = Tean 1 T donne :
1dr cos v 1
r df sinf)  2v; cos? g tan g
Or cos? gtang = sin g cosg = % Ce qui mene bien a :
1dr cos v

- =+ —
rdo sinf  wv;sinf
Cette solution vaut bien d quand 6 = 7, ce qui est conforme aux conditions initiales.

8.3 Lorsque 6 tend vers 0, sinf ~ 0 et tanf/2 ~ g donc r ~ ﬁ&ﬁfl On a donc deux possibi-
lités :



— si v > vy (le chien va plus vite que le maitre), alors r tend vers zéro lorsque 6 tend vers zéro :
le chien rattrape le maitre.

— si vy < v (le maitre va plus vite), alors r tend vers plus l'infini : le chien va finir sur l'axe z,
mais restera en arriere de son maitre.

8.4 On sait que rf = —wv; sinf, ce qui mene a :

dt = ——T i Yo
vy sin“ 6 2

Il faut que v > vy pour que le chien rattrape son maitre. Initialement, 6 = 7 et au final 0, donc
le temps mis pour rattraper le maitre vaut :

0
T = / 4 tanvt gd@

/2 U1 sin? @

ce qui coincide bien avec 'expression de I’énoncé, avec A = ﬁ

On a donc : oo
1
T = 3

qui n’a de sens (c¢’est-a-dire est positif) si v > v;.




