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IV.1 Elimination de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
IV.2 Le choix du pivot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
IV.3 La condition d’une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
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Chapitre I

Int égration Numérique

Etant donné une fonction continue sur un intervalle bornéf : [a; b]! IR; (0.1)

on cherche à calculer l’intégrale Z ba f(x) dx: (0.2)

Dans ce chapitre, nous allons présenter la théorie des formules de quadrature (ordre, étude de l’er-
reur et de la convergence) et nous développerons les idées nécessaires `a l’écriture d’un programme
qui permette de calculer la valeur de (0.2) à une précision donnée, ceci pour n’importe quelle
fonctionf(x).
Bibliographie sur ce chapitre

H. Brass (1977):Quadraturverfahren.Vandenhoeck & Ruprecht. [MA 65/124]

P.J. Davis & P. Rabinowitz (1975):Methods of Numerical Integration.Academic Press, New York.

H. Engels (1980):Numerical Quadrature and Cubature.Academic Press.

G. Evans (1993):Practical Numerical Integration.John Wiley & Sons. [MA 65/336]

V.I. Krylov (1959): Priblizhennoe Vychislenie Integralov. Goz. Izd. Fiz.-Mat. Lit., Moscow. Tra-
duction anglaise:Approximate calculation of integrals. Macmillan, 1962. [MA 65/185]

R. Piessens, E. de Doncker-Kapenga, C.W.Überhuber & D.K. Kahaner (1983): QUADPACK.
A Subroutine Package for Automatic Integration.Springer Series in Comput. Math.,
vol. 1. [MA 65/210]

A.H. Stroud (1974):Numerical quadrature and Solution of Ordinary Differential Equations.Sprin-
ger. [MA 65/89]

I.1 Formules de quadrature et leur ordre

La plupart des algorithmes numériques procèdent comme suit: on subdivise[a; b] en plusieurs
sous-intervalles (a = x0 < x1 < x2 < : : : < xN = b) et on utilise le fait queZ ba f(x) dx = N�1Xj=0 Z xj+1xj f(x) dx: (1.1)

De cette manière, on est ramené au calcul de plusieurs intégrales pour lesquelles la longueur de
l’intervalle d’intégration est relativement petite. Prenons une de ces intégrales et notons la longueur



2 Intégration Nuḿerique

a = x0 x1 x2 � � � xj xj+1 � � � xN = b
f(x)

FIG. I.1 – Une division d’un intervalle en sous-intervalles

de l’intervalle parhj := xj+1 � xj. Un changement de variable nous donne alorsZ xj+1xj f(x) dx = hj Z 10 f(xj + thj) dt:
Notons enfing(t) := f(xj + thj). Il reste alors à calculer une approximation deZ 10 g(t) dt: (1.2)

Exemples.1. La formule du point milieuZ 10 g(t) dt � g(1=2):
0 1 2

2. La formule du trap̀ezeZ 10 g(t) dt � 12�g(0) + g(1)�:
0 1 2

Ces deux formules (point milieu et trapèze) sont exactes sig(t) représente une droite (polynôme
de degré� 1).

3. On obtient laformule de Simpsonsi l’on passe une parabole (polynôme de degré2) par les
trois points(0; g(0)), (1=2; g(1=2)), (1; g(1)) et si l’on approche l’intégrale (1.2) par l’aire sous la
parabole:Z 10 g(t) dt � 16�g(0) + 4g(1=2) + g(1)�:

0 1 2

4. En généralisant cette idée (passer un polynôme de degrés � 1 par less points équidistants(i=(s � 1); g(i=(s � 1))), i = 0; : : : ; s � 1), on obtient lesformules de Newton-Cotes(Newton
1680, Cotes 1711). Pours � 7 ces formules sont données dans le tableau I.1.

Définition 1.1 Une formule de quadraturèa s étages est donnée parZ 10 g(t) dt � sXi=1 bi g(ci): (1.3)

Lesci sont les nœuds de la formule de quadrature et lesbi en sont les poids.
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TAB. I.1 –Formules de Newton-Cotess ordre poidsbi nom

2 2
12 12 trapèze

3 4
16 46 16 Simpson

4 4
18 38 38 18 Newton

5 6
790 3290 1290 3290 790 Boole

6 6
19288 75288 50288 50288 75288 19288 —

7 8
41840 216840 27840 272840 27840 216840 41840 Weddle

Définition 1.2 On dit que l’ordre de la formule de quadrature (1.3) estp, si la formule est exacte
pour tous les polyn̂omes de degrép� 1, c.-à-d.,Z 10 g(t) dt = sXi=1 bi g(ci) pour deg g � p� 1: (1.4)

On voit que les formules du point milieu et du trapèze sont d’ordre2. La formule de Newton-
Cotes às étages a un ordrep � s (par définition).

Théorème 1.3La formule de quadrature (1.3) a un ordrep si et seulement sisXi=1 bicq�1i = 1q pour q = 1; 2; : : : ; p: (1.5)

Démonstration.La nécessité de (1.5) est une conséquence de (1.4) si l’on poseg(t) = tq�1. Pour
en montrer la suffisance, on utilise le fait qu’un polynôme de degrép� 1 est une combinaison li-
néaire de1; t; : : : ; tp�1 et que l’intégrale

R 10 g(t) dt ainsi que l’expression
Psi=1 big(ci) sont linéaires

eng.

En fixant les nœudsc1; : : : ; cs (distincts), la condition (1.5) avecp = s représente un système
linéaire pourb1; : : : ; bs 0BBBB@ 1 1 : : : 1c1 c2 : : : cs

...
...

...cs�11 cs�12 : : : cs�1s 1CCCCA0BBBB@ b1b2
...bs 1CCCCA = 0BBBB@ 11=2

...1=s1CCCCA : (1.6)

Comme la matrice dans (1.6) est inversible (matrice de Vandermonde), la résolution de ce système
nous donne une formule de quadrature d’ordrep = s.

Si l’on vérifie les conditions (1.5) pour la formule de Simpson, on fait une observation inté-
ressante. Par définition, il est évident que la condition (1.5) est satisfaite pourq = 1; 2; 3, mais on
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remarque qu’elle satisfait aussi (1.5) pourq = 4:16 � 03 + 46 � �12�3 + 16 � 13 = 1416 � 04 + 46 � �12�4 + 16 � 14 = 524 6= 15 :
Elle est donc d’ordre4. Par conséquent, elle n’est pas seulement exacte pour des polynômes de
degré 2 mais aussi pour des polynômes de degré3. Ceci est une propriété générale d’une formule
symétrique.

0 c1 c2 c3 c4 c5 1mêmebi
FIG. I.2 – Coefficients et nœuds d’une formule de quadrature symetrique

Théorème 1.4Une formule de quadrature symétrique (ci = 1 � cs+1�i, bi = bs+1�i pour touti; voir la fig. I.2) a toujours un ordre pair. C.-̀a-d., si elle est exacte pour les polynômes de degré� 2m� 2, elle est automatiquement exacte pour les polynômes de degré2m� 1.

Démonstration.Chaque polynôme de degré2m� 1 peut être
écrit sous la formeg(t) = C � (t� 1=2)2m�1 + g1(t)
oùg1(t) est de degré� 2m�2. Il suffit alors de montrer qu’une
formule symétrique est exacte pour(t� 1=2)2m�1. A cause de
la symétrie de cette fonction, la valeur exacte vautZ 10 (t� 1=2)2m�1 dt = 0: ci cs+1�i0:5 t(t� 1=2)2m�1
Pour une formule de quadrature symétrique on abi(ci�1=2)2m�1+bs+1�i(cs+1�i�1=2)2m�1 = 0.
Donc, l’approximation numérique de

R 10 (t� 1=2)2m�1 dt est également zéro.

I.2 Etude de l’erreur

Afin d’étudier l’erreur commise en approchant l’intégrale par une formule de quadrature, commen-
çons par uneexṕerience nuḿerique:

Prenons une fonctionf(x), définie sur[a; b], divisons l’intervalle en plusieurs sous-intervalles
équidistants (h = (b � a)=N ) et appliquons une formule de quadrature du paragraphe précedent.
Ensuite, étudions l’erreur (en échelle logarithmique)err = Z ba f(x) dx� N�1Xj=0 h sXi=1 bif(xj + cih) (2.1)

en fonction defe (nombre d’évaluations de la fonctionf(x); on a fe = N � (s � 1) + 1 pour
Newton-Cotes). Le nombrefe représente une mesure pour le travail (proportionnel au temps de



Intégration Nuḿerique 5

calcul sur un ordinateur). La fig. I.3 montre les résultats (pourN = 1; 2; 4; 8; 16; 32; : : :) obtenus
par les formules de Newton-Cotes pour les deux intégrales :Z 30 cos(x) exp(sin(x)) dx et

Z 20 cos(x) dx:

100 10−3 10−6 10−9 10−12

101

102

103

100 10−3 10−6 10−9 10−12

101

102

103

fe

erreur

fe

erreur

trapèze (ordre2)
Simpson (ordre4)
Newton (ordre4)

Boole (ordre6)s = 6 (ordre6)
Weddle (ordre8)

FIG. I.3 – Le travail fe en fonction de l’erreur pour les formules de Newton-Cotes

En étudiant les résultats de la fig. I.3, nous constatons que :

– log10(fe) dépend linéairement du nombre de chiffres exacts, donné par� log10(err);
– la pente de chaque droite est1=p (oùp est l’ordre de la formule);
– pour un travail équivalent, les formules avec un ordre élevé ont une meilleure précision.

Explication des résultats de la fig. I.3.Etudions d’abord l’erreur faite sur un sous-intervalle de
longueurh E(f; x0; h) = Z x0+hx0 f(x) dx� h sXi=1 bif(x0 + cih)= h�Z 10 f(x0 + th) dt� sXi=1 bif(x0 + cih)�: (2.2)

En supposantf suffisamment différentiable, on peut remplacerf(x0 + th) et f(x0 + cih) par les
séries de Taylor (développées autour dex0), et on obtient ainsiE(f; x0; h) = Xq�0 hq+1q! �Z 10 tq dt� sXi=1 bicqi�f (q)(x0)= hp+1p! � 1p + 1 � sXi=1 bicpi �f (p)(x0) +O(hp+2) (2.3)

(ici, on a bien supposé que la formule de quadrature ait l’ordrep mais pas l’ordrep + 1). La
constante C = 1p!� 1p+ 1 � sXi=1 bicpi � (2.4)
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s’appelleconstante de l’erreur. Supposons queh soit petit de manière à ce que le termeO(hp+2)
dans (2.3) soit négligeable par rapport au termeChp+1, alors on obtienterr = N�1Xj=0 E(f; xj; h) � Chp N�1Xj=0 hf (p)(xj) � Chp Z ba f (p)(x) dx = Chp�f (p�1)(b)� f (p�1)(a)�:

(2.5)
Cette formule nous permet de mieux comprendre les résultats de la fig. I.3. Commeerr � C1 � hp
et fe� C2=h, nous avons� log10(err) � � log10(C1)� p � log10(h) � Const+ p � log10(fe):
Ceci montre la dépendance linéaire entrelog10(fe) et� log10(err), et aussi le fait que la pente soit
de1=p.

Estimation rigoureuse de l’erreur. Notre but suivant est de trouver une estimation exacte de l’er-
reur d’une formule de quadrature. Une telle estimation nous permettra de démontrer des théorèmes
de convergence et assurera une certaine précision du résultat numérique.

Théorème 2.1Consid́erons une formule de quadrature d’ordrep et un entierk satisfaisantk � p.
Sif : [x0; x0 + h]! IR estk fois contin̂ument diff́erentiable, l’erreur (2.2) v́erifieE(f; x0; h) = hk+1 Z 10 Nk(�)f (k)(x0 + �h) d� (2.6)

oùNk(�), le noyau de Peano, est donné parNk(�) = (1� �)kk! � sXi=1 bi (ci � �)k�1+(k � 1)! où (�)k�1+ := ( (�)k�1 si � > 0,0 si � � 0.

Démonstration.Nous introduisons la série de Taylor avec reste1f(x0 + th) = k�1Xj=0 (th)jj! f (j)(x0) + hk Z t0 (t� �)k�1(k � 1)! f (k)(x0 + �h) d� (2.7)

dans la formule (2.2) pourE(f; x0; h). En utilisantZ t0 (t� �)k�1g(�) d� = Z 10 (t� �)k�1+ g(�) d�
et le fait que la partie polynomiale de (2.7) ne donne pas de contribution à l’erreur (à cause dep � k), nous obtenonsE(f; x0; h) = hk+1 Z 10 �Z 10 (t� �)k�1+(k � 1)! dt� sXi=1 bi (ci � �)k�1+(k � 1)! �f (k)(x0 + �h) d�:
Une évaluation de l’intégrale intérieure donne le résultat.1: voir le paragraphe III.7 du livre de E. Hairer & G. Wanner (1995),Analysis by Its History.Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer.
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Théorème 2.2 (Propríetés du noyau de Peano)Consid́erons une formule de quadrature d’ordrep et un nombrek satisfaisant1 � k � p. Alors, on a:
a) N 0k(�) = �Nk�1(�) pourk � 2 (pour � 6= ci si k = 2);
b) Nk(1) = 0 pourk � 1 si ci � 1 (i = 1; : : : ; s);
c) Nk(0) = 0 pourk � 2 si ci � 0 (i = 1; : : : ; s);
d)

Z 10 Np(�) d� = 1p!� 1p+ 1 � sXi=1 bicpi � = C (constante de l’erreur (2.4));

e) N1(�) est lińeaire par morceaux, de pente�1 et avec des sauts de hauteurbi aux pointsci
(i = 1; : : : ; s).

0 1
c1 c2 c3 c4b1 �b2 b3 b4

FIG. I.4 –Le noyau de PeanoN1(�) d’une formule de quadrature

Les noyaux de Peano pour la formule du point milieu sontN1(�) = ��� si � < 1=21� � si � � 1=2 N2(�) = ( � 2=2 si � � 1=2(1� �)2=2 si � � 1=2
(voir la fig. I.5). Pour la formule de Newton-Cotes (s = 5), ils sont dessinés dans la fig. I.6.N1(�) N2(�)

FIG. I.5 –Noyaux de Peano pour la formule du point milieu

Grâce au résultat du théorème précédent, on peut facilement estimer l’erreur pour l’intervalle
entier[a; b]. Pour une division arbitraire (équidistante ou non;hj = xj+1� xj), notons l’erreur parerr = Z ba f(x) dx� N�1Xj=0 hj sXi=1 bif(xj + cihj): (2.8)

Théorème 2.3Soitf : [a; b] ! IR k fois contin̂ument diff́erentiable et soit l’ordre de la formule
de quadraturéegalà p (p � k). Alors, l’erreur (2.8) admet l’estimationjerrj � hk � (b� a) � Z 10 jNk(�)j d� � maxx2[a;b] jf (k)(x)j (2.9)

où h = maxj hj.
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N4(�) N5(�) N6(�)

FIG. I.6 – Noyaux de Peano pour la formule de Newton-Cotes avecs = 5
Démonstration.La formule (2.6) donnejE(f; x0; h)j � hk+1 Z 10 jNk(�)j � jf (k)(x0 + �h)j d�� hk+1 Z 10 jNk(�)j d� � maxx2[x0;x0+h] jf (k)(x)j:
Comme l’erreur (2.8) est la somme des erreurs sur les sous-intervalles de ladivision, on obtientjerrj � N�1Xj=0 jE(f; xj; hj)j � N�1Xj=0 hk+1j| {z }� hk � hj � Z 10 jNk(�)j d� � maxx2[xj;xj+1] jf (k)(x)j| {z }� maxx2[a;b] jf (k)(x)j
ce qui montre l’assertion (2.9), car

PN�1j=0 hj = b� a.

Exemples.Pour la formule du point milieu, on ajerrj � h2 � (b� a) � 124 � maxx2[a;b] jf 00(x)j;
pour la formule du trapèze jerrj � h2 � (b� a) � 112 � maxx2[a;b] jf 00(x)j;
pour la formule de Simpsonjerrj � h4 � (b� a) � 12880 � maxx2[a;b] jf (4)(x)j;
pour la formule de Newton-Cotes (s = 5)jerrj � h6 � (b� a) � 11935360 � maxx2[a;b] jf (6)(x)j:
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Le calcul de
R 10 jNp(�)j d� pour ces formules n’est pas difficile. Considérons par exemple la for-

mule de Newton-Cotes (s = 5). On constate queN6(�) ne change pas de signe sur[0; 1] (voir
fig. I.6) et on utilise la propriété (d) du théorème 2.2. Ceci donneZ 10 jN6(�)j d� = ���Z 10 N6(�) d� ��� = 16! ���17 � �3290�14�6 + 1290�12�6 + 3290�34�6 + 79016���� = 11935360:
I.3 Superconvergence

Si l’on fixe les nœudsc1; : : : ; cs (distincts), il existe une unique formule de quadrature(bi; ci) ayant
un ordrep � s. On obtient les poidsbi soit par la résolution du système linéaire (1.6), soit par la
formule de l’exercice 1.

Question.Y a-t-il un choix particulier desci permettant d’avoir un ordre supérieur?

Théorème 3.1Soit(bi; ci)si=1 une formule de quadrature d’ordrep � s et soitM(t) = (t� c1) � : : : � (t� cs): (3.1)

Alors, l’ordre est� s+m si et seulement siZ 10 M(t)g(t) dt = 0 pour tout polyn̂omeg(t) de degŕe� m� 1. (3.2)

Démonstration. Soit f(t) un polynôme de degrés + m � 1. L’idée, due à Jacobi (1826), est de
diviserf(t) parM(t) et d’écriref(t) sous la formef(t) = M(t)g(t) + r(t)
où degr � s�1 et degg � m�1. Alors, l’intégrale exacte et l’approximation numérique satisfontZ 10 f(t) dt = Z 10 M(t)g(t) dt+ Z 10 r(t) dtsXi=1 bif(ci) = sXi=1 biM(ci)| {z }= 0 g(ci) + sXi=1 bir(ci):
Comme la formule de quadrature est exacte pourr(t) (l’ordre est� s par hypothèse), elle est
exacte pourf(t) si et seulement si

R 10 M(t)g(t) dt = 0.

Exemple 3.2 Pour qu’une formule de quadrature às = 3 étages ait un ordre� 4, il faut que0 = Z 10 (t� c1)(t� c2)(t� c3) dt = 14 � (c1 + c2 + c3)13 + (c1c2 + c1c3 + c2c3)12 � c1c2c3;
ce qui est équivalent à c3 = 1=4� (c1 + c2)=3 + c1c2=21=3� (c1 + c2)=2 + c1c2 :
Corollaire 3.3 Sip est l’ordre d’une formule de quadraturèa s étages, alorsp � 2s: (3.3)
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Démonstration. Supposons, par l’absurde, que l’ordre satisfassep � 2s + 1. Alors, l’intégrale
dans (3.2) est nulle pour tout polynômeg(t) de degré� s. Ceci contredit le fait queZ 10 M(t)M(t) dt = Z 10 (t� c1)2 � : : : � (t� cs)2 dt > 0:

Pour construire une formule de quadrature d’ordre2s (si elle existe), il faut trouver un poly-
nômeM(t) de degrés qui satisfasse (3.2) avecm = s. Ceci peut être réalisé à l’aide de polynômes
orthogonaux, car la condition (3.2) signifie queM(t) est orthogonal à tous les polynômes de degrém� 1 pour le produit scalairehf; gi = R 10 f(t)g(t) dt.
I.4 Polynômes orthogonaux

Nous nous mettons dans une situation un peu plus générale. Considérons unefonction de poids! : (a; b)! IR qui satisfasse les deux propriétés suivantes:!(t) > 0 pour t 2 (a; b) (4.1)Z ba !(t)jtjk dt <1 pour k = 0; 1; 2; : : : (4.2)

Des exemples typiques sont!(t) = 1 sur un intervalle borné, ou!(t) = 1=p1� t2 sur (�1; 1),
ou!(t) = e�t sur(0;1).

Sur l’ensemble des polynômes (à coefficients réels), nous définissons unproduit scalaireparhf; gi = Z ba !(t)f(t)g(t) dt: (4.3)

Les propriétés du produit scalaire (bilinéarité, symétrie et positivité) sont faciles à vérifier. A l’aide
de ce produit scalaire, on peut parler d’orthogonalité. On dit quef est orthogonal à g () hf; gi = 0: (4.4)

Théorème 4.1 (existence et unicité des polyn̂omes orthogonaux) Il existe une suite de polynômesp0; p1; p2; : : : telle quepk(t) = tk + polyn̂ome de degŕek � 1 (normalisation)hpk; gi = 0 pour tout polyn̂ome de degŕe � k � 1: (orthogonalité)

Ces polyn̂omes sont uniques et ils satisfont la formule de récurrencepk+1(t) = (t� �k+1) pk(t)� 
2k+1 pk�1(t) (4.5)p�1(t) = 0; p0(t) = 1
où les coefficients�k+1, 
k+1 sont donńes par�k+1 = htpk; pkihpk; pki ; 
2k+1 = hpk; pkihpk�1; pk�1i : (4.6)
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TAB. I.2 –Polyn̂omes orthogonaux

notation (a; b) !(t) nom normalisationPk(t) (�1; 1) 1 Legendre Pk(1) = 1Tk(t) (�1; 1) 1=p1� t2 Chebyshev Tk(1) = 1P (�;�)k (t) (�1; 1) (1� t)�(1 + t)� Jacobi,�; � > �1 P (�;�)k (1) = �k+�k �L(�)k (t) (0;1) t�e�t Laguerre,� > �1 L(�)k (0) = �k+�k �Hk(t) (�1;1) e�t2 Hermite —

Démonstration. (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). Le polynômep0(t) = 1 satisfait les deux
propriétés demandées. Supposons, par récurrence, qu’on connaisse déjàp0; p1; : : : ; pk et construi-
sons le polynômepk+1. La normalisation choisie implique quepk+1(t)� tpk(t) soit un polynôme
de degrék, et on a pk+1(t) = tpk(t) + kXj=0�jpj(t); (4.7)

car chaque polynôme de degrék peut être écrit comme une combinaison linéaire dep0; p1; : : : ; pk.
Il reste à montrer que l’orthogonalité détermine uniquement les�j. Le produit scalaire de la for-
mule (4.7) avecpk donne 0 = hpk+1; pki = htpk; pki+ �khpk; pki:
Cette relation nous permet de calculer�k; on obtient�k = ��k+1 avec�k+1 défini dans (4.6).
Ensuite, nous prenons le produit scalaire de (4.7) avecpk�1:0 = hpk+1; pk�1i = htpk; pk�1i+ �k�1hpk�1; pk�1i: (4.8)

Nous reformulonshtpk; pk�1i comme suithtpk; pk�1i = hpk; tpk�1i = hpk; pk + pol. de degrék � 1i = hpk; pki; (4.9)

et nous insérons (4.9) dans (4.8) pour obtenir�k�1 = �
2k+1. Finalement, nous prenons le produit
scalaire de (4.7) avecpi où i 2 f0; 1; : : : ; k � 2g0 = hpk+1; pii = htpk; pii| {z }hpk; tpii = 0+ �ihpi; pii
et nous en déduisons que�i = 0. Avec les valeurs de�i ainsi trouvées, la formule (4.7) devient la
récurrence (4.5).

Cette construction des�i ne nous laisse pas d’autre choix, d’où l’unicité depk+1(t).
Les fonctions de poids et les intervalles considérés pour quelques polynômes orthogonaux

importants sont présentés dans le tableau I.2. Souvent, on utilise une autre normalisation (voir
dernière colonne) que celle du théorème 4.1.

Les polynômes du théorème 4.1 vont jouer le rôle deM(t) dans (3.2). Nous sommes fort
intéressés à trouver de tels polynômes ayant uniquement des racines réelles.
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Théorème 4.2Soitpk(t) un polyn̂ome de degŕek orthogonalà tous les polyn̂omes de degrék�1.
Alors, toutes les racines depk(t) sont ŕeelles, simples et dans l’intervalle ouvert(a; b).
Démonstration. Notons part1; : : : ; tr les racines depk(t) qui sont réelles, dans(a; b) et oùpk(t)
change de signe (voir la fig. I.7).

a t1 t2 bpk(t) g(t)
FIG. I.7 – Illustration de la d́emonstration du th́eor̀eme 4.2

Le but est de montrerr = k. Supposons, par l’absurde, quer < k. Avec le polynômeg(t) =(t� t1) � : : : � (t� tr) de degrér < k, on a0 6= Z ba !(t)| {z }> 0 pk(t) g(t)| {z }
ne change pas

de signe sur(a; b) dt = hpk; gi = 0;
d’où la contradiction.

Théorème 4.3 (formule de Rodrigues)Les polyn̂omes orthogonaux du théor̀eme 4.1 satisfontpk(t) = Ck � 1!(t) � dkdtk�!(t)(t� a)k(b� t)k�; (4.10)

si la partie droite de (4.10) est un polynôme de degŕe k. La constanteCk est d́etermińee par la
normalisation depk.
Démonstration. Soit g(t) un polynôme de degré� k � 1. Il suffit de montrer que le polynôme,
défini par (4.10), satisfaithpk; gi = 0. Plusieurs intégrations par parties donnenthpk; gi = Ck Z ba !(t) � 1!(t) � dkdtk�: : :� � g(t) dt= Ck dk�1dtk�1�: : :� � g(t)���ba| {z }= 0 � Ck Z ba dk�1dtk�1�: : :� � g0(t) dt= : : : = (�1)k � Ck Z ba �: : :� � g(k)(t) dt = 0;
ce qui montre l’affirmation.
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Polynômes de LegendrePk(t). On considère l’intervalle(�1; 1) et la fonction de poids!(t) = 1.
Au lieu de supposer que le coefficient le plus haut dePk(t) soit 1 (voir le théorème 4.1), on
demande quePk(1) = 1 (voir le tableau I.2). Commedkdtk�(1 + t)k(1� t)k����t=1 = (�1)k � k! � 2k;
la formule (4.10) pourt = 1 donne1 = Ck � (�1)k � k! � 2k. Par conséquent, les polynômes de
Legendre sont donnés parPk(t) = (�1)kk! � 2k � dkdtk �(1 + t)k(1� t)k�: (4.11)

Les premiers de ces polynômes sontP0(t) = 1; P1(t) = t; P2(t) = 32t2 � 12 ; P3(t) = 52t3 � 32t: (4.12)

Ils sont dessinés dans la fig. I.8. P1(t)
P2(t)

P3(t) P4(t) P5(t)
FIG. I.8 – Polyn̂omes de Legendre

Une conséquence de(1 + t)k(1� t)k = (1� t2)k est quePk(t) = Pk(�t) si k est pairPk(t) = �Pk(�t) si k est impair.
(4.13)

I.5 Formules de quadrature de Gauss

Dans ce paragraphe, nous construisons des formules de quadrature avec un ordrep = 2s. Selon
le théorème 4.1, il existe un unique polynômeM(t) de degrés qui soit orthogonal à tous les
polynômes de degré� s� 1, c.-à-d.,Z 10 M(t)g(t) dt = 0 si degg � s� 1:
Ce polynôme est donné par M(t) = C � Ps(2t� 1); (5.1)
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oùPs(x) est lesèmepolynôme de Legendre, carZ 10 Ps(2t� 1)g(t) dt = 12 Z 1�1 Ps(x)g((x + 1)=2) dx = 0:
Toutes les racines dePs(2t�1) sont réelles et situées dans l’intervalle(0; 1) (théorème 4.2). Alors,
le théorème 3.1 nous donne le résultat suivant.

Théorème 5.1 Il existe une formule de quadrature unique d’ordre2s. Elle est donńee par:c1; : : : ; cs sont les racines dePs(2t� 1);b1; : : : ; bs sont donńes par (1.6).

Exemple 5.2 (formules de Gauss)Les formules de quadrature du théorème précédent s’appellent
formules de Gauss. Pour de petites valeurs des, elles sont faciles à obtenir: il suffit de calculer les
racines de (4.12) et de résoudre le système (1.6) tout en exploitant la symétrie de la formule. Pours � 3, on obtient ainsi:s = 1 : Z 10 g(t) dt � g�12� (formule du point milieu)s = 2 : Z 10 g(t) dt � 12g�12 � p36 �+ 12g�12 + p36 �s = 3 : Z 10 g(t) dt � 518g�12 � p1510 �+ 818g�12�+ 518g�12 + p1510 �
Si s est grand (disonss � 10), le calcul exact des racines dePs(x) n’est pas toujours possible et la
résolution exacte du système (1.6) peut poser des problèmes. Décrivons alors leur calcul pratique.

Calcul de nœuds.En utilisant la formule de récurrence(k + 1)Pk+1(x) = (2k + 1) xPk(x)� k Pk�1(x); (5.2)

(exercice 11) on peut facilement calculer la valeur dePs(x) pour unx donné. Le calcul des racines
1; : : : ; 
s du polynômePs(x) peut alors être fait par bissection (voir exercice??? 12), et on obtient
les nœuds de la formule de Gauss à l’aide deci = (1 + 
i)=2.

Calcul de poids.Au lieu de résoudre le système (1.6), on peut aussi utiliser la formule explicitebi = 1(1� 
2i )(P 0s(
i))2 = 1� 
2is2(Ps�1(
i))2 ; (5.3)

qui est donnée ici sans démonstration2. La deuxième identité de (5.3) est une conséquence de
l’exercice 11.

Théorème 5.3Une formule de quadrature a l’ordrep � 2s� k (avec1 � k � s) si et seulement
si les nœudsc1; : : : ; cs sont les racines deM(t) = �0Ps(2t� 1) + �1Ps�1(2t� 1) + : : :+ �kPs�k(2t� 1) (5.4)

(avec des nombres réels�0; : : : ; �k, �0 6= 0) et si les poidsb1; : : : ; bs sont donńes par (1.6).2: voir M. Abramowitz & I.A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover Publ., page 887
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Démonstration. Écrivons le polynômeM(t) = (t� c1) � : : : � (t� cs) sous la formeM(t) = �0Ps(2t� 1) + sXi=1 �iPs�i(2t� 1):
D’après le théorème 3.1, la formule de quadrature a l’orders + (s � k) si et seulement siM(t)
est orthogonal aux polynômes de degrés� k � 1. Ceci est le cas si�k+1 = : : : = �s = 0, ce qui
démontre (5.4).

Exemple 5.4 (formules de Lobatto)Si c1; : : : ; cs sont les racines deM(t) = Ps(2t� 1)� Ps�2(2t� 1); (5.5)

on obtient une formule de quadrature d’ordre2s � 2. Elle s’appelleformule de Lobatto. A cause
dePk(1) = 1 et dePk(�1) = (�1)k, on ac1 = 0 et cs = 1. Des cas particuliers sont la formule
du trapèze (s = 2) et la formule de Simpson (s = 3). Pours = 4, on obtientZ 10 g(t) dt � 112g(0) + 512g�12 � p510 �+ 512g�12 + p510 �+ 112g(1):

Etudions encore lapositivit́e de l’approximation numérique obtenue par une formule de qua-
drature. On sait que l’intégrale exacte satisfaitg(t) � 0 sur (0; 1) =) Z 10 g(t) dt � 0: (5.6)

L’analogue numériqueg(t) � 0 sur (0; 1) =) sXi=1 big(ci) � 0 (5.7)

est vrai pour toute fonctiong(t) si et seulement sibi > 0 i = 1; : : : ; s (5.8)

(on ne considère pas de formule de quadrature ayant des poids nuls).

Théorème 5.5Pour une formule de quadrature d’ordre� 2s� 1 (s étant le nombre d’́etages), les
poidsbi satisfont (5.8).

Démonstration.Considérons le polynôme de degrés� 1`i(t) = Yj 6=i (t� cj)(ci � cj)
et intégrons son carré par la formule de quadrature. On obtientbi = sXj=1 bj`2i (cj) = Z 10 `2i (t) dt > 0;
car la formule de quadrature est exacte pour`2i (t).
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Remarque.Les formules de Gauss satisfont (5.8) pour touts. Les formules de Newton-Cotes (voir
le paragraphe I.1) ne satisfont (5.8) que pours � 8 et pours = 10.

I.6 Un programme adaptatif – TEGRAL

Posons-nous le problème d’écrire un programme
FUNCTION TEGRAL ( FCN, A, B, TOL )

qui, pour une fonctionf : [a; b] ! IR donnée, calcule la valeur de
R ba f(x) dx à une précision

relative deTOL. Si l’on fixe la formule de quadrature (par exemple la formule de Gauss d’ordre30
avecs = 15), il faut trouver une division� = fa = x0 < x1 < : : : < xN = bg de l’intervalle(a; b) afin que l’approximation numériqueI� satisfasse���I� � Z ba f(x) dx��� � TOL � Z ba jf(x)j dx: (6.1)

Pour une fonctionf ne changeant pas de signe sur(a; b), la condition (6.1) signifie quel’erreur
relativeest bornée parTOL. On a mis la valeur absolue sous l’intégrale de droite pour éviter des
ennuis dans le cas où

R ba f(x) dx est très petit ou nul.

Pour écrire un tel programme, on est confronté aux deux problèmes suivants:

– choix de la division pour que (6.1) soit satisfait;
– estimation de l’erreurI� � R ba f(x) dx.

Détermination de la division.Pour un sous-intervalle(x0; x0 + h) de (a; b), on sait calculer les
valeurs

res(x0; x0 + h) = h sXi=1 bif(x0 + cih); (6.2)

resabs(x0; x0 + h) = h sXi=1 bijf(x0 + cih)j: (6.3)

Supposons, pour le moment, qu’on connaisse aussi une estimation de l’erreur

err (x0; x0 + h) � res(x0; x0 + h)� Z x0+hx0 f(x) dx: (6.4)

L’algorithme pour trouver une division convenable est le suivant:

i) on calculeres(a; b), resabs(a; b) et err (a; b). Sijerr (a; b)j � TOL � resabs(a; b);
on accepteres(a; b) comme approximation de

R ba f(x) dx et on arrête le calcul; sinon
ii) on subdivise(a; b) en deux sous-intervallesI1 = (a; (a + b)=2) et I2 = ((a + b)=2; b) et on

calculeres(I1), resabs(I1), err (I1) et res(I2), resabs(I2), err (I2). On poseN = 2 et on
regarde si NXj=1 jerr (Ij)j � TOL � � NXj=1 resabs(Ij)�: (6.5)

Si (6.5) est vérifié, on accepteres(I1) + res(I2) comme approximation de
R ba f(x) dx; sinon
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iii) on poseN := N + 1 et onsubdivise l’intervalle òu l’erreur est maximale(disonsIk) en deux
sous-intervalles équidistants qu’on denote parIk et IN+1. Ensuite, on calculeres, resabset
err pour ces deux intervalles. Si (6.5) est vérifié, on arrête le calcul et onaccepteNXj=1 res(Ij) � Z ba f(x) dx (6.6)

comme approximation de l’intégrale; sinon on répète la partie (iii) de cet algorithme.

Estimation de l’erreur (6.4). Malheureusement, les formules pour l’erreur, obtenues dans le para-
graphe I.2, ne sont pas très utiles pour un programme général, car on ne connaı̂t que très rarement
la pèmedérivée de la fonctionf(x) (dans notre situationp = 30).

L’idée est d’appliquer une deuxième formule de quadrature(bbi; bci)bsi=1 et d’utiliser la différence
de deux approximations numériques comme estimation de l’erreur du moins bon résultat. Pour que
le travail supplémentaire soit négligeable, on supposebs � s et on reprend les mêmes évaluations
de f , c.-à-d., on supposebci = ci pour tousi. Une telle formule de quadrature s’appelleformule
embôıtée, si pour au moins un indicei on abbi 6= bi.
Remarque.Si (bi; ci)si=1 est une formule de quadrature d’ordrep � s, l’ordre d’une formule em-
boı̂tée estbp � s� 1. Ce résultat découle du fait que, pour une formule de quadrature d’ordre� s,
les poidsbi sont uniquement déterminés par ses nœudsci.

Pour la formule de Gauss (s = 15; p = 30), on obtient une formule emboı̂tée(bbi; ci)si=1
d’ordre14 en enlevant le point milieuc8 = 1=2 (voir fig. I.9), c.-à-d., on posebb8 = 0. L’expression
calculable

ERR1 := h sXi=1 bif(x0 + cih)� h sXi=1 bbif(x0 + cih) � C1h15 (6.7)

est une approximation de l’erreur de la formule emboı̂tée, car

ERR1= �h sXi=1 bif(x0 + cih)� Z x0+hx0 f(x) dx| {z }= Ch31 +O(h32) �+ �Z x0+hx0 f(x) dx� h sXi=1 bbif(x0 + cih)| {z }= Ch15 +O(h16) �:
Pour le programmeTEGRAL, on considère encore une deuxième formule emboı̂tée qui a pour
nœudsfc2; c4; c6; c10; c12; c14g et un ordre6 (voir la fig. I.9). On dénote les poids de cette formule

de quadrature par
bbbi et on définit

ERR2 := h sXi=1 bif(x0 + cih)� h sXi=1 bbbif(x0 + cih) � C2h7: (6.8)

0 1.5

formule de Gauss, ordre30
formule emboı̂tée, ordre14
formule emboı̂tée, ordre6

FIG. I.9 – Formule de Gauss et ses formules emboı̂tées

Il y a plusieurs possibilités pour définirerr (x0; x0 + h).
– i) err (x0; x0 + h) := ERR1; cette estimation est trop pessimiste. En général, la formule de

Gauss donne un résultat largement meilleur que la formule emboı̂tée d’ordre14.
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– ii) dans le programmeTEGRAL, on a choisi l’approximation

err (x0; x0 + h) := ERR1� �ERR1

ERR2

�2; �� h15 � �h15h7 �2 � h31�
ce qui donne de bons résultats.

Exemples.1) Si l’on applique le programmeTEGRALavecTOL = 10�10 à la fonction de la fig. I.1,
on obtient le résultat avec une erreur de2:0 � 10�14. La division choisie est donnée dans la fig. I.10.

FIG. I.10 –Division choisie par TEGRAL pourf(x) = 2 + sin(3 cos(0:002(x�40)2)) sur (10; 110)
2) Appliquons le même programme à la fonctionf(x) = px � log x sur (0; 1); (6.9)

qui a une singularité au point0 dans la dérivée. Les divisions successives de l’intervalle par l’al-
gorithme sont présentées dans la fig. I.11. On voit que l’intervalle où l’erreur est maximale est tou-
jours celui qui est tout à gauche. Les erreurs sont données dans le tableau I.3. La convergence est
très lente et on se demande s’il n’y a pas de possibilité d’accélérer laconvergence de la suitefSNg.

TAB. I.3 – Résultat de TEGRAL pour (6.9)N SN errN = SN � R 10 f(x) dx errN=errN�11 �0:4446200164956040 �0:176 � 10�03 —2 �0:4445133092592463 �0:689 � 10�04 0:3923 �0:4444711927155809 �0:267 � 10�04 0:3884 �0:4444547502264998 �0:103 � 10�04 0:3855 �0:4444483881989293 �0:394 � 10�05 0:3836 �0:4444459448772271 �0:150 � 10�05 0:380� � � � � � � � � �21 �0:4444444444449658 �0:521 � 10�12 0:36622 �0:4444444444446352 �0:191 � 10�12 0:366
FIG. I.11 –Division choisie par TEGRAL pour (6.9)
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I.7 L’epsilon-algorithme

Etant donnée une suitefS0; S1; S2; : : :g qui converge lentement vers la valeurS. Le but est de
trouver une autre suite avec la même limite, mais qui converge plus rapidement.

Souvent, on peut observer que la suite satisfaitSn+1 � S � � � (Sn � S); (7.1)

ou de façon équivalente Sn � S + C � �n: (7.2)

Par exemple, la suiteSn du tableau I.3 satisfait approximativement (7.1) avec� = 0:366. Un autre
exemple fréquent est donné par la méthode des approximations successivesSn+1 = g(Sn) pour
calculer un point fixe deg(x), c.-à-d. unS satisfaisantS = g(S). Si g est différentiable,Sn+1 � S = g(Sn)� g(S) � g0(S) � (Sn � S):
Ceci est (7.1) avec� = g0(S).
Le procédé �2 d’Aitken (1926). L’idée est de remplacer “�” par “=” dans (7.2) et de calculer�; C etS de trois formules consécutives. Avec la notation�Sn := Sn+1 � Sn (différence finie); (7.3)

on obtient alors�Sn = C�n(�� 1); �Sn+1 = C�n+1(�� 1); �2Sn = C�n(�� 1)2;
où�2Sn = �(�Sn) = �Sn+1 ��Sn = Sn+2 � 2Sn+1 + Sn est la deuxième différence finie. On
en déduit que S = Sn+1 � C�n+1 = Sn+1 � �Sn ��Sn+1�2Sn : (7.4)

Si (7.2) n’est pas satisfait exactement, la valeur deS dans (7.4) va dépendre den. On obtient ainsi
une autre suitefS 0ng définie par (procédé�2 d’Aitken)S 0n = Sn+1 � �Sn ��Sn+1�2Sn ; (7.5)

qui, en général, converge plus rapidement versS que la suite originalefSng.
Exemple.Pour la suitefSng du tableau I.3, le résultat est donné dans le tableau I.4.

TAB. I.4 –Acćelération de la convergence pourfSng du tableau I.3n Sn S 0n S 00n1 �0:44462001649560 �0:44444373050429 �0:444444444444452 �0:44451330925925 �0:44444421992844 �0:444444444444443 �0:44447119271558 �0:44444437296661 �0:444444444444444 �0:44445475022650 �0:44444442146079 �0:444444444444445 �0:44444838819893 �0:44444443699301 �0:444444444444446 �0:44444594487723 �0:44444444201188 �0:44444444444444
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Pour généraliser l’idée d’Aitken, on considère une suitefSng pour laquelle on suppose, au lieu
de (7.2), Sn � S + C1 � �n1 + C2 � �n2 : (7.6)

Cette fois, on a5 paramètres à déterminer. Alors, on prend5 formules consécutives de (7.6), on
suppose égalité, et on calculeS;C1; �1; C2; �2. La valeur deS ainsi obtenue est dénotée parS 00n.
Shanks (1955) a fait ce calcul et il a trouvé la formule (nous ajoutons une formule semblable
pourS 0n)

S 0n = det� Sn Sn+1Sn+1 Sn+2 ��2Sn ; S 00n = det0B@ Sn Sn+1 Sn+2Sn+1 Sn+2 Sn+3Sn+2 Sn+3 Sn+4 1CAdet� �2Sn �2Sn+1�2Sn+1 �2Sn+2 �
(sans démonstration). Mais, pour un calcul numérique, ces formules ne sont pas très pratiques.
Wynn (1956) a trouvé une formule beaucoup plus simple:

Théorème 7.1 (�-algorithme) Etant donńee la suitefS0; S1; S2; : : :g. Si l’on d́efinit �(n)k par�(n)�1 = 0; �(n)0 = Sn;�(n)k+1 = �(n+1)k�1 + 1�(n+1)k � �(n)k ; k � 0; n � 0; (7.7)

alors,�(n)2 = S 0n, �(n)4 = S 00n, �(n)6 = S 000n ; : : :.
La démonstration de�(n)2 = S 0n se fait par un simple calcul de�(n)1 et de�(n)2 :�(n)1 = 0 + 1Sn+1 � Sn = 1�Sn ;�(n)2 = Sn+1 + 11�Sn+1 � 1�Sn = Sn+1 + �Sn ��Sn+1�Sn ��Sn+1 = S 0n:

Le cas général est moins évident et est donné sans démonstration. Tous les détails (démonstration
et autres propriétés) sont donnés dans un livre de Brezinski3.

Exemple.Pour la suite Sn = nXi=1 (�1)i+1i ; (7.8)

qui converge verslog(2), les erreurs de�(n)k ; k = 0; 2; 4; 6; : : : sont données dans la fig. I.12. L’amé-
lioration de la convergence par l’�-algorithme se voit clairement.3: C. Brezinski (1977):Acćelération de la Convergence en Analyse Numérique.Lecture Notes in Mathematics,
Nr. 584, Springer-Verlag. [MA 00.04/3 584]
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1210−15

10−12

10−9

10−6

10−3

100 k = 0k = 2k = 4k = 6k = 8k = 10k = 12k = 14
FIG. I.12 –Erreur de�(n)k en fonction den pour la suite (7.8)

I.8 Exercices

1. Soit(bi; ci)si=1 une formule de quadrature d’ordre� s. Montrer quebi = Z 10 `i(x) dx où `i(x) = sYj=1j 6=i (x� cj)(ci � cj) :
2. Si les nœuds d’une formule de quadrature satisfontci = 1� cs+1�i (pour tousi) et si la formule a un

ordrep � s, alors on a nécessairementbi = bs+1�i, c’est-à-dire la formule est symétrique.

3. Calculer les formules de Newton-Cotes pour(ci) = (0; 1=3; 2=3; 1); (ci) = (0; 1=4; 2=4; 3=4; 1)
et déterminer l’ordre de ces formules de quadrature.
Indication.Les calculs se simplifient en utilisant l’exercice 2.

4. Calculer la constante d’erreur pour la formule de Simpsonet de Newton. Expliquer pourquoi, malgré
le fait que la méthode de Newton possède une constante d’erreur plus petite, la méthode de Simpson
est meilleure si on compare l’erreur avec le travailfe (voir la fig. I.3).

5. Calculer les noyaux de PeanoNk(�) (k = 1; 2) pour la règle du trapèze et les dessiner. Remarquer
une relation avec les polynômes de Bernoulli et la formule d’Euler-Maclaurin.4

6. Montrer que, pour une formule de quadrature symétrique,les noyaux de Peano satisfontNk(1� �) = (�1)kNk(�):
7. Calculer les noyaux de PeanoNk(�) (k = 1; 2; 3; 4) pour la formule de Simpson. Les dessiner. Est-ce

queN4(�) change de signe sur l’intervalle[0; 1]?
8. Soitp l’ordre d’une formule de quadrature et supposons que le noyau de PeanoNp(�) ne change pas

de signe sur[0; 1]. Montrer qu’avec un� 2 (x0; x0 + h)Z x0+hx0 f(x) dx� h sXi=1 bif(x0 + cih) = hp+1p! � 1p+ 1 � sXi=1 bicpi �f (p)(�):4: Hairer & Wanner,Analysis by Its History, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer, 2nd printing 1997.
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9. (Formule de Radau). Déterminerc2; b1; b2 dans la formule de quadratureZ 10 g(t) dt � b1g(0) + b2g(c2)
afin que son ordre soit maximal.
Résultat. c2 = 2=3, b1 = 1=4, b2 = 3=4 etp = 3.

10. Calculer la formule de quadrature de Gauss avecs = 3. Le résultat est donné dans l’exemple 5.2.

11. Pour lespolyn̂omes de Legendredémontrer les formules(k + 1)Pk+1(x) = (2k + 1)xPk(x)� kPk�1(x); (8.1)(1� x2)P 0k(x) = �kxPk(x) + kPk�1(x): (8.2)

Indication.Pour (8.1), écrirexPk(x) comme combinaison linéaire deP0(x); : : : ; Pk+1(x) et utiliser
l’orthogonalité de ces polynômes pour déterminer les coefficients qui multiplientP0(x); : : : ; Pk�2(x).
Pour trouver les trois derniers coefficients, utiliser les valeurs dePj(1); Pj(�1) ainsi que le coeffi-
cient du terme dominant dePj(x).

12. Calculer pourn = 1; 2; 3; : : : les racines du polynôme de LegendrePn(x) en utilisant laméthode de
bissection.

(a) Localiser les racines dePn(x) en utilisant celles dePn�1(x) (les racines dePn(x) sont séparées
par les racines dePn�1(x));

(b) Si [a; b] est un intervalle avecPn(a) � Pn(b) < 0 alors

10 CENTR=(A+B)/2.D0
PC=P(N,CENTR)
IF (CENTR.EQ.A.OR.CENTR.EQ.B) GOTO 40
IF (PA*PC.LT.0.D0) THEN

B=CENTR
PB=PC

ELSE
A=CENTR
PA=PC

END IF
GOTO 10

40 CONTINUE
WRITE (6,*) CENTR,PC

Pour écrire laFUNCTION P(N,X) qui calcule la valeur de la fonctionPn(x), utiliser la for-
mule de récurrence (1) etP0(x) = 1, P1(x) = x.

13. Calculer la constante d’erreurCs pour la formule de Gauss avecs nœuds d’ordre2s.
Indication.Cs est l’erreur de la formule quand elle est appliquée à un polynôme de degré2s de la
formet2s=(2s)!+ : : : . EssayerK �Ps(2t� 1))2, et utiliser la formule de récurrence de l’exercice 11
pour evaluer

R 1�1 Ps(x)2 dx. Le résultat estCs = (s!)4(2s+ 1)(2s!)3 :
14. Montrer que pour les formules de quadrature de Gauss (ordre p = 2s) le noyau de PeanoN2s(�) ne

change pas de signe.
Indication.Faire une démonstration par l’absurde et utiliser le théorème de Rolle.
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15. Soientc(s)1 ; c(s)2 ; : : : ; c(s)s les nœuds de la formule de quadrature de Gauss d’ordre2s etc(s+1)1 ; c(s+1)2 ,: : :, c(s+1)s+1 ceux de la formule d’ordre2s+ 2. Montrer qu’on a alors0 < c(s+1)1 < c(s)1 < c(s+1)2 < c(s)2 < : : : < c(s)s < c(s+1)s+1 < 1:
Indication. Procéder par récurrence en utilisant le fait que siPs(x) = 0, alorsPs�1(x) et Ps+1(x)
sont de signe opposé (voir formule (8.1).

16. (Formules de Radau). Montrer qu’il existe une unique formule de quadrature d’ordre2s � 1 qui
satisfaitcs = 1.
Indication.Vérifier d’abord que(1� x)P (1;0)s�1 (x) = Const � (Ps(x)� Ps�1(x))
oùP (1;0)s�1 (x) est le polynôme de Jacobi. Cette relation est utile pour montrer que toutes les racines dePs(x)� Ps�1(x) sont réelles et simples.

17. Considérons une formule de quadrature d’ordrep � 1 satisfaisant0 � ci � 1. Montrer que, pour
toute fonctionf : [a; b]! IR intégrable au sens de Riemann, on a���Z ba f(x) dx� NXj=0hj sXi=1 bif(xj + cihj)��� �! 0
lorsqueh = maxj hj tend vers zéro.
Indication.Pour uni fixé, l’expression

PNj=0 hjf(xj + cihj) est une somme de Riemann.

18. Soitf : IR! IR, donnée parf(x) = a0 + mXk=1(ak cos(kx) + bk sin(kx)); ak; bk 2 IR:
(a) Quelle est la valeur exacte de

R 2�0 f(x) dx?

(b) Appliquer la règle du trapèze à
R 2�0 f(x) dx avech = 2�=N . A partir de quelle valeur deN , le

résultat est exacte?

(c) Appliquer une formule de quadrature d’ordre plus élev´e (par exemple celle de Gauss d’ordre 6,
voir exemple 5.2) et répondez à la même question que sous (b).

(d) Quelle formule de quadrature proposez-vous pour l’int´egration numérique d’une fonction pé-
riodique?

19. Considérons la suitefxng donnée parxn+1 = xn + 1� x2n=2; x0 = 0.

(a) Quelle est sa limite?

(b) Appliquer l’algorithme�2 d’Aitken pour accélerer la convergence.

(c) En utilisantx0; x1; : : : ; x8 comparer l’erreur de la suite avec sa limite avec ou sans le�2 d’Ait-
ken.

20. Considérons une suitefSng qui satisfait(Sn+1 � S) = �n(Sn � S) avec �n �! � et � 6= 1 :
a) Montrer que la suitefS0ng, donnée par le procédé�2 d’Aitken converge plus vite versS que la
suite originale, c.-à-d., S0n � SSn � S �! 0 pour n �!1 :
b) Donner une suite divergentefSng pour laquelle la suitefS0ng converge.
Indication.Nous savons que�Sn = (�n � 1)(Sn � S), trouver une formule similaire pour�2Sn.
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Chapitre II

Interpolation et Approximation

Le problème de l’interpolationconsiste à chercher des fonctions “simples” (polynômes, poly-
nômes par morceaux, polynômes trigonométriques) passant par des points donnés(x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn; yn); (0.1)

c.-à-d., on cherchep(x) avecp(xi) = yi pour i = 0; 1; : : : ; n. Si les valeurs deyi satisfontyi =f(xi) oùf(x) est une fonction donnée, il est intéressant d’étudier l’erreur de l’approximationf(x)� p(x) = ? (0.2)

Dans ce chapitre, nous allons commencer par l’interpolation avec des polynômes de degrén (for-
mule de Newton, estimation de l’erreur, convergence, influence des erreurs d’arrondi). Ensuite,
nous étudierons l’interpolation avec des polynômes trigonométriques (transformation de Fourier
rapide) et nous terminerons ce chapitre avec les fonctions splines.

Bibliographie sur ce chapitre

J.H. Ahlberg, E.N. Nilson & J.L. Walsh (1967):The Theory of Splines and Their Applications.
Academic Press, New York. [MA 65/4]

C. de Boor (1978):A Practical Guide to Splines. Springer-Verlag. [MA 65/141]

G.D. Knott (2000):Interpolating Cubic Splines.Birkhäuser. [MA 65/431]

H.J. Nussbaumer (1981):Fast Fourier Transform and Convolution Algorithms. Springer-Verlag.

H. Späth (1995):One Dimensional Spline Interpolation.AK Peters. [MA 65/362]

II.1 Diff érences diviśees et formule de Newton

Etant donnésn + 1 points (x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn; yn); (1.1)

où lesxi sont distincts, mais pas nécessairement ordonnés, on cherche un polynômep(x) de degrén qui satisfasse p(xi) = yi pour i = 0; 1; : : : ; n: (1.2)

Pour un exemple voir la fig. II.1.

Casn = 1. Le polynôme de degré1 (une droite) qui passe par(x0; y0), (x1; y1) est donné parp(x) = y0 + (x� x0) y1 � y0x1 � x0 : (1.3)
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10 p(x)
FIG. II.1 – Polyn̂ome d’interpolation de degré 5

Casn = 2. Pour obtenir un polynôme de degré2 (une parabole) qui passe par les trois points(x0; y0), (x1; y1), (x2; y2), on ajoute un terme de correction (de degré2) à la formule (1.3). Comme
ce terme doit être zéro aux pointsx0 etx1, on a nécessairementp(x) = y0 + (x� x0) y1 � y0x1 � x0 + a � (x� x0)(x� x1): (1.4)

Le coefficienta est déterminé parp(x2) = y2. Un calcul simple (soustrairep(x1) dep(x2) et diviser
par(x2 � x0)(x2 � x1)) nous donnea = 1x2 � x0� y2 � y1x2 � x1 � y1 � y0x1 � x0�: (1.5)

Avant de procéder au cas général, il est recommandé d’introduire une notation convenable pour
simplifier les expressions dans (1.5).

Définition 1.1 (différences diviśees) Pour(xi; yi) donnés (xi distincts) on définity[xi] := yi�y[xi; xj] := y[xj]� y[xi]xj � xi�2y[xi; xj; xk] := �y[xj; xk]� �y[xi; xj]xk � xi�ny[xi0; xi1 ; : : : ; xin ] := �n�1y[xi1 ; : : : ; xin ]� �n�1y[xi0 ; : : : ; xin�1 ]xin � xi0 :
Théorème 1.2 (formule de Newton, 1669)Le polyn̂ome d’interpolation de degrén qui passe par
lesn+ 1 points(x0; y0); (x1; y1); : : : ; (xn; yn), où lesxi sont distincts, est unique et donné parp(x) = y[x0] + (x� x0) �y[x0; x1] + (x� x0)(x� x1) �2y[x0; x1; x2]+ : : :+ (x� x0)(x� x1) � : : : � (x� xn�1) �ny[x0; x1; : : : ; xn]: (1.6)

Démonstration.Pourn = 1 etn = 2 la formule (1.6) est équivalente à (1.3) et à (1.4), (1.5). Pour
démontrer le cas général, nous procédons par induction. Supposons quep1(x) = y[x0] + (x� x0) �y[x0; x1] + : : :+ (x� x0) � : : : � (x� xn�2) �n�1y[x0; x1; : : : ; xn�1]
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soit le polynôme unique de degrén � 1 qui passe par(xi; yi) pour i = 0; 1; : : : ; n � 1. Alors,
comme dans (1.4), le polynômep(x) a nécessairement la formep(x) = p1(x) + a � (x� x0)(x� x1) � : : : � (x� xn�1);
oùa est déterminé parp(xn) = yn. Il en résulte l’unicité du polynôme d’interpolation.

Pour montrer quea = �ny[x0; x1; : : : ; xn], ce qui achève la démonstration, nous considérons
également le polynôme de degrén� 1p2(x) = y[x1] + (x� x1) �y[x1; x2] + : : :+ (x� x1) � : : : � (x� xn�1) �n�1y[x1; x2; : : : ; xn];
qui passe par(xi; yi) pouri = 1; : : : ; n. On observe que le polynômep(x) satisfait (idée d’Aitken
- Neville, 1929, 1932)p(x) = 1xn � x0�(xn � x)p1(x) + (x� x0)p2(x)�: (1.7)

On voit facilement que les deux côtés de la formule (1.7) donnent la même valeur pourles pointsx0; x1; : : : ; xn. Comme ils sont tous deux des polynômes de degrén, l’identité est une conséquence
de l’unicité du polynôme d’interpolation. En considérant le coefficient le plus haut dans (1.7), nous
obtenons a = 1xn � x0��n�1y[x1; : : : ; xn]� �n�1y[x0; : : : ; xn�1]� = �ny[x0; : : : ; xn];
ce qui démontre la formule (1.6).

TAB. II.1 – Différences diviśees pour les donńees de la fig. II.1xi yi �y �2y �3y �4y �5y0 �1 12 1 3=85=2 �77=1204 6 �17=6 167=960�6 3=4 �287=96005 0 5=3 �1=82=3 �1=48 2 1=63=210 5
Exemple 1.3 Pour les données de la fig. II.1, les différences divisées sont présentées dans le ta-
bleau II.1. Le polynôme d’interpolation est alors donné parp(x) = �1 + x + x(x� 2)38 � x(x� 2)(x� 4) 77120 + x(x� 2)(x� 4)(x� 5)167960� x(x� 2)(x� 4)(x� 5)(x� 8) 2879600:
ou mieux encore pour la programmation (ou le calcul à la main)p(x) = �1 + x�1 + (x� 2)�38 + (x� 4)�� 77120 + (x� 5)�167960 � (x� 8) 2879600����:
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Remarque.L’ordre desfxig n’a aucune importance pour la formule de Newton (1.6). Si l’on per-
mute les données(xi; yi), on obtient évidemment le même polynôme. Pour l’exemple ci-dessus et
pour lesfxig choisis dans l’ordref4; 5; 2; 8; 0; 10g, on obtient ainsip(x) = 6 + (x� 4)��6 + (x� 5)��176 + (x� 2)�34 + (x� 8)�167960 � x 2879600����:
En observant que�ny[xi0; : : : ; xin ] est une fonction symétrique de ses arguments (par exemple,�2y[x2; x3; x1] = �2y[x1; x2; x3], voir l’exercice 1), on peut utiliser les valeurs calculées dans le
tableau II.1.

Pour diminuer l’influence des erreurs d’arrondi, il est recommandé d’ordonner lesfxig de
manière à ce que les valeurs situées au milieu soient prises d’abord et les valeurs aux extrémités à
la fin. Pour ce choix, les expressions(x�x0), (x�x0)(x�x1), (x�x0)(x�x1)(x�x2), etc., sont
en général plus petites que pour un autre choix et l’amplification des erreursdans les différences
divisées est moins importante.

II.2 Erreur de l’interpolation et polyn ômes de Chebyshev

Supposons que les points(xi; yi) soient sur le graphe d’une fonctionf : [a; b]! IR, c.-à-d.,yi = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n; (2.1)

étudions alors l’erreurf(x)� p(x) du polynôme d’interpolationp(x). Deux exemples sont donnés
dans la fig. II.2. A gauche, on voit un polynôme d’interpolation pour la fonctionf(x) = sinx, et à
droite pour la fonction1=(1 + x2). Pour mieux voir l’erreur, on a dessiné la fonctionf(x) en une
courbe pointillée.

0 2 4 6 8

−1

0

1

−4 −2 0 2 40

1
f(x) = sinx f(x) = 11 + x2

FIG. II.2 – Polyn̂ome d’interpolation poursinx (gauche) et pour1=(1 + x2) (droite)

Commençons par démontrer une relation intéressante entre les différences divisées pour (2.1) et
les dérivées de la fonctionf(x).
Lemme 2.1 Soitf(x) n-fois diff́erentiable etyi = f(xi) pour i = 0; 1; : : : ; n (xi distincts). Alors,
il existe un� 2 (minxi;maxxi) tel que�ny[x0; x1; : : : ; xn] = f (n)(�)n! : (2.2)
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Démonstration. Soit p(x) le polynôme d’interpolation de degrén passant par(xi; yi) et notonsd(x) = f(x)� p(x). Par définition dep(x), la différenced(x) s’annule enn+ 1 points distincts :d(xi) = 0 pour i = 0; 1; : : : ; n:
Commed(x) est différentiable, on peut appliquern fois le théorème de Rolle (voir le cours d’Ana-
lyse I) et on en déduit qued0(x) an zéros distincts dans(minxi;maxxi):
Le même argument appliqué àd0(x) donned00(x) an� 1 zéros distincts dans(mini xi;maxi xi);
et finalement encore d(n)(x) a1 zéro dans(mini xi;maxi xi):
Notons ce zéro ded(n)(x) par�. Alors, on af (n)(�) = p(n)(�) = n! � �ny[x0; x1; : : : ; xn]: (2.3)

La deuxième identité dans (2.3) résulte du fait que�ny[x0; x1; : : : ; xn] est le coefficient dexn dansp(x).
Théorème 2.2Soitf : [a; b] ! IR (n + 1)-fois diff́erentiable et soitp(x) le polyn̂ome d’interpo-
lation de degŕen qui passe par(xi; f(xi)) pour i = 0; 1; : : : ; n. Alors, pourx 2 [a; b], il existe un� 2 (min(xi; x);max(xi; x)) tel quef(x)� p(x) = (x� x0) � : : : � (x� xn) � f (n+1)(�)(n+ 1)! : (2.4)

Démonstration. Si x = xi pour un indicei 2 f0; 1; : : : ; ng, la formule (2.4) est vérifiée carp(xi) = f(xi). Fixons alors un�x dans[a; b] qui soit différent dexi et montrons la formule (2.4)
pourx = �x.

L’idée est de considérer le polynôme�p(x) de degrén + 1 qui passe par(xi; f(xi)) pour i =0; 1; : : : ; n et par(�x; f(�x)). La formule de Newton donne�p(x) = p(x) + (x� x0) � : : : � (x� xn) � �n+1y[x0; : : : ; xn; �x]: (2.5)

Si l’on remplace la différence divisée dans (2.5) parf (n+1)(�)=(n+ 1)! (voir le lemme précédent)
et si l’on posex = �x, on obtient le résultat (2.4) pourx = �x car �p(�x) = f(�x). Comme�x est
arbitraire, la formule (2.4) est vérifiée pour toutx.

Exemple 2.3 Dans la situation de la fig. II.2, on an + 1 = 7. Comme la7èmedérivée desin x est
bornée par1, on a quejp(x)� sinxj � jx(x� 1:5)(x� 3)(x� 4:5)(x� 6)(x� 7:5)(x� 9)j � 17! ;
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par exemple jp(4)� sin 4j � 0:035 ou jp(1)� sin 1j � 0:181:
Pour le deuxième exemple,f(x) = 1=(1 + x2), la 7èmedérivée est donnée parf (7)(x) = �8! � (x+ 1)(x� 1)x(x2 � 2x� 1)(x2 + 2x� 1)(1 + x2)8 ;

qui est maximale pourx � �0:17632698. On obtient ainsi���p(x)� 11 + x2 ��� � j(x2 � 20:25)(x2 � 9)(x2 � 2:25)xj � 43927! :
Alors, l’erreur peut être4392 fois plus grande que pour l’interpolation desinx.

Question intéressante.La formule (2.4) montre que l’erreur de l’interpolation est un produit de la(n+1)èmedérivée def(x), évaluée à un point inconnu, avec l’expression(x� x0) � : : : � (x� xn)
qui ne dépend que de la divisionfx0; : : : ; xng. Il est alors intéressant de chercher, pour unn donné,
la division de[a; b] pour laquellemaxx2[a;b] j(x� x0) � : : : � (x� xn)j est minimal. (2.6)

La réponse à ce problème peut être donnée à l’aide de polynômes de Chebyshev.1

−1 0 1

T1(x)

T2(x)

T3(x) T4(x) T1(x)

T2(x)

T3(x) T4(x) T1(x)

T2(x)

T3(x) T4(x) T1(x)

T2(x)

T3(x) T4(x)

FIG. II.3 – Les premiers 4 (̀a gauche) respectivement 30 (à droite) polyn̂omes de Chebyshev

Définition 2.4 (Polynômes de Chebyshev)Pourn = 0; 1; 2; : : : et pourx 2 [�1; 1], on d́efinitTn(x) = cos(n arccos x): (2.7)1: Pour une étude des “courbes blanches” dans la fig. II.3 (à droite) voir la page 209 du livre: Th.J. Rivlin,Cheby-
shev Polynomials. 2nd ed., John Wiley & Sons, 1990 [MA 41/36]
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Propri étés des polyn̂omes de Chebyshev.

a) Les fonctionsTn(x) satisfont la ŕeccurrenceT0(x) = 1; T1(x) = x;Tn+1(x) = 2xTn(x)� Tn�1(x): (2.8)

Par conśequence,Tn(x) est un polyn̂ome de degŕen dont le coefficient dexn est2n�1, c.-à-d.,Tn(x) = 2n�1xn + : : :.
b) jTn(x)j � 1 pourx 2 [�1; 1].
c) Tn�cos�k�n �� = (�1)k pourk = 0; 1; : : : ; n.

d) Tn�cos�(2k + 1)�2n �� = 0 pourk = 0; 1; : : : ; n� 1.

e) Les polyn̂omesTn(x) sont orthogonaux par rapport̀a la fonction de poids1=p1� x2 (voir
le tableau I.2) Z 1�1 1p1� x2 Tn(x)Tm(x) dx = 8><>: � si n = m = 0�=2 si n = m 6= 00 si n 6= m.

Démonstration.La formule (2.8) est une conséquence decos((n+ 1)') + cos((n� 1)') = 2 cos' � cos(n')
si l’on posecos' = x et' = arccos x. La même transformation donneZ 1�1 1p1� x2 Tn(x)Tm(x) dx = Z �0 cos(n') cos(m') d'
et la propriété (e) résulte de l’orthogonalité decos(n').

Revenons maintenant à la question de trouver une division satisfaisant (2.6).

Lemme 2.5 Soitq(x) un polyn̂ome de degŕen dont le coefficient dexn est2n�1 (comme pour le
polyn̂ome de Chebyshev) et soitq(x) 6� Tn(x). Alors,maxx2[�1;1] jq(x)j > maxx2[�1;1] jTn(x)j = 1: (2.9)

Démonstration.Supposons, par l’absurde, quemaxx2[�1;1] jq(x)j � maxx2[�1;1] jTn(x)j
(voir la fig. II.4 pourn = 5) et considérons la différenced(x) = q(x) � Tn(x). Cette fonction
s’annule au moins une fois dans chacun des intervalles ferméshcos�(k + 1)�n �; cos�k�n �i; k = 0; 1; : : : ; n� 1: (2.10)

Alors,d(x) possèden zéros dans[�1; 1] (si une racine� 2 (�1; 1) est à l’extrémité de l’intervalle
(2.10), elle doit être comptée deux fois car à un tel pointT 0n(�) = 0 et q0(�) = 0). Commed(x)
est un polynôme de degrén� 1 (le coefficient dexn est le même pourq(x) etTn(x)), ceci est une
contradiction àd(x) 6� 0.
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−1 0 1q(x)Tn(x)
FIG. II.4 – Esquisse pour la d́emonstration du Lemme

Le lemme précédent montre quemaxx2[�1;1] j(x� x0) � : : : � (x� xn)j est minimal

si et seulement si(x� x0) � : : : � (x� xn) = 2�nTn+1(x), c.-à-d., sixk = cos�(2k + 1)�2n+ 2 �; k = 0; 1; : : : ; n (2.11)

(points de Chebyshev). Pour répondre à la question (2.6), il faut encore utiliser la translationx 7!a+b2 + b�a2 x, qui envoie l’intervalle[�1; 1] sur[a; b]. On obtient alors

Théorème 2.6L’expression (2.6) est minimale parmi toutes les divisionsfx0; x1; : : : ; xng si et
seulement si xk = a + b2 + b� a2 � cos�(2k + 1)�2n+ 2 �; k = 0; 1; : : : ; n: (2.12)

Exemple 2.7 Comme dans la fig. II.2, nous considérons la fonctionf(x) = 1=(1 + x2) sur l’in-
tervalle[�4:5; 4:5]. Dans la fig. II.5, on compare le polynôme d’interpolation basé sur des points
équidistants avec celui basé sur les points de Chebyshev.

−4 −2 0 2 4

−1

0

1

−4 −2 0 2 4

−1

0

1

FIG. II.5 – Interpolation avec des pointśequidistants (̀a gauche) et les points de Chebyshev (à droite)
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II.3 Convergence de l’interpolation

Pour améliorer la précision du polynôme d’interpolation, on augmente, en gén´eral, le nombre de
points de la division. Considérons alors une suite de divisionsx(n)0 ; x(n)1 ; : : : ; x(n)n : (3.1)

Si l’on dénote parpn(x) le polynôme d’interpolation satisfaisantpn(x(n)i ) = f(x(n)i ) pour une
fonctionf : [a; b]! IR donnée, il est intéressant d’étudier sa convergence versf(x).
Théorème 3.1Soitf 2 C1[a; b],jf (n)(x)j �M pour x 2 [a; b] et n = 0; 1; 2; : : : (3.2)

et soit (3.1) une suite arbitraire avecx(n)i 2 [a; b]. Alors,maxx2[a;b] jf(x)� pn(x)j ! 0 pour n!1: (3.3)

Démonstration.L’hypothèse (3.2) appliquée à (2.4) donnejf(x)� pn(x)j � (b� a)n+1 � M(n+ 1)! :
L’expression(b � a)n+1=(n + 1)! tend vers zéro pourn ! 1 car elle est un terme de la série
convergenteeb�a = Pk�0(b� a)k=k!.

L’hypothèse (3.2) est satisfaite, par exemple, pourex, sinx, cos x et pour des polynômes, mais
autrement elle est très rarement vérifiée. Par exemple, la fraction rationnellef(x) = 1=x satisfaitf (n)(x) = �n!=xn+1. Elle ne vérifie pas (3.2) sur[1; 2].
Le phénomène de Runge (1901).Pour le reste de ce paragraphe nous allons considérer unique-
ment desfonctions rationnellesf(x), définies sur l’intervallenormaliśe [�1; 1], et la suite des
divisionséquidistantes x(n)i = �1 + 2in ; i = 0; 1; : : : ; n: (3.4)

Le but est d’étudier la convergence depn(x) versf(x). La fig. II.6 montre les polynômes d’inter-
polation pour la fonctionf(x) = 1=(1 + 25x2) sur [�1; 1]. On peut observer que, dans un certain
intervalle autour de l’origine,pn(x) converge versf(x), mais au bord de l’intervalle considéré, on
a divergence.

Pour pouvoir mieux comprendre ce phénomène, on a besoin de la formule de Cauchy (voir
Analyse II) f(x) = 12�i Z
 f(z)z � x dz: (3.5)

Dans cette formule,
 est une courbe fermée autour dex, telle quef(z) n’a pas de singularité
à l’intérieur de la courbe. Si la courbe est donnée par la paramétrisation
 : [a; b] ! lC avec
(a) = 
(b), l’intégrale dans (3.5) est définie parf(x) = 12�i Z
 f(z)z � x dz = f(x) = 12�i Z ba f(
(t))
(t)� x � 
0(t) dt:



34 Interpolation et Approximation

−1 0 1

n = 2
−1 0 1

n = 4
−1 0 1

n = 6
−1 0 1

n = 8
−1 0 1

n = 10

−1 0 1

n = 12
−1 0 1

n = 14
−1 0 1

n = 16
−1 0 1

n = 18
−1 0 1

n = 20

FIG. II.6 – Le ph́enom̀ene de Runge pourf(x) = 1=(1 + 25x2)
En utilisant la notation�n(x) := (x� x(n)0 ) � (x� x(n)1 ) � : : : � (x� x(n)n ) (3.6)

pour la division équidistante (3.4), nous obtenons la formule suivante pour le polynôme d’interpo-
lation pn(x) = 12�i Z
 f(z)z � x � �n(z)� �n(x)�n(z) dz: (3.7)

Ici, 
 est une courbe fermée autour du segment[�1; 1] telle quef(z) n’ait pas de singularité (pôle)
à l’intérieur de la courbe (voir la fig. II.7).

−1 1



FIG. II.7 – Courbe admissible pour la formule (3.7)

En effet, la partie droite de (3.7) est un polynôme de degrén enx car(�n(z)� �n(x))=(z � x) en
est un. En posantx = x(n)k pour unk 2 f0; : : : ; ng, on a12�i Z
 f(z)z � x(n)k � �n(z)� �n(x(n)k )�n(z) dz = 12�i Z
 f(z)z � x(n)k dz = f(x(n)k );
ce qui montre la formule (3.7). La différence de (3.7) et de (3.5) nous donne une autre formule
pour l’erreur de l’interpolation.

Théorème 3.2Soit
 une courbe ferḿee autour du segment[�1; 1] (voir la fig. II.7) telle quef(z)
n’ait pas de singularit́e à l’int érieur de
. Alors, pourx 2 [�1; 1], l’erreur de l’interpolation est
donńee par f(x)� pn(x) = 12�i Z
 f(z)z � x � �n(x)�n(z) dz: (3.8)
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L’idée de l’étude de la convergence depn(x) versf(x) est la suivante: si, pour unx 2 [�1; 1],
on peut choisir la courbe
 telle quej�n(x)j � �nj�n(z)j pour tout z 2 
 (3.9)

avec un� < 1, alors, jf(x)� pn(x)j � �n2� Z
 jf(z)jjz � xj jdzj (3.10)

et on a convergence pourn!1. Il faut alors étudier la fonctionnqj�n(z)j pourn!1.

Lemme 3.3 Pour la divisionéquidistante (3.4) et pour le polynôme�n(z) de (3.6) on alimn!1 nqj�n(z)j = G(z)
où G(z) = exp�12<((z + 1) log(z + 1)� (z � 1) log(z � 1))� 1�: (3.11)

Démonstration.En prenant le logarithme denqj�n(z)j, on obtientlog nqj�n(z)j = 1n log j�n(z)j = 1n�log jz � x(n)0 j+ : : :+ log jz � x(n)n j�;
ce qui représente une somme de Riemann pour la fonctions 7! log jz� sj, x(n)k+1� x(n)k = 2=n. On
obtient ainsi (observer quelogw = log jwj+ i argw)limn!1 log nqj�n(z)j = 12 Z 1�1 log jz � sj ds = 12< Z 1�1 log(z � s) ds = 12< Z z+1z�1 log t dt:
Une primitive delog t estt log t� t. Ceci impliquelimn!1 log nqj�n(z)j = 12<�(z + 1) log(z + 1)� (z � 1) log(z � 1)� (z + 1) + (z � 1)�;
et donne la formule du lemme.

Pour unx réel et compris dans(�1; 1), on aG(x) = e�1q(1 + x)1+x(1� x)1�x;
en particulierG(0) = 1=e,G(�1) = 2=e (voir fig. II.8 à gauche). Les lignes de niveaufz jG(z) =
Constg sont dessinées dans la fig. II.8 (dessin à droite).

Théorème 3.4 (Runge 1901)Sif(z) n’a pas de singularit́e dansfz jG(z) � G(�)g, alorslimn!1 pn(x) = f(x) pour x 2 [��; �]:
Démonstration. On considère une courbe
 autour de[�1; 1] qui est en dehors de l’ensemblefz jG(z) � G(�)g et qui est telle que tous les pôles def(z) sont en dehors de
. Ceci entraı̂ne
pourx 2 [��; �] que G(x) � G(�) � �0 �minz2
 G(z)
avec un�0 < 1. Pour un� satisfaisant�0 < � < 1 et pourn suffisamment grand, on anqj�n(x)j � � � nqj�n(z)j pour z 2 
:
Ceci vérifie (3.9) pourx 2 [��; �] et la convergence est une conséquence de (3.10).



36 Interpolation et Approximation
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FIG. II.8 – La fonctionG(x) (dessinà gauche) et les lignes de niveau deG(z) (dessinà droite)

Exemple.La fonctionf(x) = 1=(1+25x2) possède une singularité en�i=5. La ligne de niveau deG(z) qui passe par�i=5 coupe l’axe réel au point� � 0:726. Alors, la convergence du polynôme
d’interpolation (avec des points équidistants) est établie pourjxj < 0:726 (voir fig. II.6).

Il est encore intéressant de mentionner que l’interpolation avec des points de Chebyshev a de
meilleures propriétés de convergence.

Théorème 3.5Soitf(x) une fois contin̂ument diff́erentiable sur[�1; 1] et soitpn(x) le polyn̂ome
d’interpolation passant par(xi; f(xi)) où xi = cos( (2i+1)�2n+2 ) , i = 0; 1; : : : ; n. Alors,maxx2[�1;1] jf(x)� pn(x)j ! 0 pour n!1:
La démonstrationutilise le théorème de Stone-Weierstraß (voir par exemple le chapitre II du livre
de Werner & Schaback2 pour plus de details).

II.4 Influence des erreurs d’arrondi sur l’interpolation

Représentation en virgule flottante.Chaque nombre réelx 6= 0 peut s’écrire sous la formex = �a � 10b (4.1)

où a, la mantisse, satisfait0:1 � a < 1 et l’exposantb est un nombre entier. Cette représentation
dex est unique. Supposons maintenant qu’on ait seulement un nombre fini de chiffres (disons`)
à disposition pour la mantisse, mais que l’on n’ait pas de restriction pour l’exposant. Si �a dénote
l’arrondi dea, on va calculer en fait avec le nombre

arr(x) = ��a � 10b
au lieu dex. Par exemple, le nombre� = 3:141592653 : : : est représenté par

arr(�) = 0:31415927 � 101 (4.2)

si l’on calcule avec̀ = 8 chiffres en base10.

Précision de l’ordinateur. On dénote pareps le plus petit nombre positif tel que

arr(1 + eps) > 1:2: H. Werner & R. Schaback (1979),Praktische Mathematik II.Springer-Verlag, 2. Auflage. [MA 65/23]
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Pour un calcul en base10 avec` chiffres dans la mantisse on a

arr(0: 10 : : : 0| {z }` 49 : : : � 101) = 1
arr(0: 10 : : : 0| {z }` 50 : : : � 101) = 0: 10 : : : 1| {z }` �101 > 1:

Dans cette situation, on a alors eps = 5 � 10�`: (4.3)

Si l’on fait le même calcul en base2 (comme tous les ordinateurs le font) on obtienteps = 2�`: (4.4)

Par exemple, sur uneSUN workstation on a

REAL � 4; eps = 2�24 � 5:96 � 10�8
REAL � 8; eps = 2�53 � 1:11 � 10�16
REAL � 16; eps = 2�113 � 9:63 � 10�35:

Théorème 4.1Pour unx 6= 0 on a jarr(x)� xjjxj � eps ; (4.5)

c.-à-d., l’erreur relative duèa l’arrondissement est bornée pareps.

Démonstration.Soitx = a � 10b et arr(x) = �a � 10b. Si l’on arrondit à̀ chiffres significatifs, on aj�a� aj � 5 � 10�`�1. Il en résultejarr(x)� xjjxj = j�a� aj � 10bjaj � 10b � 5 � 10�`�110�1 = 5 � 10�` = eps
car jaj � 1=10.

L’estimation (4.5) peut aussi être écrite sous la forme

arr(x) = x(1 + �) où j�j � eps : (4.6)

Cette formule est la base pour toute étude d’erreurs d’arrondi.

Influence des erreurs dansyi sur le polynôme d’interpolation. Supposons que les donnéesyi
soient erronées et qu’on calcule en fait avecbyi = yi(1 + �i) où j�ij � eps : (4.7)

Pour étudier la différence entre le polynôme qui passe par(xi; yi) et celui qui passe par(xi; byi), on
utilise la formule du lemme suivant.

Lemme 4.2 (formule de Lagrange)Le polyn̂ome d’interpolationp(x) qui passe par(xi; yi) pouri = 0; 1; : : : ; n est donńe parp(x) = nXi=0 yi`i(x) où `i(x) = nYj=0j 6=i x� xjxi � xj : (4.8)
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Démonstration.Le polynômè i(x) satisfait̀ i(xi) = 1 et`i(xk) = 0 sik 6= i. Ainsi, les deux côtés
de la formule (4.8) valentyk pourx = xk (k = 0; 1; : : : ; n). Commep(x) et

Pni=0 yi`i(x) sont des
polynômes de degrén, cette formule est une conséquence de l’unicité du polynôme d’interpolation
(voir le théorème 1.2).

Les polynômes passant par(xi; yi) et (xi; byi) sont respectivementp(x) = nXi=0 yi`i(x) et bp(x) = nXi=0 byi`i(x):
Si byi est donné par (4.7), la différence satisfaitbp(x)� p(x) = nXi=0 �iyi`i(x)
et on obtient jbp(x)� p(x)j � eps � maxi=0;:::;n jyij � nXi=0 j`i(x)j: (4.9)

La fonction
Pni=0 j`i(x)j décrit l’amplification de l’erreur dans les données. Sa valeur maximale�n := maxx2[a;b] nXi=0 j`i(x)j (4.10)

s’appelle laconstante de Lebesgueassociée aux pointsx0; x1; : : : ; xn et à l’intervalle[a; b]. Cette
constante peut être calculée numériquement (voir exercice 5).

Points équidistants.Pour la divisionxi = a+ in(b� a) de l’intervalle[a; b], on a�20 � 3 � 104; �40 � 1010; �n � 2n+1e � n � logn:
Points de Chebyshev.Si l’on choisitxi = a+b2 + b�a2 cos( (2i+1)�2n+2 ), on a�n � 3 pour n � 20�n � 4 pour n � 100�n � 2� logn si n est grand.

Exṕerience nuḿerique.Considérons la fonctionf(x) = sin x sur l’intervalle[0; 5]. Pourn � 25,
l’erreur de l’interpolation est bornée par526=26! � 3:69 � 10�9 quelle que soit la division choisie.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4n = 30 n = 40 n = 50
FIG. II.9 – Influence des erreurs dans lesyi sur l’interpolation
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Prenons lesyi = sinxi en simple précision (erreur relative� eps � 5:96 � 10�8) et faisons
le calcul dep(x) en double précision. Dans la fig. II.9 nous voyons le polynôme d’interpolation
obtenu de cette manière (avec des points équidistants). Son erreur devient bienvisible à partir den = 32, la valeur oùeps ��n dépasse1. Evidemment, l’interpolation avec les points de Chebyshev
ne montrera pas ce phénomène.

II.5 Transformation de Fourier discr ète et interpolation trigo-
nométrique

Dans le traitement de signaux, on est confronté à la situation suivante: beaucoup(plusieurs milliers
ou des millions) de valeurs(ti; yi) sont données où lesftig représentent une division équidistante
du temps. Typiquement, lesyi satisfont une certaine périodicité. La fig. II.10 montre la digitali-
sation d’un son. On a enregistré22000 impulsions par seconde, dont1024 sont dessinées (ceci
correspond à1024=22 � 46:5 millisecondes). On est souvent intéressé à l’étude du spectre d’un
signal (c.-à-d., la transformée de Fourier ou les coefficients de la sériede Fourier).

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. II.10 – Digitalisation du son “a” prononće par Martin

Rappelons que, pour une fonction2�-périodiquef(x) à valeurs dansIR ou danslC, la série de
Fourier est f(x) � Xk2ZZ bf(k)eikx; (5.1)

où les coefficients de Fourier sont définis parbf(k) = 12� Z 2�0 f(x)e�ikx dx (5.2)

(voir le cours d’Analyse II pour les conditions entraı̂nant l’égalité dans (5.1)). Supposons mainte-
nant que la fonctionf(x) est seulement connue pour lesx de la division équidistantex` = 2�`N ; ` = 0; 1; : : : ; N: (5.3)

Commef(xN ) = f(x0) par hypothèse, la formule du trapèze appliquée à (5.2) nous donne l’ap-
proximation bfN(k) = 1N N�1X̀=0 f(x`)e�ikx`: (5.4)

Ceci motive les définitions suivantes.
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Considérons l’espace de suitesN -périodiquesPN = f(yk)k2ZZ j yk 2 lC; yk+N = ykg: (5.5)

Définition 5.1 La transforḿee de Fourier discr̀ete(DFT) dey 2 PN est la suite(zk)k2ZZ oùzk = 1N N�1X̀=0 y`e�ikx` = 1N N�1X̀=0 y`!�k` avec ! = e2�i=N :
On la dénotez = FNy.

Propri étés de la DFT.

a) Poury 2 PN on a queFNy 2 PN .

b) L’applicationFN : PN ! PN est lińeaire et bijective.

c) L’application inverse deFN est donńee parF�1N = N � FN (5.6)

où (FNz)k := (FNz)k = 1N N�1X̀=0 z`!k`: (5.7)

Démonstration.En utilisant!N = e2�i = 1 et!�`N = (!N)�` = 1, on obtientzk+N = 1N N�1X̀=0 y`!�(k+N)` = 1N N�1X̀=0 y`!�k` = zk;
ce qui montre la périodicité de la suite(zk).

La linéarité deFN est triviale. Pour montrer sa bijectivité et en même temps la formule (5.6),
nous calculons (FNFNy)j = 1N N�1Xk=0 (FNy)k!kj = 1N2 N�1Xk=0 N�1X̀=0 y`!�k`!kj= 1N N�1X̀=0 y`� 1N N�1Xk=0 !k(j�`)� = 1N yj:
La dernière égalité de ce calcul est une conséquence deN�1Xk=0 !km = N�1Xk=0 (!m)k = ( N sim = 0 (modN)!mN�1!m�1 = 0 sinon,

en observant que!m = 1 sim = 0 (modN).
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FIG. II.11 – Le spectrogramme pour le son de la fig. II.10

Exemple.Pour lesN = 1024 données de la fig. II.10, on a calculé la transformée de Fourier discrètez = FNy. La suitefjzkjg est dessinée dans l’image du dessus de la fig. II.11 pourk = 1; : : : ; 170
(comme lesyi sont réels, on az�k = �zk; pour170 < k < N=2 les jzkj sont plus petits que 0.072).
On voit bien que les fréquences dominantes du son sont situées dans l’intervalle jkj � 60 (parce
que la longueur de l’intervalle dans la fig. II.10 est de1024=22000 secondes, la valeurk = 60
correspond à60 � 22000=1024 � 1390Hz).

La théorie de ce paragraphe est basée sur le fait quef(x) est une fonction périodique. Mais, la
période du signal de la fig. II.10 n’est visiblement pas égale àN = 1024. Elle est plutôt proche deN = 997. Si l’on calcule1024 valeurs def(x) sur une période exacte (par interpolation linéaire)
et leur transformée de Fourier discrète on obtient l’image du dessous de la fig. II.11. Cette fois,
on peut beaucoup mieux observer la fréquence principale (5 � 22000=997 � 110Hz) ainsi que les
harmoniques (multiples de la fréquence principale).

Etude de l’erreur. Supposons maintenant quey` = f(x`); x` = 2�`N ; ` = 0; 1; : : : ; N
pour une fonctionf : IR ! lC qui est2�-périodique. La formule suivante décrit comment la
transformée de Fourier discrète (5.4) approche les coefficients de Fourier.

Théorème 5.2Si la śerie
Pk2ZZ bf(k) est absolument convergente,bfN(k)� bf(k) = Xj2ZZj 6=0 bf(k + jN): (5.8)

Démonstration. L’hypothèse sur les coefficients de Fourier implique qu’on ait égalité dans (5.1)
(voir le cours d’Analyse II). Par conséquent, on abfN(k) = 1N N�1X̀=0 � Xn2ZZ bf(n)einx`�!�k` = Xn2ZZ bf(n) � 1N N�1X̀=0 !(n�k)`�| {z }= ( 1 si n = k (modN)0 sinon

= Xj2ZZ bf(k + jN)
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Corollaire 5.3 Soitf : IR! lC p fois contin̂ument diff́erentiable (p � 2) et2�-périodique. Alors,bfN(k)� bf(k) = O(N�p) pour jkj � N=2: (5.9)

En particulier, avech = 2�=N , on ah N�1Xj=0 f(xj)� Z 2�0 f(x) dx = O(hp); (5.10)

ce qui signifie que, pour des fonctions lisses et périodiques, la formule de trapèze est tr̀es pŕecise.

Démonstration.Montrons d’abord que les coefficients de Fourier satisfontj bf(k)j � C � jkj�p pour k 6= 0: (5.11)

En effet, plusieurs intégrations par parties nous donnentbf(k) = 12� Z 2�0 f(x)e�ikx dx = f(x)e�ikx�ik ���2�0| {z }0 +(ik)�12� Z 2�0 f 0(x)e�ikx dx= : : : = (ik)�p2� Z 2�0 f (p)(x)e�ikx dx
et il en résulte (5.11) avecC = 12� R 2�0 jf (p)(x)j dx.

Pourjkj � N=2 et j 6= 0 on a quejk + jN j � (jjj � 1=2)N et on obtient de (5.8) quej bfN(k)� bf(k)j � 2Xj�1C(j � 1=2)�pN�p = C1 �N�p:
Observons que la série dans cette formule converge pourp > 1.

Attention.On sait quebfN (k) est une suiteN -périodique (propriété de la DFT) et quebf(k) converge
très rapidement vers zéro (voir (5.11)). Ainsi, pourk grand (disonsk � N ), bfN (k) est une mau-
vaise approximation debf(k). Pourjkj � N=2, elle est en général très bonne.

Interpolation trigonom étrique. Pour la division équidistante (5.3) de l’intervalle[0; 2�] et poury0; y1; : : : ; yN�1 donnés, on cherche un polynôme trigonométrique (une combinaison linéaire finie
de fonctionseikx) passant par(x`; y`) pour` = 0; 1; : : : ; N � 1.

Théorème 5.4Soit y 2 PN et z = FNy sa transforḿee de Fourier discr̀ete. SiN est pair, le
polyn̂ome trigonoḿetriquepN(x) = N=2Xk=�N=20 zkeikx := 12�z�N=2e�iNx=2 + zN=2eiNx=2�+ Xjkj<N=2 zkeikx (5.12)

satisfaitpN(x`) = y` pour ` = 0; 1; : : : ; N � 1.

Remarque. Si lesyk sont réels,fzkg est une suite hermitienne (c.-à-d.,z�k = zk) et le polynômepN(x) est une fonction réelle.
Démonstration.Pour` fixé, la suitefzkeikx`g estN -périodique enk. Ainsi,pN(x`) = N�1Xk=0 zkeikx` = N � (FNz)` = N � (FNFNy)` = y`:
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Théorème 5.5 (Erreur de l’interpolation trigonométrique) Soitf : IR ! lC une fonction2�-
périodique telle que

Pk2ZZ bf(k) soit absolument convergente. Alors, le polynôme trigonoḿetrique
(5.12) poury` = f(x`) satisfait pour toutx 2 IRjf(x)� pN(x)j � 2 Xjkj�N=20 j bf(k)j: (5.13)

Démonstration.On soustrait (5.1) de (5.12):f(x)� pN (x) = N=2Xk=�N=20 ( bf(k)� bfN(k))eikx + Xjkj�N=20 bf(k)eikx:
L’assertion est donc une conséquence de (5.8) et de l’inégalité de triangle.

Ce théorème permet une interprétation intéressante. Considérons une fonction2�-périodique
de fréquence maximaleM (c.-à-d., bf(k) = 0 pourjkj > M ). Alors, le polynôme trigonométriquepN(x) donne le résultat exact (pN (x) = f(x) pour toutx) siN > 2M: (5.14)

Ce résultat – lethéor̀eme d’́echantillonnage– nous donne une formule pour le nombre d’échan-
tillons nécessaires pour une représentation exacte d’une telle fonction.

Pour notre exemple (fig. II.10 et fig. II.11), la fréquence maximale est d’environ1390Hz (c.-
à-d.,M � 60). Alors, N = 128 échantillons sont suffisants pour représenter correctement le

10 20 30 40

10 20 30 40

10 20 30 40

N = 256
N = 128
N = 64

FIG. II.12 – Interpolation trigonoḿetrique
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signal de la fig. II.10. Dans la fig. II.12 sont dessinés les polynômes trigonométriquespN(x) (pourN = 64, 128 et256) passant pary` pour ` = 0 (mod1024=N)
oùy` sont les données de la fig. II.10. On voit bien la bonne représentation à partir deN = 128. Il
suffit alors d’utiliser chaque8èmeéchantillon (compression des données).

II.6 Transformation de Fourier rapide (FFT)

Un calcul direct deFNy nécessiteN2 multiplications et additions. Dans ce paragraphe, nous
présentons un algorithme qui fait le même travail enN log2N opérations. Cet algorithme est dû à
Cooley & Tukey (1965); il est basé sur des idées de Runge (1925).

Lemme 6.1 Soientu = (u0; u1; : : : ; uN�1) 2 PN , v = (v0; v1; : : : ; vN�1) 2 PN et d́efinissonsy = (u0; v0; u1; v1; : : : ; uN�1; vN�1) 2 P2N : (6.1)

Alors, pourk = 0; 1; : : : ; N � 1, on a (!2N = e2�i=2N = e�i=N )2N(F2Ny)k = N(FNu)k + !�k2N N(FNv)k2N(F2Ny)k+N = N(FNu)k � !�k2N N(FNv)k: (6.2)

Démonstration.En utilisant!22N = !N , un calcul direct nous donne (k arbitraire)2N(F2Ny)k = 2N�1Xj=0 yje�2�ijk=2N = 2N�1Xj=0 yj!�jk2N= N�1X̀=0 y2`|{z}u` !�2`k2N| {z }!�`kN + N�1X̀=0 y2`+1| {z }v` !�(2`+1)k2N| {z }!�k2N � !�`kN = N(FNu)k + !�k2N N(FNv)k:
La deuxième formule de (6.2) résulte de!N2N = �1.

La formule (6.2) nous permet de calculer (avecN multiplications et2N additions) la trans-
formée de Fourier discrète dey 2 P2N à partir deFNu et FNv. La même procédure peut être
appliquée récursivement aux suitesu et v si elles ont une longueur paire. Si l’on suppose que



Interpolation et Approximation 45N = 2m, on obtient l’algorithme présenté dans le schéma suivant (pourN = 8 = 23)
N � FN

0BBBBBBBBBBBBB@
y0y1y2y3y4y5y6y7
1CCCCCCCCCCCCCA
,- (N=2) � FN=2 0BBB@ y0y2y4y61CCCA(N=2) � FN=2 0BBB@ y1y3y5y71CCCA

././
(N=4) � FN=4 � y0y4 �(N=4) � FN=4 � y2y6 �(N=4) � FN=4 � y1y5 �(N=4) � FN=4 � y3y7 �

/n/n/n/n

FN=8y0 = y0FN=8y4 = y4FN=8y2 = y2FN=8y6 = y6FN=8y1 = y1FN=8y5 = y5FN=8y3 = y3FN=8y7 = y7
(6.3)

La programmation de cet algorithme se fait en deux étapes. D’abord, on met lesfyig dans
l’ordre exigé par l’algorithme (6.3), c.-à-d. qu’il faut inverser les bits dans la représentation binaire
des indices: 0 := (0; 0; 0)1 := (0; 0; 1)2 := (0; 1; 0)3 := (0; 1; 1)4 := (1; 0; 0)5 := (1; 0; 1)6 := (1; 1; 0)7 := (1; 1; 1)  ! 0 := (0; 0; 0)4 := (1; 0; 0)2 := (0; 1; 0)6 := (1; 1; 0)1 := (0; 0; 1)5 := (1; 0; 1)3 := (0; 1; 1)7 := (1; 1; 1)
Après, on effectue les opérations de (6.2) comme indiqué dans le schéma (6.3).Pour une explica-
tion détaillée de la programmation voir le livre “Numerical Recipies”. 3

Pour passer d’une colonne à une autre (dans le schéma (6.3)) on a besoin deN=2 multiplica-
tions complexes et deN additions (ou soustractions). Commem = log2N passages sont néces-
saires, on a

Théorème 6.2PourN = 2m, le calcul deFNy peutêtre effectúe en
N2 log2N multiplica-

tions complexes et N log2N additions complexes.

Pour mieux illustrer l’importance de cet algorithme, nous comparons dans le tableauII.2 le
nombre d’opérations nécessaires pour le calcul deFNy – avec ou sans FFT.

Applications de la FFT. A part le calcul d’un spectrogramme (voir la fig. II.11), la transformation
de Fourier rapide a encore beaucoup d’autres applications.

a) La propriété (voir exercice 6) FN(y � z) = N � FNy � FNz (6.4)3: W.H. Press, B.R. Flannery, S.A. Teukolsky & W.T. Vetterling (1989): Numerical Recipies. The Art of Scientific
Computing(FORTRANVersion). Cambridge University Press.
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TAB. II.2 – Comparaison de nombres d’opérationsN N2 N log2N quotient25 = 32 � 103 160 � 6:4210 � 103 � 106 � 104 � 100220 � 106 � 1012 � 2 � 107 � 5 � 104
pour laconvolution (y � z)k = N�1X̀=0 yk�` z` (6.5)

de deux suitesN -périodiques implique quey � z = N � F�1N (FNy � FNz) peut être calculé
enO(N log2N) opérations.

b) Résolution d’un système linéaire avec une matrice de Toeplitz circulaire0BBBBBB@ a0 aN�1 aN�2 � � � a1a1 a0 aN�1 � � � a2a2 a1 a0 � � � a3
...

...
...

...
...aN�1 aN�2 aN�3 � � � a0
1CCCCCCA0BBBBBB@ x0x1x2

...xN�1
1CCCCCCA = 0BBBBBB@ b0b1b2

...bN�1
1CCCCCCA : (6.6)

Evidemment, le système linéaire (6.6) est équivalent àa � x = b si l’on considère(ai), (xi)
et(bi) comme des suites dansPN . On obtient la solution de (6.6) enO(N log2N) opérations
avec la formule x = N�1 � F�1N (FNb=FNa) (6.7)

où la division est effectuée élément par élément.
c) Multiplication d’une matrice de Toeplitz arbitraire avec un vecteur0BBBBBB@ a0 a�1 a�2 � � � a�N+1a1 a0 a�1 � � � a�N+2a2 a1 a0 � � � a�N+3

...
...

...
...

...aN�1 aN�2 aN�3 � � � a0
1CCCCCCA0BBBBBB@ x0x1x2

...xN�1
1CCCCCCA : (6.8)

En considérant les suites dansP2Na =(a0; a1; : : : ; aN�1; 0; a�N+1; a�N+2; : : : ; a�1)x =(x0; x1; : : : ; xN�1; 0; 0; : : : ; 0)
on vérifie facilement que le résultat du produit (6.8) est la première moitié de la convolutiona � x. Le calcul de la convolution avec FFT donne alors un algorithme rapide pour effectuer
le produit (6.8).

II.7 Interpolation par fonctions spline

Le mot “spline” (anglais) signifie “languette élastique”. On s’intéresse à la courbe décrite par
une languette forcée de passer par un nombre fini de points donnés (disons par(xi; yi) pour i =



Interpolation et Approximation 470; 1; : : : ; n). La fig. II.13 montre le spline passant par les mêmes données que pour la fig. II.1 (pour
pouvoir le comparer avec le polynôme d’interpolation).

2 4 6 8 10

−5

0

5

10 s(x)
FIG. II.13 – Spline cubique (̀a comparer avec fig. II.1)

Mathématiquement, ce problème peut être formulé comme suit: on cherche unefonction s :[a; b]! IR (a = x0, b = xn) satisfaisant

(S1) s(xi) = yi pouri = 0; 1; : : : ; n;
(S2) s(x) est2 fois continûment différentiable;

(S3)
Z ba (s00(x))2 dx! min.

L’intégrale dans (S3) représente l’énergie de la languette déformée qui, par le principe de Mauper-
tius, est supposée minimale.

Théorème 7.1Soita = x0 < x1 < : : : < xn = b une division donńee,s : [a; b]! IR etf : [a; b]! IR deux fonctions qui v́erifient (S1) et (S2). Supposons ques00(b)�f 0(b)� s0(b)� = s00(a)�f 0(a)� s0(a)� (7.1)

et ques(x) soit un polyn̂ome de degŕe3 sur chaque sous-intervalle[xi�1; xi]. Alors, on aZ ba (s00(x))2 dx � Z ba (f 00(x))2 dx: (7.2)

Démonstration. Cherchons des conditions suffisantes pours(x) afin de satisfaire (S3). Pour ceci
nous considérons des fonctions voisinesf(x) = s(x) + �h(x) où � 2 IR eth(x) est de classeC2 et
vérifie h(xi) = 0 pour i = 0; 1; : : : ; n: (7.3)

Chaque fonctionf(x) satisfaisant (S1) et (S2) peut être obtenue de cette manière. La condition
(S3) s’écrit alorsZ ba (s00(x))2 dx � Z ba (s00(x) + �h00(x))2 dx= Z ba (s00(x))2 dx + 2� Z ba s00(x)h00(x) dx+ �2 Z ba (h00(x))2 dx
(pour tout� 2 IR), ce qui est équivalent àZ ba s00(x)h00(x) dx = 0 (7.4)
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pout touth 2 C2 vérifiant (7.3). En supposants(x) 3 fois différentiable sur chaque sous-intervalle
de la division, on obtient par intégration par parties ques00(x)h0(x) ���ba � Z ba s000(x)h0(x) dx = 0: (7.5)

L’hypothèse (7.1) implique que la première expression de (7.5) est nulle. Commes000(x) est constant
sur(xi�1; xi), disons égal à�i, la deuxième expression de (7.5) devientZ ba s000(x)h0(x) dx = nXi=1 �i Z xixi�1 h0(x) dx = nXi=0 �i(h(xi)� h(xi�1)) = 0
par (7.3). Ainsi, (7.4) et par conséquent (7.2) aussi sont vérifiés.

Le théorème précédent montre que les candidats à la solution de (S1-S3) sont des fonctions de
classeC2 qui sont des polynômes de degré3 par morceaux.

Définition 7.2 Soita = x0 < x1 < : : : < xn = b une division de[a; b]. Une fonctions 2 C2[a; b]
s’appelle spline (cubique) si, sur chaque intervalle[xi�1; xi], elle est un polyn̂ome de degŕe3.

Pour satisfaire la condition (7.1), on a plusieurs possibilités:

– spline naturel:on suppose ques00(a) = 0 et s00(b) = 0: (7.6)

– spline scelĺe: on suppose données les pentes aux extrémitéss0(a) = p0 et s0(b) = pn: (7.7)

– spline ṕeriodique:on suppose ques0(a) = s0(b) et s00(a) = s00(b): (7.8)

Evidemment, pour le spline scellé, la condition (7.1) est seulement satisfaite si la fonctionf(x)
vérifie aussi la condition (7.7). Alors,s(x) minimise l’intégrale de (S3) seulement dans la classe
de fonctions dont les pentes sont fixées aux extrémités. Pour le spline périodique, la situation est
analogue.

Le but suivant est de dériver une construction du spline vérifiants(xi) = yi pouri = 0; 1; : : : ; n
et une des conditions (7.6)-(7.8).

Interpolation d’Hermite. Considérons un seul sous-intervalle[xi�1; xi] et cherchons un polynômesi(x) de degré3 vérifiantsi(xi�1) = yi�1; si(xi) = yi; s0i(xi�1) = pi�1; s0i(xi) = pi: (7.9)

La solution peut être obtenue par la formule de Newton en remplaçant les deux dernières conditions
de (7.9) parsi(xi�1 + �) = yi�1 + �pi�1 etsi(xi � �) = yi� �pi, et en considérant la limite�! 0.
Les différences divisées corresponadant aux données (7.9) sont présentées dansle tableau II.3
(hi�1 := xi � xi�1). En utilisant les valeurs encadrées pour la formule de Newton, on obtientsi(x) = yi�1 + (x� xi�1) �y[xi; xi�1] (7.10)



Interpolation et Approximation 49

TAB. II.3 – Différences diviśees pour l’interpolation d’Hermitexi�1 yi�1 pi�1xi�1 yi�1 h�1i�1(�y[xi; xi�1]� pi�1)�y[xi; xi�1] h�2i�1(pi + pi�1 � 2�y[xi; xi�1])xi yi h�1i�1(pi � �y[xi; xi�1])pixi yi+ (x� xi�1)(x� xi)h2i�1 �(pi � �y[xi; xi�1])(x� xi�1) + (pi�1 � �y[xi; xi�1])(x� xi)�:
Construction du spline interpolant. Pour chaque choix dep0; p1; : : : ; pn, la fonctions : [a; b]!IR, définie pars(x) = si(x) pourx 2 [xi�1; xi], satisfait

a) s(xi) = yi pouri = 0; 1; : : : ; n;
b) s(x) est de classeC1 et s0(xi) = pi pouri = 0; 1; : : : ; n;
c) sur chaque intervalle[xi�1; xi], s(x) est un polynôme de degré3.

Pour construire le spline interpolant, il reste à déterminer les pentesp0; p1; : : : ; pn de manière à ce
ques00(x) soit continue, c.-à-d.,s00i (xi) = s00i+1(xi); i = 1; : : : ; n� 1; (7.11)

et qu’une des conditions (7.6)-(7.8) soit satisfaite. En dérivant (7.10) deux fois, on obtients00i (xi) = 2hi�1 (2pi + pi�1 � 3 �y[xi; xi�1])s00i (xi�1) = � 2hi�1 (pi + 2pi�1 � 3 �y[xi; xi�1]):
La condition (7.11) devient alorspi�1hi�1 + pi � 2 � � 1hi�1 + 1hi�+ pi+1hi = 3��y[xi; xi�1]hi�1 + �y[xi+1; xi]hi �

pour i = 1; : : : ; n� 1: (7.12)

Ceci donnen � 1 équations linéaires pour lesn + 1 inconnuesp0; p1; : : : ; pn. Les deux dernières
conditions sont données par le type du spline.

Pour lespline naturel, la condition (7.6) donne2p0 + p1 = 3 �y[x1; x0]pn�1 + 2pn = 3 �y[xn; xn�1]: (7.6’)

Pour lespline scelĺe, les valeurs dep0 et pn sont explicitement données et, pour lespline
périodique, on ajoute les conditionspn = p0 etpn�1hn�1 + p0 � 2 � � 1hn�1 + 1h0�+ p1h0 = 3��y[xn; xn�1]hn�1 + �y[x1; x0]h0 �: (7.8’)
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Le système linéaire ainsi obtenu s’écrit matriciellement (pour lespline scellé)0BBBBBBBBBB@
2� 1h0 + 1h1� 1h11h1 2� 1h1 + 1h2� 1h21h2 2� 1h2 + 1h3� ...

... ... 1hn�21hn�2 2� 1hn�2 + 1hn�1�
1CCCCCCCCCCA| {z }A
0BBBBBB@ p1p2p3

...pn�1
1CCCCCCA=0BBBBBB@ c1c2c3

...cn�1
1CCCCCCA (7.13)

avec decci convenables. Pouri = 2; : : : ; n� 2, on aci = 3��y[xi; xi�1]hi�1 + �y[xi+1; xi]hi �;
et pouri = 1 et i = n� 1, il faut encore soustraire le termef 0(x0)=h0 etf 0(xn)=hn�1, respective-
ment. La matriceA est symétrique et tridiagonale.

Théorème 7.3SoitAp = c avec desci satisfaisantjcij � 
 pour touti. Alors,jpij � h2 
 où h = maxi=0;:::;n�1hi: (7.14)

En particulier,A est inversible (poser
 = 0).

Démonstration. Soit p une solution deAp = c et choisissons l’indicè de manière à ce quejp`j � jpjj pour toutj. La ligne` du systèmeAp = c donnep` � 2 � � 1h`�1 + 1h`� = �p`�1h`�1 � p`+1h` + c`
et, en prenant sa valeur absolue,jp`j � 2 � � 1h`�1 + 1h`� � jp`j � � 1h`�1 + 1h`�+ 
:
On en déduit jp`j � h` � h`�1h` + h`�1 
 � max(h`; h`�1)2 
 � h2 

carh` + h`�1 � 2 �min(h`; h`�1).
Conclusion.Le spline scelléexistetoujours et il estunique. La même démonstration s’applique
aussi au spline naturel et au spline périodique.

La résolution du système linéaire (7.13) se fait par élimination. On élimine la variablep1 dans
la ligne2 à l’aide de la ligne1, puis la variablep2 dans la ligne3 à l’aide de la ligne2, etc. On
obtient alors un système bidiagonal qui est facile à résoudre.
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II.8 L’erreur du spline

Soient une fonction différentiablef : [a; b] ! IR et une divisiona = x0 < x1 < : : : < xn = b.
Considérons le splines(x) satisfaisant (spline scellé)s(xi) = f(xi); i = 0; 1; : : : ; n (8.1a)s0(x0) = f 0(x0); s0(xn) = f 0(xn): (8.1b)

Ce spline est donné par (7.10) où les coefficientspi satisfont (7.12),p0 = f 0(x0) et pn = f 0(xn).
Le but est d’étudier l’erreurf(x)� s(x) pourx 2 [a; b].

L’idée importante est de considérer (sur[xi�1; xi]) également le polynôme d’interpolation
d’Hermiteqi(x), défini parqi(xi�1) = f(xi�1); qi(xi) = f(xi); q0i(xi�1) = f 0(xi�1); q0i(xi) = f 0(xi): (8.1)

Il est aussi donné par (7.10) si l’on remplacepj par f 0(xj). On va estimer séparément les deux
termes dans la formulef(x)� si(x) = (f(x)� qi(x)) + (qi(x)� si(x)): (8.2)

Théorème 8.1Soitf(x) de classeC4 et qi(x) le polyn̂ome de degŕe 3 satisfaisant (8.1) (interpo-
lation d’Hermite). Alors, pourx 2 [xi�1; xi], on ajf(x)� qi(x)j � h4i�1384 � max�2[xi�1;xi] jf (4)(�)j: (8.3)

Démonstration.Si l’on calcule le polynôme d’interpolation de degré3 passant par(xi�1; f(xi�1)); (xi�1 + �; f(xi�1 + �)); (xi � �; f(xi � �)); (xi; f(xi))
avec la formule de Newton, on obtient pour� ! 0 exactement le polynômeqi(x) (voir le tableau
II.3 des différences divisées). L’erreur de ce polynôme d’interpolation peutêtre estimée par (voir
le paragraphe II.2)j(x� xi�1)(x� xi�1 � �)(x� xi + �)(x� xi)j � jf (4)(�)j4! :
Donc, pour�! 0,jf(x)� qi(x)j � (x� xi�1)2(x� xi)2 � 14! � max�2[xi�1;xi] jf (4)(�)j :
Comme la fonction(x�xi�1)2(x�xi)2 possède son maximum au milieu de l’intervalle[xi�1; xi],
on obtient l’estimation (8.3).

Pour estimer la deuxième expression de (8.2), nous soustrayons la formule (7.10) poursi(x)
de la formule analogue pourqi(x) et nous obtenonsqi(x)� si(x) = (x� xi�1)(x� xi)h2i�1 �(f 0(xi)� pi)(x� xi�1)+ (f 0(xi�1)� pi�1)(x� xi)�: (8.4)
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Il nous faut encore une estimation def 0(xi)� pi.
Lemme 8.2 Soitf(x) de classeC4 sur [a; b] et notonsh = maxi hi où hi = xi+1 � xi. Si lespi
satisfont (7.12),p0 = f 0(x0) etpn = f 0(xn),jf 0(xi)� pij � h324 � maxx2[a;b] jf (4)(x)j: (8.5)

Si la division est́equidistante et sif 2 C5[a; b],jf 0(xi)� pij � h460 � maxx2[a;b] jf (5)(x)j: (8.6)

Démonstration. (cas équidistant). Lespi sont définis par (voir (7.12))1h�pi�1 + 4pi + pi+1�� 3h2�f(xi+1)� f(xi�1)� = 0: (8.7)

Pour estimer la différencef 0(xi)� pi, nous calculons le défaut qu’on obtient en remplaçantpi parf 0(xi) dans (8.7):1h�f 0(xi�1) + 4f 0(xi) + f 0(xi+1)�� 3h2�f(xi+1)� f(xi�1)� =: di: (8.8)

En utilisant la formule de Taylor (voir le cours d’Analyse I) pourf(xi � h) et f 0(xi � h), par
exemplef(xi�h) = f(xi)�hf 0(xi)+h22! f 00(xi)� h33! f 000(xi)+h44! f (4)(xi)�h5 Z 10 (1� t)44! f (5)(xi�th) dt;
on obtient di = h3 Z 10 �(1� t)33! � 3(1� t)44! ��f (5)(xi + th) + f (5)(xi � th)� dt:
Comme la fonction(1 � t)3=3! � 3(1 � t)4=4! ne change pas de signe sur[0; 1], ceci nous donne
l’estimation jdij � h3 Z 10 �(1� t)33! � 3 (1� t)44! � dt � 2| {z }= 1=30 � maxx2[xi�1;xi+1] jf (5)(x)j :
Notonsd = (d1; : : : ; dn�1)T et e = (e1; : : : ; en�1)T où ei = f 0(xi) � pi. En prenant la différence

entre (8.8) et (8.7), on obtientAe = d oùA est la matrice de (7.13). Le théorème du paragraphe
II.7 implique jeij � h2 maxj jdjj � h460 � maxx2[a;b] jf (5)(x)j;
ce qu’il fallait démontrer.
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Théorème 8.3 (Erreur du spline scelĺe) Soitf : [a; b] ! IR de classeC4, a = x0 < x1 < : : : <xn = b une division arbitraire ets(x) le spline qui passe par(xi; f(xi)) pour i = 0; 1; : : : ; n et
qui satisfaits0(x0) = f 0(x0) ets0(xn) = f 0(xn). Alors, avechi = xi+1 � xi eth = maxi hi on ajf(x)� s(x)j � 5384 � h4 � max�2[a;b] jf (4)(�)j: (8.9)

Si de plus la division est́equidistante et sif 2 C5[a; b],jf(x)� s(x)j � h4384 � max�2[a;b] jf (4)(�)j+ h5240 � max�2[a;b] jf (5)(�)j: (8.10)

Démonstration. (cas équidistant). Pourx 2 [xi�1; xi], nous estimons séparément les deux termes
dans (8.2). L’estimation du premier terme résulte de (8.3). Pour le deuxième terme, nous utilisons
(8.4) et (8.6). Ceci donnejqi(x)� si(x)j � (x� xi�1)(xi � x)h2i�1 � hi�1 � h460 � max�2[a;b] jf (5)(�)j � h54 � 60 � max�2[a;b] jf (5)(�)j:
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FIG. II.14 – Spline interpolant (scellé) pour la fonction (8.11)

Exemple.Considérons encore une fois (voir les fig. II.5 et II.6) la fonctionf(x) = 11 + 25x2 sur [�1; 1] (8.11)

et calculons le spline interpolant (scellé) pour la division équidistantexi = �1 + 2i=n, i =0; 1; : : : ; n. Dans la fig. II.14, les4 dessins du haut montrent le splines(x) pourn = 3, n = 9,n = 27 et n = 81. La fonctionf(x) est dessinée en pointillés. Les4 dessins du bas montrent
les erreurs. Cette fois, la fonctionh4 � f (4)(x)=384 (h = 2=n) est inclue en pointillés (on a choisi
l’échelle sur l’axey de manière à ce queh4 � f (4)(0)=384 soit toujours au même endroit). Pour des
petitsh, quand le deuxième terme de (8.10) est négligeable, on peut très bien observer lavalidité
de l’estimation (8.10).
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II.9 Exercices

1. Calculer le polynôme d’interpolation passant par les points(0; 0); (1; 3); (3; 1); (5; 2); (8; 2);
en utilisant la formule de Newton.

2. Démontrer (par induction) que�ny[x0; : : : ; xn] = nXj=0 yjYi6=j 1xj � xi ;
et en déduire que la différence divisée�ny[x0; x1; : : : ; xn] est une fonction symétrique; c.-à-d. que,
pour toute permutation� def0; 1; : : : ; ng�ny[x�(0); x�(1); : : : ; x�(n)] = �ny[x0; x1; : : : ; xn]:

3. Nous savons que l’erreur pour l’interpolation linéairedef aux pointsx0, x1 estf(x)� p(x) = (x� x0)(x� x1)f 00(�(x))2 ; x0 < x < x1;
si f 2 C2[x0; x1]. Déterminer la fonction�(x) explicitement dans le cas oùf(x) = 1x , x0 = 1,x1 = 2, et trouvermax1�x�2 �(x) etmin1�x�2 �(x).

4. On veut tabuler la fonctiony = sinx aux points équidistantsxj = jh; j � 0.

(a) Majorer l’erreur d’interpolation dans l’intervalle[xi; xi+1] lorsqu’on fait passer un polynôme
de degré 3 parxi�1; xi; xi+1; xi+2.

(b) Quelh peut-on prendre pour que cette erreur soit� 10�8 pour touti > 0?

5. (a) Montrer que la formule de quadratureZ 1�1 f(x)p1� x2 dx � �s sXk=1 f(ck); ck = cos�(2k � 1)�2s �
(9.1)

est exacte pour tout polynômef(x) de degré� 2s� 1.
Indication.Vérifier (9.1) pour les polynômes de ChebyshevT0(x); : : : ; T2s�1(x).

(b) Effectuez le changement de variablesx = cos(t) dans(1), à quelle formule de quadrature se
ramène t’on?

6. Considérer la fonctionf(x) = x3 sur l’intervalle[�1; 1].
(a) Déterminerp tel que la droited(x) = px satisfaitmaxx2[�1;1] jf(x)� d(x)j ! min:
(b) Pour quelsxi, la droite trouvée peut être interprétée comme un polynôme d’interpolation pourf(x)?
(c) Y-a-t’il une relation avec les points de Chebyshev? Si oui, expliquer laquelle.

7. Pour un polynômep(x) = a0 + a1x + : : : + anxn, l’algorithme de Horner permet de calculerb0 = p(x0) par: bn = anbi = ai + x0bi+1; i = n� 1; : : : ; 1; 0:
Notonsq(x) = b1 + b2x+ : : :+ bnxn�1.
a) Montrer quep(x) = b0 + (x� x0)q(x) et quep0(x0) = q(x0).
b) Généraliser l’algorithme de Horner pour calculerp(x0) etp0(x0) en même temps.
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8. Sur l’intervalle[�1; 1], considérons la fonctionf(x) = 3x� 4(x2 � 9)(5x2 � 8x+ 4) :
Représenter graphiquementf(x) et calculer ces pôles. Trouver (à l’aide de la figure II.8) l’intervalle
maximal[�; �] � [�1; 1] où la suite des polynômes d’interpolations (pour les divisions équidistantesxi = �1 + 2i=n) converge (quandn!1).

9. Pour une divisionx0 < x1 < : : : < xn (n � 2), étudier la fonction�(x) = nXi=0 j`i(x)j ; `i(x) = Yj 6=i (x� xj)(xi � xj) : (9.2)

a) Dessiner�(x) pourn = 2 en considérant la divisionf�1; 0; 1g.
b) Montrer que, sur l’intervalle[xj�1; xj ], on a l’identité�j[xj�1;xj ](x) = nXi=0 �i`i(x) ; avec �i = � (�1)j�i+1 si i � j � 1(�1)i�j si i � j. (9.3)

c) Montrer que la fonction�(x) de (9.2) ne possède qu’un seul maximum local sur chaque intervalle[xj�1; xj ].
Indication. Etudier les extréma du polynôme (9.3).

10. Calculer les constantes de Lebesgue�n = maxx2[�1;1] nXi=0 j`i(x)j ; n = 1; 2; 3; : : :
a) pour la division équidistantexk = �1 + 2k=n,
b) pour les points de Chebyshevxk = � cos((2k + 1)�=(2n + 2)).
Pour calculer le maximum de la fonctionf(x) = Pni=0 j`i(x)j sur [xj�1; xj ] utiliser la recherche de
Fibonacci.

11. Calculer à la main la transformée de Fourier discrètede la suitef0; 1; 2; 3; 0;�3;�2;�1g.
12. (a) Calculer les coefficientŝf(k) de la série de Fourier pour la fonction2�-périodiquef(x) = ( 4x=� pour jxj < �;0 pourx = �:

(b) Calculer la transformée de Fourier discrète pourfykgNk=0 où yl = f(2�l=N); l = 0; : : : ; N
avecf , la fonction de l’exercice précédent.

(c) Vérifier le résultat obtenu dans l’exercice 11 pourN = 8.

(d) Estimer la différencejzk � f̂N(k)j.
13. Pour deux suites périodiquesy 2 PN etz 2 PN on définit laconvolutiony � z par(y � z)k = N�1Xj=0 yk�jzj :

Montrer quey � z 2 PN et que 1N FN (y � z) = FNy � FNz (9.4)

où la multiplication dans (9.4) est effectuée élément par élément.
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14. Démontrer l’égalité de Parseval (1806) pour la transformée de Fourier discrète (z = FNy).N N�1Xk=0 jzkj2 = N�1Xk=0 jykj2:
15. SoitN un nombre pair etpN (x) le polynôme trigonométrique qui passe par(x`; y`) pour ` =0; 1; : : : ; N � 1 (voir la formule (5.12) des polycopies). Montrer quepN (x) = N�1X̀=0 y` SN (x� x`) (9.5)

où SN (x) = sin(xN=2)N � cos(x=2)sin(x=2) : (9.6)

16. La fonctionSN (x) de (9.6) permet d’étudier l’influence des erreurs dans lesy` sur le polynôme
trigonométrique interpolant. Montrer queSN (x) est2�-périodique et que pour toutx 2 [��; �]���SN (x)� sin(xN=2)xN=2 ��� � 2� �N :

17. Calculer à la main le spline naturel (s00(x0) = s00(xn) = 0) qui passe par les points(�3; 0); (�2; 0); (�1; 0); (0; 1); (1; 0); (2; 0); (3; 0):
Dessiner les graphes (si possible avant les calculs!) des(x), s0(x), s00(x), s000(x).
Indication.Pour des données symétriques par rapport àx = 0, le spline naturel est une fonction paire.
Avec cette observation, on peut réduire la dimension du système despi.

18. Pour la fonction f(x) = �x3 si x � 00 si x � 0,

calculer les différences�f(x); �2f(x); �3f(x); et B(x) = �4f(x)
où�g(x) := g(x+ 1)� g(x) et�2g := �(�g), etc.
Montrer queB(x) est une fonction “spline” (appelée “B-spline”) à supportcompact, c.-à-d. qu’elle
est nulle en dehors d’un intervalle borné.
Calculer les valeurs deB(x) pourx 2 ZZ et dessinerB(x).

19. (Spline ṕeriodique). Soient donnés(xi; yi) pouri = 0; 1; : : : ; n avecyn = y0. Montrer l’existence et
l’unicité d’un spline qui passe par tous les(xi; yi) et qui satisfaits0(xn) = s0(x0) ; s00(xn) = s00(x0) :

20. (Formule deNewton-Gregory). Soitf : [a; b] ! IR une fonction différentiable etxi = a+ ih, (avech = (b � a)=n) une division équidistante de[a; b]. Montrer que l’intégration du spline, défini pars(xi) = f(xi) pour i = 0; 1;: : :; n, s0(a) = f 0(a) et s0(b) = f 0(b), donne la formule de quadrature
suivante:Z ba f(x)dx � h�12f(x0) + f(x1)+ : : : +f(xn�1) + 12f(xn)�� h212 �f 0(xn)� f 0(x0)� :
Pourquoi cette formule est-elle exacte pour tout polynômede degré 3?



Chapitre III

Equations Différentielles Ordinaires

Ce chapitre est consacré à la résolution numérique d’un système d’équations différentielles ordi-
naires y01 =f1(x; y1; : : : ; yn); y1(x0) = y10;

...y0n =fn(x; y1; : : : ; yn); yn(x0) = yn0: (0.1)

En notation vectorielle ce système s’écrity0 = f(x; y); y(x0) = y0 (0.2)

oùy = (y1; : : : ; yn)T etf : IR� IRn ! IRn. Voici quelques livres qui traitent de ce sujet.
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gleichungen.Walter de Gruyter. [MA 65/309]

J.R. Dormand (1996):Numerical Methods for Differential Equations. A Computational Approach.CRC
Press. [MA 65/395]

E. Hairer, S.P. Nørsett & G. Wanner (1993):Solving Ordinary Differential Equations I. Nonstiff Problems.
Springer Series in Comput. Math., vol. 8, 2nd edition. [MA 65/245]

E. Hairer & G. Wanner (1996):Solving Ordinary Differential Equations II. Stiff and Differential-Algebraic
Problems. Springer Series in Comput. Math., vol. 14, 2nd edition. [MA65/245]

P. Henrici (1962):Discrete Variable Methods in Ordinary Differential Equations. John Wiley & Sons. [MA
65/50]

A. Iserles (1996):A First Course in the Numerical Analysis of Differential Equations. Cambridge Texts in
Applied Mathematics, Cambridge University Press.

J.D. Lambert (1991):Numerical Methods for Ordinary Differential Equations.John Wiley & Sons. [MA
65/367]

A.M. Stuart & A.R. Humphries (1996):Dynamical Systems and Numerical Analysis.Cambridge Univ.
Press. [MA 65/377]



58 Equations Diff́erentielles Ordinaires

III.1 Un exemple: probl ème restreintà trois corps

Considérons les trois corps suivants

la terre: : : : : : : : : masse�0 = 1� �
la lune: : : : : : : : : masse� = 0:012277471
un satellite : : : : : masse�! 0 (négligeable)

Y (satellite)

B
(lune)A (terre)

1� �� t
et supposons que

– la terre et la lune soient enrotation circulaire (dans un plan, vitesse constante) autour du
centre de gravité du système. Si le centre de gravité est supposé être àl’origine, on aA =��eit pour la terre etB = (1� �)eit pour la lune (voir la figure).

– le mouvement du satellite soit dû à laforce d’attractiondes deux corps. Celle-ci est propor-
tionnelle àm1m2=r2 oùm1; m2 sont les masses etr la distance entre eux.

En appliquant laloi de Newton( masse� accélération= force ), on obtient pour le mouvement du
satellite (Y 2 lC) �Y 00 = �(1� �)kA� Y k2 � A� YkA� Y k| {z }

attraction de la terre

+ ��kB � Y k2 � B � YkB � Y k| {z }
attraction de la lune

: (1.1)

Pour éliminer le facteureit dansA = ��eit et B = (1 � �)eit, introduisons la variabley =e�itY = y1 + iy2. Dans le système de coordonnées(y1; y2), la terre et la lune ne se meuvent plus.
Si nous inséronsY = eity etY 00 = �eity + 2ieity0 + eity00 dans l’équation (1.1) nous obtenonsy00 + 2iy0 � y = (1� �) � (��� y)k�+ yk3 + � � (1� �� y)k1� �� yk3 : (1.2)

En séparant les parties réelles et imaginaires et en introduisant de nouvelles variables pour la
vitesse (y3 = y01, y4 = y02) nous obtenons le systèmey01 = y3y02 = y4y03 = y1 + 2y4 � (1� �)(y1 + �)=r31 � �(y1 � 1 + �)=r32y04 = y2 � 2y3 � (1� �)y2=r31 � �y2=r32 (1.3)

où r1 = q(y1 + �)2 + y22; r2 = q(y1 � 1 + �)2 + y22:
Pour les valeurs initialesy1(0) = 0:994; y2(0) = 0; y3(0) = 0;y4(0) = �2:00158510637908252240537862224; (1.4)

la solution est périodique (voir la fig. III.1, trait continu) de périodeT = 17:0652165601579625588917206249: (1.5)

Les figures de ce chapitre sont toutes tirées du livre de Hairer, Nørsett & Wanner.
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FIG. III.1 – Solution de (1.3) (orbite d’Arenstorf)

Avant de discuter la résolution numérique des équations différentielles, nousrappelons un théo-
rème sur l’existence et l’unicité de la solution (pour une démonstration, voirle cours d’Analyse II).

Théorème 1.1Soitf(x; y) de classeC1 dans un voisinage de(x0; y0). Alors, il existe� > 0 tel
que le probl̀emey0 = f(x; y), y(x0) = y0 poss̀ede exactement une solution sur(x0� �; x0 +�).
III.2 M éthodes de Runge-Kutta

Pour calculer une approximation de la solution dey0 = f(x; y); y(x0) = y0 (2.1)

sur l’intervalle[x0; �x], on procède comme suit: on subdivise[x0; �x] en sous-intervalles d’extrémitésx0 < x1 < : : : < xN = �x, on dénotehn = xn+1 � xn et on calcule l’approximationyn � y(xn)
par une formule de type yn+1 = yn + hn�(hn; xn; yn): (2.2)

Une telle formule s’appelle “méthode àunpas”, car le calcul deyn+1 utilise uniquement les valeurshn; xn; yn et nonhn�1; xn�1; yn�1; : : :.
Méthode d’Euler (1768).La méthode la plus simple est donnée pary1 = y0 + hf(x0; y0) (2.3)

(pour simplifier la notation nous considérons uniquement le premier pas (n = 0 dans (2.2)) et nous
notonsh0 = h). Elle est obtenue en remplaçant la solutiony(x) par sa tangente au point(x0; y0).
L’expérience numérique de la fig. III.1 montre que cette méthode n’est pas assez précise.
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Pour la dérivation d’autres méthodes numériques, intégrons (2.1) dex0 àx0 + hy(x0 + h) = y0 + Z x0+hx0 f(t; y(t)) dt: (2.4)

Si l’on remplace l’intégrale de (2.4) parhf(x0; y0), on obtient la méthode d’Euler. L’idée évidente
est d’approcher l’intégrale de (2.4) par une formule de quadrature ayant un ordre plus élevé.

Méthode de Runge (1895).On prend la formule du point milieuy(x0 + h) � y0 + hf�x0 + h2 ; y(x0 + h2 )� (2.5)

et on remplace la valeur inconnuey(x0 + h=2) par la méthode d’Euler. Ceci nous donney1 = y0 + hf�x0 + h2 ; y0 + h2f(x0; y0)�: (2.6)

En généralisant cette idée à une formule de quadrature d’un ordre plus élevé, on est conduit à
la définition suivante (Kutta 1901).

Définition 2.1 Une ḿethode de Runge-Kuttàa s étages est donnée park1 = f(x0; y0)k2 = f(x0 + c2h; y0 + ha21k1)k3 = f(x0 + c3h; y0 + h(a31k1 + a32k2)): : :ks = f(x0 + csh; y0 + h(as1k1 + : : :+ as;s�1ks�1))y1 = y0 + h(b1k1 + : : :+ bsks) (2.7)

où ci; aij; bj sont des coefficients. On la représentèa l’aide du sch́ema
ci aijbi

Exemples.La méthode d’Euler ainsi que des méthodes de Runge et de Heun sont données dans le
tableau III.1.

TAB. III.1 – Les premìeres ḿethodes de Runge-Kutta0 1 01=2 1=20 1 01=3 1=32=3 0 2=31=4 0 3=4
Par la suite nous supposerons toujours que lesci satisfontc1 = 0; ci = i�1Xj=1 aij; i = 2; : : : ; s: (2.8)

Ceci signifie queki = f(x0 + cih; y(x0 + cih)) + O(h2). Motivés par la relation (I.2.3) pour les

formules de quadrature, nous étendons la notion de l’ordre aux méthodes de Runge-Kutta.
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Définition 2.2 On dit que la ḿethode (2.7) a l’ordrep si, pour chaque problèmey0 = f(x; y),y(x0) = y0 (avecf(x; y) suffisamment différentiable), l’erreur apr̀es un pas satisfaity1 � y(x0 + h) = O(hp+1) pour h! 0: (2.9)

La différence (2.9) s’appelle erreur locale de la méthode.

La méthode d’Euler est une méthode d’ordre1, cary(x0 + h) = y0 + hy0(x0) +O(h2) = y0 + hf(x0; y0) +O(h2) = y1 +O(h2):
La méthode de Runge est basée sur la formule du point milieu qui est une formule de quadrature

d’ordre2: y(x0 + h) = y0 + hf�x0 + h2 ; y(x0 + h2 )�+O(h3):
En remplaçanty(x0 + h=2) par la valeury0 + (h=2)f(x0; y0) de la méthode d’Euler, on ajoute un
autre terme d’erreur de grandeurO(h3). Ainsi, cette méthode a l’ordrep = 2. La méthode de Heun

(tableau III.1) est obtenue à partir de la formule de quadraturey(x0 + h) = y0 + h4�f(x0; y0) + 3f(x0 + 2h3 ; y(x0 + 2h3 ))�+O(h4)
si l’on remplacey(x0 + 2h=3) par l’approximation de la méthode de Runge. La méthode de Heun
a donc l’ordrep = 3.

Expérience nuḿerique. Considérons les trois méthodes du tableau III.1 ainsi que deux méthodes
d’ordre4 (voir le paragraphe III.3) et comparons leurs performances pour le problème (Van der
Pol, voir Analyse I, Poly II, p. 68-70)y01 = y2 y1(0) = 2:00861986087484313650940188y02 = (1� y21)y2 � y1 y2(0) = 0 (2.10)

Nous subdivisons l’intervalle[0; 6:6632868593231301896996820305] (sur celui-ci la solution est
périodique) enn parties équidistantes et appliquonsn fois la méthode. Le travail (nombre to-
tal d’évaluations def ) est alors dessiné en fonction de l’erreur à la fin de l’intervalle (fig.III.2).
Comme dans la fig. I.3 (intégration numérique), on peut constater quelog10(fe) dépend linéaire-
ment de� log10(err) et que cette droite est de pente1=p, oùp est l’ordre de la méthode. Il est donc
important d’utiliser des méthodes d’ordre élevé.

III.3 Construction de méthodes d’ordre4
Le but est de déterminer les coefficientsaij; bj (lesci sont donnés par (2.8)) afin que l’erreur locale
satisfasse (2.9) avecp = 4. Pour cela, on va d’abord calculer les séries de Taylor de la solution
exactey(x0 + h) et de l’approximation numériquey1 = y1(h). Ensuite, on va comparer leurs
coefficients.

Simplification. Si la condition (2.8) est vérifiée, il suffit de considérer des problèmesautonomes,
c.-à-d. des problèmes oùf ne dépend pas dex. Pour voir ceci, on écrit le systèmey0 = f(x; y)
sous la forme équivalenteY 0 = F (Y ); où Y = �xy � ; F (Y ) = � 1f(x; y)� (3.1)
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FIG. III.2 – Erreur globale par rapport au travail nuḿerique

avec comme valeur initialeY0 = (x0; y0)T . L’application de la méthode de Runge-Kutta au pro-
blème (3.1) donneKi = F�Y0 + h i�1Xj=1 aijKj� = � 1ki � ; Y1 = Y0 + h sXi=1 biKi = � x1y1 �
ce qui est équivalent à (2.7) carY0 + h i�1Xj=1 aijKj = � x0y0 � + h i�1Xj=1 aij � 1kj � = � x0 + cihy0 + hPi�1j=1 aijkj � :
Série de Taylor de la solution exacte.Considérons le problèmey0 = f(y); y(x0) = y0: (3.2)

En dérivant l’équation (3.2), on obtient pour la solution exactey00 = (f 0f)(y)y000 = (f 00(f; f) + f 0f 0f)(y)y(4) = (f 000(f; f; f) + 3 f 00(f 0f; f) + f 0f 00(f; f) + f 0f 0f 0f)(y):
La série de Taylor est doncy(x0 + h) = y0 + hf0 + h22! �f 0f�0 + h33! �f 00(f; f) + f 0f 0f�0 (3.3)+ h44! �f 000(f; f; f) + 3 f 00(f 0f; f) + f 0f 00(f; f) + f 0f 0f 0f�0 +O(h5):
L’indice 0 indique que l’expression doit être évaluée à la valeur initialey0.
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Série de Taylor de la solution nuḿerique. Pour calculer la série de Taylor dey1, il suffit de la
connaı̂tre pour ki = f�y0 + h i�1Xj=1 aijkj�: (3.4)

On peut considérer (3.4) comme une équation de point fixe et on peut approcher leski par la
méthode des approximations successives. Si l’on commence parki = f(y0)+O(h), on obtient (en
utilisant (2.8)) ki = f0 + cih(f 0f)0 +O(h2):
La deuxième itération nous donneki = f(y0 + hcif0 + h2Pj aijcj (f 0f)0 +O(h3))= f0 + cih(f 0f)0 + h2Pj aijcj (f 0f 0f)0 + h22 c2i (f 00(f; f))0 +O(h3):
Si l’on fait encore une itération et si l’on insère la formule ainsi obtenue dans la définition dey1
(voir (2.7)) on obtienty1 = y0 + h(Pibi)f0 + h22! (2Pibici)(f 0f)0+ h33! �(3Pibic2i )(f 00(f; f))0 + (6Pijbiaijcj)(f 0f 0f)0� (3.5)+ h44! �(4Pibic3i )(f 000(f; f; f))0 + (8Pijbiciaijcj)3(f 00(f 0f; f))0+ (12Pijbiaijc2j)(f 0f 00(f; f))0 + (24Pijkbiaijajkck)(f 0f 0f 0f))0�+O(h5):
En comparant les coefficients de (3.3) et de (3.5), on trouve les conditions pour les coefficientsci; aij; bj impliquant un certain ordre de la méthode.

Théorème 3.1 (conditions d’ordre) La méthode de Runge-Kutta (2.7) a l’ordre4 si les coeffi-
cients satisfont (2.8) et Pi bi = 1 (= b1 + b2 + b3 + b4) (3.6a)Pi bici = 1=2 (= b2c2 + b3c3 + b4c4) (3.6b)Pi bic2i = 1=3 (= b2c22 + b3c23 + b4c24) (3.6c)Pi;j biaijcj = 1=6 (= b3a32c2 + b4(a42c2 + a43c3)) (3.6d)Pi bic3i = 1=4 (= b2c32 + b3c33 + b4c34) (3.6e)Pi;j biciaijcj = 1=8 (= b3c3a32c2 + b4c4(a42c2 + a43c3)) (3.6f)Pi;j biaijc2j = 1=12 (= b3a32c22 + b4(a42c22 + a43c23)) (3.6g)Pi;j;k biaijajkck = 1=24 (= b4a43a32c2): (3.6h)

(entre parenth̀eses on a explicité les expressions pours = 4).

Remarque.Si la méthode satisfait seulement (3.6a), (3.6a,b) ou (3.6a,b,c,d) elle a alors seulement
l’ordre 1, 2 ou3, respectivement.
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Résolution du syst̀eme (3.6) pours = 4. Nous suivons une idée de John Butcher et considérons
le produit 0B@ b2 b3 b4b2c2 b3c3 b4c4d2 d3 d4 1CA| {z }U 0B@ c2 c22 Pj a2j � c22=2c3 c23 Pj a3j � c23=2c4 c24 Pj a4j � c24=21CA| {z }V = 0B@ 1=2 1=3 01=3 1=4 00 0 01CA
où dj = sXi=j+1 biaij � bj(1� cj): (3.7)

Nous montrons d’abord quedetU = 0 . Supposons, par l’absurde, queU soit inversible. CommeUV e3 = 0, on obtient doncV e3 = 0, ce qui est impossible carXj a2jcj � c222 = �c222 6= 0:
Par conséquence, il existe un vecteurw 6= 0 tel quewTU = 0. On a doncwTUV = 0 et la forme
particulier deUV nous montre quew est forcement de la formewT = (0; 0; �) avec� 6= 0. La
relationwTU = 0 nous donne les conditions nécessairesdi = 0 pouri = 2; 3; 4, c.-à-d.b2(1� c2) = b3a32 + b4a42 (3.8a)b3(1� c3) = b4a43 (3.8b)b4(1� c4) = 0: (3.8c)

Un calcul direct montre que le trois conditions (3.6d,g,h) peuvent en effet être remplacées par
(3.8a,b,c) sans changer de solutions.

Le système (3.6a,b,c,e,f)–(3.8a,b,c) consiste en8 équations non linéaires pour les10 paramètresbi; aij (lesci sont donnés par (2.8)). On espère trouver une solution ayant deux degrés de liberté.
La solution est donnée par l’algorithme suivant.

Algorithme. Poserc1 = 0, c4 = 1; c2 et c3 sont des param̀etres libres; calculerb1; b2; b3; b4 tels
que la formule de quadrature soit d’ordre4 (conditions (3.6a,b,c,e)); calculera43 de (3.8b),a42 eta32 du syst̀eme lińeaire (3.6f)–(3.8a); finalement calculera21; a31; a41 de (2.8) pouri = 2; 3; 4.

Parmi cette classe de méthodes d’ordre4, les plus celèbres sont données dans le tableau III.2.
La “RK solution” de la fig. III.1 a été obtenue par la méthode de gauche. Elle est basée sur la
formule de Simpson.

TAB. III.2 – Méthodes de Kutta (1901)01=2 1=21=2 0 1=21 0 0 11=6 2=6 2=6 1=6
“La” méthode de Runge-Kutta

01=3 1=32=3 �1=3 11 1 �1 11=8 3=8 3=8 1=8
règle 3/8
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III.4 Un programme à pas variables

Pour résoudre un problème réaliste (par exemple celui de la fig. III.1), un calcul à pas constants
est en général inefficace. Mais comment choisir la division? L’idéeest de choisir les pas afin que

l’erreur locale soit partout environ égale àTol (fourni par l’utilisateur). A cette fin, il faut connaı̂tre
une estimation de l’erreur locale. Inspiré par le programmeTEGRAL pour l’intégration numérique
(voir I.6), nous construisons une deuxième méthode de Runge-Kutta avecby1 comme approximation
numérique, et nous utilisons la différenceby1 � y1 comme estimation de l’erreur locale du moins
bon résultat.

Méthode embôıtée.Soit donnée une méthode d’ordrep à s étages (coefficientsci; aij; bj). On
cherche une approximationby1 d’ordre bp < p qui utilise les mêmes évaluations def , c.-à-d.,by1 = y0 + h(bb1k1 + : : :+ bbsks) (4.1)

où leski sont donnés par la méthode (2.7). Pour avoir plus de liberté, on ajoute souvent un terme
contenantf(x1; y1) à la formule (il faut en tous cas calculerf(x1; y1) pour le pas suivant) et on
chercheby1 de la forme by1 = y0 + h�bb1k1 + : : :+ bbsks + bbs+1f(x1; y1)�: (4.2)

Exemple. Prenons une méthode d’ordrep = 4 às = 4 étages et cherchons une méthode emboı̂tée
d’ordre bp = 3 qui soit de la forme (4.2). Les conditions d’ordre sont obtenues par le théorème
du paragraphe III.3 (on augmentes de1 et on ajoute un(s + 1)èmeétage avec pour coefficientsas+1;i = bi pouri = 1; : : : ; s) : bb1 + bb2 + bb3 + bb4 + bb5 = 1 (4.3a)bb2c2 + bb3c3 + bb4 + bb5 = 1=2 (4.3b)bb2c22 + bb3c23 + bb4 + bb5 = 1=3 (4.3c)bb3a32c2 + bb4(a42c2 + a43c3) + bb5=2 = 1=6: (4.3d)

Ceci représente un système linéaire de4 équations pour5 inconnues. On peut arbitrairement choisirbb5 et résoudre le système pour les autres variables. Pour le choixbb5 = 1=6, on obtient ainsi :bb1 = 2b1 � 1=6; bb2 = 2(1� c2)b2;bb3 = 2(1� c3)b3; bb4 = 0; bb5 = 1=6: (4.4)

Calcul du h “optimal”. Si l’on applique la méthode avec une certaine valeurh, l’estimation de
l’erreur satisfait (bp < p)y1 � by1 = (y1 � y(x0 + h)) + (y(x0 + h)� by1) = O(hp+1) +O(hbp+1) � C � hbp+1: (4.5)

Le h “optimal”, noté parhopt, est celui où cette estimation est proche deTol:

Tol� C � hbp+1opt: (4.6)

En éliminantC de (4.5) et de (4.6), on obtienthopt = 0:9 � h � bp+1s Tolky1 � by1k (4.7)
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(le facteur0:9 est ajouté pour rendre le programme plus sûr).

Algorithme pour la sélection automatique du pas. Au début, l’utilisateur fournit un sous-
programme qui calcule la valeur def(x; y), les valeurs initialesx0; y0 et un premier choix deh.

A) Avec h, calculery1, err = ky1 � by1k ethopt de (4.7).
B) If err � Tol (le pas est accepté) thenx0 := x0 + h; y0 := y1; h := min(hopt; xend� x0)

else (le pas est rejeté)h := hopt
end if

C) Six0 = xendon a terminé, sinon on recommence en (A) et on calcule le pas suivant.

Remarques.Il est recommandé de remplacer (4.7) parhopt = h �min�5;max(0:2; 0:9(Tol=err)1=(bp+1))�:
Pour la norme dans (4.7) on utilise en généralky1 � by1k = vuut1n nXi=1�yi1 � byi1

sci �2
où sci = 1 +max(jyi0j; jyi1j) (4.8)

(yi0; yi1; byi1 est laièmecomposante dey0; y1; by1, respectivement). Ceci représente un mélange entre
erreur relative et erreur absolue.
Exemple numérique. Cet algorithme a été programmé (en utilisant la “règle3=8” et la méthode
emboı̂tée (4.4)) et il a été appliqué au problème (une réaction chimique, le “Brusselator”)y01 = 1 + y21y2 � 4y1 y1(0) = 1:5y02 = 3y1 � y21y2 y2(0) = 3 (4.9)

sur l’intervalle[0; 20]. Les résultats obtenus avecTol = 10�4 sont présentés dans la fig. III.3:

i) en haut, les deux composantes de la solution avec tous les pas acceptés;
ii) au milieu les pas; les pas acceptés étant reliés, les pas rejetés étant indiqués par�;
iii) les dessin du bas montre l’estimation de l’erreur localeerr, ainsi que les valeurs exactes de

l’erreur locale et de l’erreur globale.

III.5 Convergence des ḿethodes de Runge-Kutta

Si l’on applique une méthode à un pasyn+1 = yn + hn�(xn; yn; hn) (5.1)

à une équation différentielley0 = f(x; y), y(x0) = y0, on cherche à connaı̂tre la grandeur de
l’ erreur globaley(xn)� yn.

Théorème 5.1Soity(x) la solution dey0 = f(x; y), y(x0) = y0 sur l’intervalle [x0; X].
Supposons que

a) l’erreur locale satisfasse pourx 2 [x0; X] eth � hmaxky(x+ h)� y(x)� h�(x; y(x); h)k � C � hp+1 (5.2)
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b) la fonction�(x; y; h) satisfasse une condition de Lipschitzk�(x; y; h)� �(x; z; h)k � � � ky � zk (5.3)

pourh � hmax et (x; y); (x; z) dans un voisinage de la solution.

Alors, l’erreur globale admet pourxn � X l’estimationky(xn)� ynk � hp � C� � �e�(xn�x0) � 1� (5.4)

où h = maxi hi, sous la condition queh soit suffisamment petit.

Remarque.Dans la fig. III.2, on a constaté que, pour un calcul avec des pas constants, l’erreurglo-
bale se comporte commelog10(fe) � �C0 � log10(err)=p, ce qui est équivalent àerr � C1(fe)�p �C2hp. Ceci concorde bien avec la formule (5.4).

Démonstration.L’idée est d’étudier l’influence de l’erreur locale, commise auièmepas, sur l’ap-
proximationyn. Ensuite, on va additionner les erreurs accumulées.

Propagation de l’erreur.Soientfyng et fzng deux solutions numériques obtenues par (5.1) avec
pour valeurs initialesy0 et z0, respectivement. En utilisant la condition de Lipschitz (5.3), leur
différence peut être estimée commekyn+1 � zn+1k � kyn � znk+ hn�kyn � znk = (1 + hn�)kyn � znk � ehn�kyn � znk: (5.5)
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FIG. III.4 – Estimation de l’erreur globale

Récursivement, on obtient alorskyn � znk � ehn�1� � ehn�2� � : : : � ehi�kyi � zik = e�(xn�xi)kyi � zik:
et l’erreur propagéeEi (voir la fig. III.4) satisfaitkEik � e�(xn�xi)keik � Chp+1i�1 e�(xn�xi): (5.6)

Accumulation des erreurs propagées.L’inégalité du triangle, ainsi que (5.6) nous donne (voir la

fig. III.5 pour l’estimation de la somme)ky(xn)� ynk � nXi=1 kEik � C nXi=1 hp+1i�1 e�(xn�xi)� Chp�h0e�(xn�x1) + h1e�(xn�x2) + : : :+ hn�2e�(xn�xn�1) + hn�1�� Chp Z xnx0 e�(xn�t) dt = Chp 1��e�(xn�t)���xnx0 = Chp� �e�(xn�x0) � 1�:
x0 x1 x2 � � � xn�1 xn x

e�(xn�x)
FIG. III.5 – Estimation de la somme de Riemann

Il reste à justifier l’application de (5.3) dans (5.5), car l’estimation (5.3) n’est valable que dans
un voisinageU = f(x; y) j ky � y(x)k � bg de la solution exacte. Si l’on suppose queh soit
suffisamment petit, plus précisement sih est tel queChp� �e�(X�x0) � 1� � b;
on est sûr que toutes les solutions numériques de la fig. III.4 restent dansU .
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Supposons maintenant que (5.1) représente une méthode de Runge-Kutta et vérifions les hy-
pothèses du théorème précédent. La condition (5.2) est satisfaite pour une méthode d’ordrep (par
définition de l’ordre). Il reste à vérifier la condition de Lipschitz (5.3) pourla fonction�(x; y; h) = sXi=1 biki(y) (5.7)

où ki(y) = f�x+ cih; y + h i�1Xj=1 aijkj(y)�: (5.8)

Lemme 5.2 Si f(x; y) satisfait une condition de Lipschitzkf(x; y)� f(x; z)k � Lky � zk dans
un voisinage de la solution dey0 = f(x; y), l’expression�(x; y; h) de (5.7) v́erifie (5.3) avec� = L�Xi jbij+ (hmaxL)Xi;j jbiaijj+ (hmaxL)2 Xi;j;k jbiaijajkj+ : : :�: (5.9)

Démonstration.La condition de Lipschitz pourf(x; y) appliquée à (5.8) nous donnekk1(y)� k1(z)k = kf(x; y)� f(x; z)k � Lky � zkkk2(y)� k2(z)k � Lky � z + ha21(k1(y)� k1(z))k� L(1 + hmaxLja21j)ky � zk (5.10)

etc. Les estimations (5.10) insérées dansk�(x; y; h)� �(x; z; h)k � sXi=1 jbij � kki(y)� ki(z)k
impliquent (5.3) avec� donné par (5.9).

III.6 M éthodes multipas (multistep methods)

Déjà longtemps avant la parution des premières méthodes de Runge-Kutta, J.C.Adams a résolu
numériquement des équations différentielles (1855, publié dans un livre de Bashforth 1883). Son
idée était d’utiliser l’information de plusieurs pas précédents (en particulier yn; yn�1; : : : ; yn�k+1)
pour obtenir une approximation précise dey(xn+1). C’est la raison pour laquelle ces méthodes
s’appellent aujourd’hui méthodes multipas (contrairement aux méthodes à un pas).

Méthodes d’Adams explicites.Soit donnée une divisionx0 < : : : < xn < xn+1 < : : : de
l’intervalle sur lequel on cherche à résoudre l’équation différentielle y0 = f(x; y) et supposons
qu’on connaisse des approximationsyn; yn�1; : : : ; yn�k+1 de la solution pourk pas consécutifs
(yj � y(xj)). Comme pour la dérivation des méthodes de Runge-Kutta, on intègre l’équation
différentielle pour obtenir y(xn+1) = y(xn) + Z xn+1xn f(t; y(t)) dt: (6.1)
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Mais, au lieu d’appliquer une formule de quadrature standard à l’intégrale de (6.1), on remplacef(t; y(t)) par le polynômep(t) de degrék� 1 qui satisfait (on utilise l’abréviationfj = f(xj; yj))p(xj) = fj
pourj = n; n� 1; : : : ; n� k + 1: xn�k+1 � � � xn�1 xn xn+1fn�k+1 fn�1 fn p(t)

(6.2)

L’approximation dey(xn+1) est alors définie paryn+1 = yn + Z xn+1xn p(t) dt: (6.3)

Si l’on représente le polynômep(t) par la formule de Newton (voir le paragraphe II.1)p(t) = k�1Xj=0� j�1Yi=0(t� xn�i)� � �jf [xn; xn�1; : : : ; xn�j] (6.4)

la méthode (6.3) devientyn+1 = yn + k�1Xj=0� Z xn+1xn j�1Yi=0(t� xn�i) dt� � �jf [xn; xn�1; : : : ; xn�j]: (6.5)

Caséquidistant.Dans la situationxj = x0 + jh les différences divisées peuvent être écrites sous
la forme �jf [xn; xn�1; : : : ; xn�j] = rjfnj! hj (6.6)

oùr0fn = fn,rfn = fn � fn�1,r2fn = r(rfn) = fn � 2fn�1 + fn�2; : : : sont lesdifférences
finies ŕegressives(à distinguer des différences finies progressives�fn = fn+1 � fn). La formule
(6.5) devient alors (posert = xn + sh)yn+1 = yn + h k�1Xj=0 
jrjfn (6.7)

où 
j = 1j! Z 10 j�1Yi=0(i + s) ds = Z 10  s+ j � 1j ! ds: (6.8)

Les premiers coefficients
j sont donnés dans le tableau III.3.

TAB. III.3 – Coefficients pour les ḿethodes d’Adams explicitesj 0 1 2 3 4 5 6 7 8
j 1 12 512 38 251720 95288 1908760480 525717280 10700173628800
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Des cas particuliers sont:k = 1 : yn+1 = yn + hfn (méthode d’Euler)k = 2 : yn+1 = yn + h�32fn � 12fn�1�k = 3 : yn+1 = yn + h�2312fn � 1612fn�1 + 512fn�2�k = 4 : yn+1 = yn + h�5524fn � 5924fn�1 + 3724fn�2 � 924fn�3�:
Si l’on veut appliquer cette méthode (par exemple aveck = 3) à la résolution dey0 = f(x; y),y(x0) = y0, il faut connaı̂tre trois approximations initialesy0; y1 et y2. Ensuite, on peut utiliser la
formule récursivement pour calculery3; y4, etc. Adams a calculé la série de Taylor de la solution
exacte (autour de la valeur initiale) pour déterminer les approximations initiales qui manquent.
Evidemment, on peut aussi les obtenir par une méthode à un pas.

Remarque.Dans la construction de la méthode (6.5), on a utilisé le polynôme d’interpolationp(t)
en-dehors de l’intervalle[xn�k+1; xn]. On sait bien (voir le chapitre II) que ceci peut provoquer de
grandes erreurs. La modification suivante est aussi due à J.C. Adams (1855).

Méthodes d’Adams implicites.L’idée est de considérer le polynômep�(t) de degrék qui satis-
fasse p�(xj) = fj pour j = n + 1; n; n� 1; : : : ; n� k + 1 (6.9)

(attention:fn+1 = f(xn+1; yn+1) est encore inconnu) et de définir l’approximation numérique paryn+1 = yn + Z xn+1xn p�(t) dt: (6.10)

Comme précédemment, la formule de Newton donnep�(t) = kXj=0� j�1Yi=0(t� xn�i+1)� � �jf [xn+1; xn; : : : ; xn�j+1] (6.11)

et la méthode devientyn+1 = yn + kXj=0� Z xn+1xn j�1Yi=0(t� xn�i+1) dt� � �jf [xn+1; xn; : : : ; xn�j+1]: (6.12)

Pour le cas équidistant, elle est donnée paryn+1 = yn + h kXj=0 
�jrjfn+1 (6.13)

où les coefficients
�j sont donnés par (voir tableau III.4)
�j = 1j! Z 10 j�1Yi=0(i� 1 + s) ds = Z 10  s+ j � 2j ! ds: (6.14)
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TAB. III.4 – Coefficients pour les ḿethodes d’Adams implicitesj 0 1 2 3 4 5 6 7 8
�j 1 �12 � 112 � 124 � 19720 � 3160 � 86360480 � 27524192 � 339533628800
Des cas particuliers sont:k = 0 : yn+1 = yn + hfn+1 = yn + hf(xn+1; yn+1)k = 1 : yn+1 = yn + h�12fn+1 + 12fn�k = 2 : yn+1 = yn + h� 512fn+1 + 812fn � 112fn�1�k = 3 : yn+1 = yn + h� 924fn+1 + 1924fn � 524fn�1 + 124fn�2�:

Chacune de ces formules représente une équation non linéaire pouryn+1, de la formeyn+1 = �n + h�f(xn+1; yn+1) (6.15)

(par exemple, pourk = 2 on a� = 5=12 et �n = yn + h(8fn � fn�1)=12). On peut résoudre ce
système par les méthodes du chapitre VI (méthode de Newton) ou simplement par la méthode des
approximations successives.

Méthodes pŕedicteur-correcteur. La solution de (6.15) est elle-même seulement une approxima-
tion dey(xn+1). Ainsi, il n’est pas important de résoudre (6.15) à une très grande précision. L’idée
est de calculer une première approximation par une méthode explicite et de corriger cette valeur
(une ou plusieurs fois) par la formule (6.15). Avec cet algorithme, un pas de la méthodeprend la
forme suivante:

P: on calcule le prédicteurbyn+1 = yn+hPk�1j=0 
jrjfn par la méthode d’Adams explicite;byn+1
est déjà une approximation dey(xn+1);

E: evaluation de la fonction: on calculebfn+1 = f(xn+1; byn+1);
C: l’approximation corrigée est alors donnée paryn+1 = �n + h� bfn+1;
E: calculerfn+1 = f(xn+1; yn+1).

Cette procédure, qu’on dénote PECE, est la plus utilisée. D’autres possibilités sont: de faire plu-
sieurs itérations, par exemple PECECE, ou d’omettre la dernière évaluation def (c.-à-d. PEC) et
de prendrebfn+1 à la place defn+1 pour le pas suivant.

Méthodes BDF (backward differentiation formulas).Au lieu de travailler avec un polynôme
qui passe par lesfj, on considère le polynômeq(t) de degrék, défini parq(xj) = yj

pourj = n+ 1; n; : : : ; n� k + 1 xn�k+1 � � � xn�1 xn xn+1yn�k+1 yn�1 yn yn+1q(t)
et on détermineyn+1 de façon telle queq0(xn+1) = f(xn+1; q(xn+1)): (6.16)
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Comme dans (6.11), la formule de Newton donneq(t) = kXj=0� j�1Yi=0(t� xn�i+1)� � �jy[xn+1; xn; : : : ; xn�j+1]: (6.17)

Chaque terme de cette somme contient le facteur(t�xn+1). Alors, on calcule facilementq0(xn+1)
et on obtient kXj=1� j�1Yi=1(xn+1 � xn�i+1)� � �jy[xn+1; xn; : : : ; xn�j+1] = f(xn+1; yn+1): (6.18)

Pour le cas équidistant, cette formule devient (utiliser (6.6))kXj=1 1jrjyn+1 = hfn+1: (6.19)

Des cas particuliers sont:k = 1 : yn+1 � yn = hfn+1k = 2 : 32yn+1 � 2yn + 12yn�1 = hfn+1k = 3 : 116 yn+1 � 3yn + 32yn�1 � 13yn�2 = hfn+1k = 4 : 2512yn+1 � 4yn + 3yn�1 � 43yn�2 + 14yn�3 = hfn+1
De nouveau, chaque formule définit implicitement l’approximation numériqueyn+1 (les méthodes
BDF sont très importantes pour la résolution de problèmes dits “raides”).
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FIG. III.6 – Erreur globale par rapport au travail nuḿerique

Expérience nuḿerique. Pour plusieurs valeurs dek, nous avons appliqué la méthode d’Adams
explicite (en pointillés dans la fig. III.6,k = 1; 2; 3; 4) ainsi que la méthode d’Adams implicite
(sous la forme PECE, trait continu,k = 0; 1; 2; 3; 4) au problème (2.10). Comme dans la fig. III.2,
le travail numérique est dessiné en fonction de l’erreur globale à la fin del’intervalle.

On constate que cette erreur se comporte commehk pour les méthodes explicites et commehk+1 pour les méthodes implicites. Pour pouvoir expliquer ce comportement, nous allons étudier
l’erreur locale (ordre), la stabilité et la convergence des méthodes multipas.
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III.7 Étude de l’erreur locale

Toutes les méthodes du paragraphe précédent sont de la formekXi=0 �iyn+i = h kXi=0 �ifn+i (7.1)

où�k 6= 0 et j�0j+ j�0j > 0. Une méthode est explicite si�k = 0, sinon elle est implicite.

Définition 7.1 Soit y(x) une solution dey0 = f(x; y(x)) et soityn+k la valeur obtenue par la
méthode (7.1) en utilisantyi = y(xi) pour i = n; : : : ; n + k � 1 (valeurs sur la solution exacte,
voir fig. III.7). Alors,

erreur locale := y(xn+k)� yn+k: (7.2)

On dit que la ḿethode (7.1) a l’ordrep si l’erreur locale estO(hp+1).
xn+k�1� � � xn+kxn xn+1 yn+k�1yn+1 yn+kyn y(x)

FIG. III.7 – Définition de l’erreur locale

Pour étudier l’erreur locale d’une méthode multipas, on considère le défautde (7.1). Ceci nous
conduit à l’opérateurL, défini parL(y; x; h) = kXi=0��iy(x+ ih)� h�iy0(x+ ih)�: (7.3)

Commeyi = y(xi) pouri = n; : : : ; n+k�1 dans la définition ci-dessus, on afi = f(xi; y(xi)) =y0(xi) pouri = n; : : : ; n+ k � 1, et en soustrayant la formule (7.1) de (7.3) on obtientL(y; xn; h) = �k�y(xn+k)� yn+k�� h�k�y0(xn+k)� fn+k�;
ce qui est équivalent àL(y; xn; h) = ��kI � h�k @f@y (: : :)�(y(xn+k)� yn+k) (7.4)

(l’argument de@f=@y peut être différent pour chaque ligne de cette matrice; voir le théorème des
accroissements finis). La formule montre que l’erreur locale de la méthode (7.1)estO(hp+1) si et
seulement siL(y; x; h) = O(hp+1) pour toute fonctiony(x) suffisamment différentiable.

Théorème 7.2Une ḿethode multipas a l’ordrep, si et seulement si ses coefficients satisfontkXi=0 �i = 0 et
kXi=0 �iiq = q kXi=0 �iiq�1 pour q = 1; : : : ; p: (7.5)
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Démonstration.Dans la formule (7.3), en développant les expressionsy(x+ ih) ety0(x+ ih) en
série de Taylor, nous obtenonsL(y; x; h) = kXi=0 �iXq�0 y(q)(x)(ih)qq! � h kXi=0 �iXr�0 y(r+1)(x)(ih)rr!= y(x)� kXi=0 �i�+Xq�1 y(q)(x)hqq! � kXi=0 �iiq � q kXi=0 �iiq�1�:
La conditionL(y; x; h) = O(hp+1) nous donne les équations (7.5).

Exemple (méthode d’Adams explicite àk pas). Pourq � k, considérons l’équation différentielley0 = qxq�1 avec comme solutiony(x) = xq. Dans cette situation, le polynômep(t) de (6.2) est
égal àf(t; y(t)) et la méthode d’Adams explicite donne le résultat exact. Par conséquent, on aL(y; x; h) = 0 (voir formule (7.4)) ce qui impliquekXi=0��i(x+ ih)q � qh�i(x+ ih)q�1� = 0
et aussi (7.5) (en posantx = 0). Ainsi, l’ordre de cette méthode est� k (on peut en fait montrer
qu’il est égal àk).

De la même manière, on montre que la méthode d’Adams implicite a l’ordrep = k + 1 et la
méthode BDF l’ordrep = k.

III.8 Stabilit é

La structure simple des conditions d’ordre pour les méthodes multipas (voir (7.5)) permet de
construire des méthodes avec un ordre maximal. Mais, ces méthodes sont-elles utiles?

Exemple (Dahlquist 1956). Posonsk = 2 et construisons une méthode explicite (�2 = 0; norma-
lisation�2 = 1) avec un ordre maximal. Les conditions (7.5) avecp = 3 nous donnent la méthode
d’ordre3 suivante yn+2 + 4yn+1 � 5yn = h(4fn+1 + 2fn): (8.1)

Une application à l’équation différentielley0 = y, y(0) = 1 donne la formule de récurrenceyn+2 + 4(1� h)yn+1 � (5 + 2h)yn = 0: (8.2)

Pour résoudre (8.2), nous inséronsyn = �n et obtenons l’équation caractéristique�2 + 4(1� h)� � (5 + 2h) = 0 (8.3)

avec comme solution�1 = 1 + h +O(h2); �2 = �5 +O(h). La solution de (8.2) est alorsyn = C1�n1 + C2�n2 (8.4)

où les constantesC1 etC2 sont déterminées pary0 = 1 et y1 = eh (on a choisi la valeury1 sur la
solution exacte). Pourn grand, le termeC2�n2 � C2(�5)n est dominant et on n’a aucun espoir que
la solution numérique converge vers la solution exacteex (fig. III.8).
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FIG. III.8 – Instabilité de la ḿethode (8.1)

La raison de la divergence de la solution numérique dans l’exemple précédent est que le poly-
nôme �(�) := kXi=0 �i� i (8.5)

possède une racine qui est plus grande que1 en valeur absolue.
Pour trouver une condition nécessaire pour la convergence, considérons le problème y0 = 0

avec des valeurs initialesy0; y1; : : : ; yk�1 perturbées. La solution numériqueyn satisfait�kyn+k + : : :+ �0yn = 0 (8.6)

et est donnée par une combinaison linéaire de�n : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : si � est une racine simple de�(�) = 0,�n; n�n : : : : : : : : : : : : : : : : : si � est une racine double de�(�) = 0,�n; n�n; : : : ; n`�1�n : : : : : : si � est une racine de multiplicitè́.

Pour que la solution numérique reste bornée, il faut que les conditions de la définition suivante
soient remplies.

Définition 8.1 Une ḿethode multipas est stable, si les racines du polynôme�(�) satisfont
i) si �(b�) = 0 alors jb�j � 1,

ii) si �(b�) = 0 et jb�j = 1 alors b� est une racine simple de�(�).
Pour les méthodes d’Adams, on a�(�) = �k�1(� � 1): (8.7)

Elles sont donc stables. Les méthodes BDF sont stables seulement pourk � 6 (voir les exercices
17 et 18).

Remarque.Donnons encore sans démonstration un résultat intéressant qui s’appelle “la première
barrière de Dahlquist”. Pour une méthode stable, l’ordrep satisfaitp � k + 2 (si k est pair),p � k + 1 (si k est impair) etp � k (si la méthode est explicite).
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III.9 Convergence des ḿethodes multipas

Pour l’étude de la convergence des méthodes multipas, nous nous contentons du cas équidistant, le
cas général étant trop technique.

Théorème 9.1Supposons que lesk valeurs de d́epart satisfassentky(xi) � yik � C0hp pouri = 0; 1; : : : ; k � 1. Si la ḿethode multipas (7.1) est d’ordrep et stable, alors elle est convergente
d’ordre p, c.-à-d. que l’erreur globale satisfaitky(xn)� ynk � Chp pour xn � x0 = nh � Const: (9.1)

Démonstration. Le point essentiel de la démonstration est le suivant: on écrit formellement la
méthode multipas (7.1) sous la forme d’une méthode à un pas et on applique les idées de la dé-
monstration du paragraphe III.5.
Formulation comme une ḿethodeà un pas.La méthode multipas (7.1) est de la forme (nous sup-
posons�k = 1) yn+k = � k�1Xi=0 �iyn+i + h	(xn; yn; : : : ; yn+k�1; h): (9.2)

Pour une méthode explicite (�k = 0), 	 est donné par	(xn; yn; : : : ; yn+k�1; h) = k�1Xi=0 �if(xn+i; yn+i)
et pour une méthode générale,	 = 	(xn; yn; : : : ; yn+k�1; h) est défini implicitement par	 = k�1Xi=0 �if(xn+i; yn+i) + �kf�xn+k; h	� k�1Xi=0 �iyn+i�: (9.3)

Considérons maintenant les super-vecteursYn := (yn+k�1; : : : ; yn+1; yn)T
et écrivons la méthode (9.2) sous la formeYn+1 = AYn + h�(xn; Yn; h) (9.4)

où A = 0BBBBBB@��k�1 ��k�2 : : : ��1 ��01 0 : : : 0 01 ... 0
... ...

...1 0
1CCCCCCA ; �(x; Y; h) = 0BBBBBB@	(x; Y; h)00

...0
1CCCCCCA (9.5)

(si lesyj étaient déjà des vecteurs, il faudrait remplacerA dans (9.4) parA 
 I, etc; cependant
nous n’utiliserons pas cette notation jugée trop lourde).
Erreur locale.Considérons des valeursyn; : : : ; yn+k�1 sur la solution exacte, notonsY (xn) := (y(xn+k�1); : : : ; y(xn+1); y(xn))T (9.6)
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et appliquons une fois la méthode multipas. Ceci donnebYn+1 = AY (xn) + h�(xn; Y (xn); h):
La première composante debYn+1 � Y (xn+1) est exactement l’erreur locale (7.2), tandis que les
autres composantes sont égales à zéro. Comme la méthode a l’ordrep par hypothèse, nous avonsk bYn+1 � Y (xn+1)k � C1hp+1 pour xn+1 � x0 = (n+ 1)h � Const: (9.7)

Propagation de l’erreur (stabilit́e).Considérons une deuxième solution numérique, définie parZn+1 = AZn + h�(xn; Zn; h)
et estimons la différenceYn+1 � Zn+1. Pour les méthodes d’Adams, on a0BBBB@ yn+k � zn+kyn+k�1 � zn+k�1

...yn+1 � zn+1 1CCCCA = 0BBBB@ yn+k�1 � zn+k�1yn+k�1 � zn+k�1
...yn+1 � zn+1 1CCCCA+ h0BBB@	(xn; Yn; h)� 	(xn; Zn; h)0

...0 1CCCA :
En utilisant la norme infinie et une condition de Lipschitz pour	 (qui est une conséquence de celle
def(x; y)), on obtient kYn+1 � Zn+1k � (1 + h�)kYn � Znk: (9.8)

Pour une méthode générale, on est obligé de choisir une autre norme pour arriver `a (9.8). La
stabilité de la méthode implique que ceci est possible (voir Hairer, Nørsett & Wanner (1993),
paragraphe III.4).
Accumulation des erreurs propagées.Cette partie de la démonstration est exactement la même que
pour les méthodes à un pas (voir le paragraphe III.5 et la fig. III.9). Au lieu de (5.2)et (5.5), on
utilise (9.7) et (9.8).

Y (x0)Y0
x0 x1 x2 x3 � � � xn = Xméthode multipas YnE1E2.

.

.
En�1En = enY (x1)Y (x2) en�1
Y (xn)

Y1 Y2 Y3
FIG. III.9 – Estimation de l’erreur globale pour des méthodes multipas
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III.10 Exercices

1. Appliquer la méthode d’Euler, de Runge et de Heun (voir tableau III.1) au problèmey0 = Ay; y(0) = y0: (10.1)

Montrer que la solution numérique est donnée paryn = R(hA)ny0;
et calculerR(hA) pour les trois méthodes.

2. Ecrire l’équation différentielle z00 + z = 0; z(0) = 1; z0(0) = 1;
sous la forme (10.1). Calculer la solution exacte et la solution numérique avec la méthode de Runge
sur [0; 1] avech = 1=2.

3. Montrer que l’ordre d’une méthode de Runge-Kutta explicite ne peut pas être plus grand que le
nombre d’étages; c.-à-d.p � s.
Indication. Appliquer la méthode ày0 = y, y(0) = 1 et observer quey1 est un polynôme enh de
degrés.

4. Donner la famille à un paramètre des méthodes de RK explicites, d’ordrep = 2 às = 2 étages (avec
comme paramètre librec2). Etudier le comportement de la solution numérique pour cette famille
quandc2 ! 0.

5. Calculer toutes les méthodes de Runge-Kutta explicitesavecp = s = 3.

6. Pour le problème de Van der Poly01 = y2; y1(0) = 2;y02 = (1� y21)y2 � y1; y2(0) = 1=2;
calculer le terme dominant de l’erreur locale (i.e. le coefficient du termehp+1) pour la méthode de
Runge d’ordre 2 (tableau III.1).

7. Calculer l’erreur locale d’une méthode de Runge-Kutta pour l’équation différentielley01 = xr�1 y1(0) = 0y02 = xq�1y1 y2(0) = 0
avecr et q des entiers positifs. En déduire la conditionsXi=1 bicq�1i i�1Xj=1aijcr�1j = 1r(q + r) ; r + q � p
pour une méthode d’ordrep.

8. (Runge 1905). Considérons une méthode de Runge-Kutta `a s étages avec l’ordrep = s � 4 et
supposons que tous les coefficientsaij etbj soient non-négatifs. Montrer que la constante de Lipschitz� de�(x; y; h) (voir le lemme du paragraphe III.5) satisfait(1 + h�) � ehL
oùL est la constante de Lipschitz pour la fonctionf(x; y). En déduire que l’estimation (5.4) reste
vraie si l’on remplace� parL.
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9. Soiterri une estimation de l’erreur aui-ème pas et définissons'i parerri = 'i � hri :
Si on a fait le calcul jusqu’aun-ème pas, c.-à-d., si on connaı̂t les valeurs dehi eterri pouri � n, il
faut trouver une valeur raisonable pourhn+1.

(a) L’hypothèse'n+1 = 'n nous conduit à la formule courante du cours.

(b) (Gustafsson 1992). Montrer que l’hypothèse�ln'n = � ln'n�1 (c.-à-d.,'n+1='n = 'n='n�1)
nous conduit à la formulehn+1 = 0:9 � h2nhn�1� Tolerrn � errn�1errn �1=r:

10. (“Dense output”). Soitfyng la solution numérique obtenue par une méthode de Runge-Kutta d’ordre4 (avec des pas constants). Pour unx 2 (xn; xn+1), nous considérons le polynômeu(x) de degré3
qui satisfaitu(xn) = yn; u0(xn) = f(xn; yn); u(xn+1) = yn+1; u0(xn+1) = f(xn+1; yn+1)
(interpolation d’Hermite, voir II.7). Montrer que, pour tout x 2 (xn; xn+1), on au(x)� y(x) = O(h4):

11. Montrer que la formule deMilneyn+1 = yn�1 + h3�fn+1 + 4fn + fn�1�
est une méthode multipas d’ordre4 qui est stable. Expliquer pourquoi ses coefficients sont lesmêmes
que pour la formule de quadrature de Simpson.

12. Calculer la solution générale deyn+3 � 5yn+2 + 8yn+1 � 4yn = 0;
puis donner une formule pour la solution particulière qui satisfaity0 = �1, y1 = 0, y2 = 4.

13. (a) Appliquer la méthode d’Adams expliciteyn+1 = yn + h�32fn � 12fn�1�
avech = 1=8 au problèmey0 = y2, y(0) = 1, y(1=2) =?
Poury1 utiliser la valeur obtenue par la méthode d’Euler explicite.

(b) Appliquer la méthode d’Euler explicite au même probl`eme, également avech = 1=8.

(c) Comparer les deux résultats numériques avec la solution exactey(1=2) = 2.

14. En utilisant le théorème binomial généralisé (Analyse I), montrer que pour les coefficients
j des
méthodes d’Adams explicites, lafonction ǵeńeratriceG(t) :=P1j=0 
jtj devientG(t) = �t=((1� t) log(1� t)).
En déduire la formule 
m + 12
m�1 + 13
m�2 + : : : + 1m+ 1
0 = 1: (1)

Calculer à l’aide de(1) les
j pourj = 1; 2; 3; 4.

Indication.Utiliser l’égalité
�s+j�1j � = (�1)j��sj �.
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15. Vérifier que la méthode BDF àk pas est d’ordrep = k.

16. Quel est le polynôme%(�) de la méthode d’Adams explicite àk pas?

17. Montrer que le polynôme�(�) de la méthode BDF àk pas est donné par�(�) = kXj=1 1j �k�j(� � 1)j :
En utilisant la transformation� = 1=(1 � z), montrer que la méthode est stable si toutes les racines
de p(z) = kXj=1 1j zj (10.2)

sont en dehors du disquejz� 1j � 1; elle est instable si au moins une racine de (10.2) se trouve dans
ce disque.

Remarque. Le polynôme (10.2) est une somme partielle de la série pour � log(1� z).
18. En calculant numériquement les racines du polynôme (10.2), montrer que la méthode BDF est stable

pour1 � k � 6, mais instable pourk = 7.

19. Une méthode multipas est dite symétrique si�k�i = ��i; �k�i = �i; pouri = 0; 1; : : : ; k:
Démontrer que l’ordre (maximal) d’une méthode symétrique est toujours pair.

20. Soit%(�) un polynôme quelconque de degrék satisfaisant%(1) = 0 et%(1)0 6= 0.

(a) Montrer qu’il existe une unique méthode multipas implicite d’ordrep = k+1 dont le polynôme
caractéristique est%(�).

(b) Montrer qu’il existe une unique méthode multipas explicite d’ordrep = k dont le polynôme
caractéristique est%(�).

21. Le polynôme caractéristique %(�) = �k�2(�2 � 1);
définit les méthodes de Nyström ou de Milne-Simpson. Calculer pourk = 2 la méthode explicite et
implicite à l’aide de l’exercice précédent.



82 Equations Diff́erentielles Ordinaires



Chapitre IV

Syst̀emes d’Equations Lińeaires

Considérons un système d’équations linéaires (aij; bj donnés)a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + : : :+ a2nxn = b2
...

...
...

...an1x1 + an2x2 + : : :+ annxn = bn (0.1)

et cherchons sa solutionx1; : : : ; xn. Très souvent, il est commode d’utiliser la notation matricielleAx = b: (0.2)

Rappelons que le système (0.2) possède une solution unique si et seulement sidetA 6= 0.
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Å. Björck (1996):Numerical Methods for Least Squares Problems.SIAM. [MA 65/387]
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IV.1 Elimination de Gauss

Soit donné le système (0.1) et supposons quedetA 6= 0. Si a11 6= 0, on peut éliminer la variablex1 dans les équations2 àn à l’aide de l’équation1, c.-à-d., on calcule`i1 = ai1a11 pour i = 2; : : : ; n (1.1)

et on remplace la lignei par
ligne i � `i1 � ligne1:

De cette manière, on obtient le système équivalenta(1)11 x1 + a(1)12 x2 + : : :+ a(1)1n xn = b(1)1a(1)22 x2 + : : :+ a(1)2n xn = b(1)2
...

...
...a(1)n2 x2 + : : :+ a(1)nnxn = b(1)n (1.2)

où a(1)1j = a1j;b(1)1 = b1; a(1)ij = aij � `i1a1jb(1)i = bi � `i1b1 pour i = 2; : : : ; n (1.3)

(si a11 = 0, on échange la première ligne de (0.1) avec une autre ligne pour arriver àa11 6= 0; ceci
est toujours possible cardetA 6= 0).

Le système (1.2) contient un sous-système de dimensionn � 1 sur lequel on peut répéter la
procédure pour éliminerx2 dans les équations3 à n. On multiplie la ligne2 de (1.2) par̀ i2 =a(1)i2 =a(1)22 et on la soustrait de la lignei. Aprèsn� 1 étapes(A; b) ! (A(1); b(1)) ! (A(2); b(2)) ! : : : ! (A(n�1); b(n�1)) =: (R; c)
on obtient un système triangulairer11x1 + r12x2 + : : :+ r1nxn = c1r22x2 + : : :+ r2nxn = c2

...
...

...rnnxn = cn (1.4)

qui se résoud facilementxn = cn=rnn; xi = (ci � nXj=i+1 rijxj)=rii pour i = n� 1; : : : ; 1: (1.5)

Théorème 1.1SoitdetA 6= 0. L’élimination de Gauss donnePA = LR (1.6)

où P est une matrice de permutation etL = 0BBBB@ 1`21 1
...

... ...`n1 : : : `n;n�1 11CCCCA ; R = 0BBBB@ r11 r12 : : : r1nr22 : : : r2n
...

...rnn1CCCCA : (1.7)
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La formule (1.6) s’appelle d́ecomposition LR (left - right) de la matriceA.

Remarque.Les colonnes et les lignes d’une matrice de permutationP sont des vecteurs unité. On
adetP = �1. Un exemple estP = 0B@ 0 1 01 0 00 0 11CA ; P 0B@ ligne1

ligne2
ligne31CA = 0B@ ligne2

ligne1
ligne31CA :

Démonstration. Supposons que toutes les permutations nécessaires soient déjà faites avantque
l’on commence l’élimination des variables (par abus de notation, nous écrivonsA au lieu dePA
dans cette démonstration). En utilisant les matricesL1 = 0BBBBBB@ 1�`21 1�`31 0 1

...
...

... ...�`n1 0 : : : 0 1
1CCCCCCA ; L2 = 0BBBBBB@ 10 10 �`32 1

...
...

... ...0 �`n2 : : : 0 1
1CCCCCCA ; : : : (1.8)

le premier pas de l’élimination de Gauss correspond à une multiplication deA avecL1, le deuxième
avecL2, etc.,L1A = A(1); L2A(1) = A(2); : : : ; Ln�1A(n�2) = A(n�1) = R:
Par conséquent,R = (Ln�1Ln�2 � : : : � L1) � A et A = (Ln�1Ln�2 � : : : � L1)�1 �R:
Il reste à montrer que la matriceL de (1.7) est égale à(Ln�1Ln�2 � : : : � L1)�1. Pour ceci, nous
appliquons la même procédure à la matriceL. La multiplication deL avecL1 élimine les éléments
de la première colonne en-dessous de la diagonale, puis la multiplication avecL2 élimine ceux de
la deuxième colonne, etc. Finalement, on obtient(Ln�1Ln�2 � : : : � L1) � L = I =identit́e, ce qu’il
fallait démontrer.

Calcul du déterminant d’une matrice. La formule (1.6) implique quedetP � detA = detL �detR. CommedetP = (�1)�, où� est le nombre de permutations dans l’élimination de Gauss,
on obtient detA = (�1)� � r11 � : : : � rnn: (1.9)

Résolution de syst̀emes lińeaires.En pratique, on rencontre souvent la situation où il faut résoudre
une suite de systèmes linéairesAx = b,Ax0 = b0,Ax00 = b00, etc., possédant tous la même matrice.
Très souvent, on connaı̂tb0 seulement après la résolution du premier système.

C’est la raison pour laquelle on écrit, en général, le programme pour l’´elimination de Gauss en
deux sous-programmes :

DEC– calculer la décomposition LR (voir (1.6)) de la matrice;
SOL – résoudre le systèmeAx = b. D’abord on calcule le vecteurc (voir (1.4)), défini parLc = Pb, puis on résoud le système triangulaireRx = c.

Pour le problème ci-dessus, on appelleune foisle sous-programmeDEC et puis, pour chaque
système linéaire, le sous-programmeSOL.
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Coût de l’ élimination de Gauss.Pour le passage deA àA(1), on a besoin den� 1 divisions (voir (1.1)) et de(n� 1)2 multiplications et additions (voir (1.3)).
Le calcul deA(2) nécessiten� 2 divisions et(n� 2)2 multiplications et additions, etc. Comme le
travail dû aux divisions est ici négligeable, le coût total de la décomposition LR s’élève à environ(n� 1)2 + (n� 2)2 + : : :+ 22 + 12 � Z n0 x2 dx = n33 opérations

(opération= multiplication+ addition).
Le calcul deb(1) nécessiten � 1 opérations (voir (1.3)). Par conséquent, on obtientc avec� (n� 1) + : : : + 2 + 1 � n2=2 opérations. Similairement, la résolution du système (1.4) se fait

enn2=2 opérations.
En résumé, l’appel au sous-programmeDEC nécessite� n3=3 opérations, tandis queSOL a

seulement besoin de� n2 opérations (sur des ordinateurs sériels).

IV.2 Le choix du pivot

Dans l’élimination de Gauss, il faut au début choisir une équation (avecai1 6= 0; cet élément
s’appelle “le pivot”) à l’aide de laquelle on éliminex1 dans les autres équations. Le choix de cette
équation (choix du pivot) peut-il influencer la précision du résultat numérique, si l’on fait le calcul
sur ordinateur en virgule flottante?

Exemple 2.1 (Forsythe)Considérons le système1:00 � 10�4 � x1 + 1:00 � x2 = 1:001:00 � x1 + 1:00 � x2 = 2:00 (2.1)

avec pour solution exactex1 = 10:9999 = 1:00010001 : : : ; x2 = 0:99980:9999 = 0:99989998 : : : : (2.2)

Appliquons l’élimination de Gauss et simulons un calcul en virgule flottante avec3 chiffres signi-
ficatifs (en base10).

a) Si l’on prenda11 = 1:00 � 10�4 comme pivot, on obtient̀21 = a21=a11 = 1:00 � 104, a(1)22 =1:00� 1:00 � 104 = �1:00 � 104 et b(1)2 = 2:00� 1:00 � 104 = �1:00 � 104. Par conséquent,x2 = b(1)2 =a(1)22 = 1:00 (exacte!), mais pourx1 nous obtenonsx1 = (b1 � a12x2)=a11 = (1:00� 1:00 � 1:00)=(1:00 � 10�4) = 0:
Le résultat numérique, obtenu pourx1, est faux.

b) Si l’on échange les deux équations de (2.1), le pivot est1:00 et l’élimination de Gauss donne:`21 = 1:00 �10�4, a(1)22 = 1:00�1:00 �10�4 = 1:00 etb(1)2 = 1:00�2:00�1:00 �10�4 = 1:00.
De nouveau, on obtientx2 = b(1)2 =a(1)22 = 1:00. Mais cette fois le résultat pourx1 estx1 = (b1 � a12x2)=a11 = (2:00� 1:00 � 1:00)=1:00 = 1:00:
Les deux valeurs numériques (pourx2 et aussi pourx1) sont correctes.
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Pour mieux comprendre dans quelle partie de l’élimination de Gauss on a perdu une informa-
tion essentielle, considérons les sous-problèmes (addition, soustraction, multiplication, division)
séparément et étudions leur “condition”.

Condition d’un probl ème.Considérons une applicationP : IRn ! IR, le problème consistant
à calculerP(x) pour les donnéesx = (x1; : : : ; xn). Il est intéressant d’étudier l’influence de
perturbations dansx sur le résultatP(x).
Définition 2.2 La condition� d’un probl̀emeP est le plus petit nombre tel quejbxi � xijjxij � eps =) jP(bx)� P(x)jjP(x)j � � � eps: (2.3)

On dit que le probl̀emeP est bien conditionńe, si� n’est pas trop grand. Sinon, il est mal condi-
tionné.

Dans cette définition,epsreprésente un petit nombre. Siepsest la précision de l’ordinateur
(voir le paragraphe II.4) alors,bxi peut être interprété comme l’arrondi dexi. Remarquons encore
que la condition� dépend des donnéesxi et du problèmeP, mais qu’elle ne dépend pas de l’algo-
rithme avec lequel on calculeP(x).
Exemple 2.3 (multiplication de deux nombres ŕeels) Soient donnés les nombresx1 et x2, con-
sidérons le problème de calculerP(x1; x2) = x1 � x2. Pour les deux valeurs perturbéesbx1 = x1(1 + �1); bx2 = x2(1 + �2); j�ij � eps (2.4)

on a bx1 � bx2 � x1 � x2x1 � x2 = (1 + �1)(1 + �2)� 1 = �1 + �2 + �1 � �2:
Commeepsest un petit nombre, le produit�1 � �2 est négligeable par rapport àj�1j + j�2j et on
obtient ��� bx1 � bx2 � x1 � x2x1 � x2 ��� � 2 � eps: (2.5)

On a donc� = 2 et ce problème est bien conditionné.

Exemple 2.4 (soustraction)Pour le problèmeP(x1; x2) = x1 � x2, un calcul analogue donne���(bx1 � bx2)� (x1 � x2)x1 � x2 ��� = ���x1�1 � x2�2x1 � x2 ��� � jx1j+ jx2jjx1 � x2j| {z }� �eps: (2.6)

Si signx1 = �signx2 (ceci correspond à une addition et non pas à une soustraction) on a� = 1; le
problème est bien conditionné.

Par contre, six1 � x2 la condition� = (jx1j + jx2j)=jx1 � x2j devient très grande et on est
confronté à un problème qui est extrêmement mal conditionné. Pour mieux illustrer l’effet de cette
grande condition, considérons l’exemple numériquex1 = 151 ; x2 = 152 pour lequel � � 2=50(1=50)2 = 100:
En faisant le calcul avec3 chiffres significatifs (en base10), on obtientbx1 = 0:196 � 10�1, bx2 =0:192 � 10�1 et bx1 � bx2 = 0:400 � 10�3. Comme les deux premiers chiffres sont les mêmes pourbx1
et bx2, la soustraction les fait disparaı̂tre et on n’a plus qu’un chiffre qui est significatif (le résultat
exact est1=(51 � 52) = 0:377 � 10�3). On parle d’extinction de chiffres.
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Explication du choix du pivot. Si `21 est très grand (ce qui est le cas dans la situation (a) de
l’exemple de Forsythe) alors,a(1)22 = a22 � `21a12 � �`21a12b(1)2 = b2 � `21b1 � �`21b1 ) x2 = b(1)2a(1)22 � b1a12 : (2.7)

Cette valeur, obtenue pourx2, est en général correcte. Mais le calcul dex1x1 = (b1 � a12x2)=a11
nécessite une soustraction qui est très mal conditionnée cara12x2 � b1 et, à cause de l’extinction
de chiffres, on perd de la précision.

La conclusion de cette étude est qu’il faut éviter des`ij trop grands.

Recherche partielle de pivot.L’idée est de ne pas se contenter d’un pivot qui soit différent de
zéro (a11 6= 0), mais d’échanger les équations de (0.1) afin quea11 soit le plus grand élément (en
valeur absolue) de la première colonne deA. De cette manière, on a toujoursj`i1j � 1. La même
stratégie est répétée pour les sous-systèmes apparaissant dans l’´elimination de Gauss.

IV.3 La condition d’une matrice

Pour étudier la condition du problème “résoudreAx = b”, on a besoin de normes de vecteurs et de
matrices.

Rappel sur la norme d’une matrice.Pour une matrice àm lignes etn colonnes, on définitkAk = maxkxk=1 kAxk = maxx6=0 kAxkkxk ; (3.1)

c.-à-d., la norme deA est le plus petit nombrekAk qui possède la propriétékAxk � kAk � kxk pour tout x 2 IRn: (3.2)

Evidemment,kAk dépend des normes choisies dansIRn etIRm. Il y a des situations où l’on connaı̂t
des formules explicites pourkAk. Par exemple, si l’on prend la même norme dans les deux espaces
alors,
pour kxk1 = Pni=1 jxij , on a kAk1 = maxj=1;:::;n� mXi=1 jaijj�; (3.3)

pour kxk2 = (Pni=1 jxij2)1=2 , on akAk2 = q
plus grande valeur propre deATA; (3.4)

pour kxk1 = maxi=1;:::;n jxij , on akAk1 = maxi=1;:::;m� nXj=1 jaijj�: (3.5)
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La normekAk d’une matrice satisfait toutes les propriétés d’une norme. En plus, elle v´erifiekIk =1 pour la matrice d’identité etkA �Bk � kAk � kBk.
Après ce rappel sur la norme d’une matrice, essayons d’estimer la condition du problèmeAx =b. Pour ceci, considérons un deuxième système linéairebAbx = bb avec des données perturbéesbaij = aij(1 + �ij); j�ijj � �A;bbi = bi(1 + �i); j�ij � �b; (3.6)

où �A et �b spécifient la précision des données (par exemple�A � eps, �b � epsoù epsest la
précision de l’ordinateur). Les hypothèses (3.6) impliquent (au moins pour les normesk � k1 etk � k1) que k bA� Ak � �A � kAk; kbb� bk � �b � kbk: (3.7)

Notre premier résultat donne une estimation dekbx� xk, en supposant que (3.7) soit vrai. Un peu
plus loin, on donnera une estimation améliorée valable si (3.6) est satisfait.

Théorème 3.1Consid́erons les deux systèmes lińeairesAx = b et bAbx = bb où A est une matrice
inversible. Si (3.7) est vérifié et si �A � �(A) < 1, alors on akbx� xkkxk � �(A)1� �A � �(A) � (�A + �b) (3.8)

où �(A) := kAk � kA�1k. Le nombre�(A) s’appelle condition de la matriceA.

Démonstration.De bb� b = bAbx� Ax = ( bA� A)bx + A(bx� x), nous déduisons quebx� x = A�1��( bA� A)bx + (bb� b)�: (3.9)

Maintenant, prenons la norme de (3.9), utilisons l’inégalité du triangle, les estimations (3.7),kbxk �kxk+ kbx� xk etkbk = kAxk � kAk � kxk. Nous obtenons ainsikbx� xk � kA�1k��A � kAk � (kxk + kbx� xk) + �b � kAk � kxk�:
Ceci donne l’estimation (3.8).

La formule (3.8) montre que pour�A � �(A) � 1, l’amplification maximale de l’erreur des
données sur le résultat est de�(A).
Propri étés de�(A). SoitA une matrice inversible. Alors,

a) �(A) � 1 pour touteA,
b) �(�A) = �(A) pour� 6= 0,

c) �(A) = maxkyk=1 kAyk. minkzk=1 kAzk.
La propriété (c) permet d’étendre la définition de�(A) aux matrices de dimensionm � n avecm 6= n.
Démonstration.La propriété (a) est une conséquence de1 = kIk = kAA�1k � kAk � kA�1k. La
propriété (b) est évidente. Pour montrer (c), nous utilisonskA�1k = maxx6=0 kA�1xkkxk = maxz 6=0 kzkkAzk = �minz 6=0 kAzkkzk ��1:
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TAB. IV.1 – Conditions de matrices de Hilbert et Vandermonden 2 4 6 8 10 12�(Hn) 27 2:8 � 104 2:9 � 107 3:4 � 1010 3:5 � 1013 3:8 � 1016�(Vn) 8 5:6 � 102 3:7 � 104 2:4 � 106 1:6 � 108 1:0 � 1010
Exemples de matrices ayant une grande condition.Considérons les matricesHn (matrice de
Hilbert) etVn (matrice de Vandermonde) définies par (cj = j=n)Hn = � 1i + j � 1�ni;j=1; Vn = � ci�1j �ni;j=1:
Leur condition pour la normek � k1 est donnée dans le tableau IV.1.

Exemples de matrices ayant une petite condition.Une matriceU est orthogonale siUTU = I.
Pour la norme euclidienne, sa condition vaut1 carkUk2 = 1 etkU�1k2 = 1 (l’inverseU�1 = UT
est aussi orthogonale).

Concernant l’interpolation avec des fonctions splines, nous avons rencontré la matrice (voir le
paragraphe II.7, cas équidistant)A = 1h 0BB@ 4 11 4 11 ... ...... ...

1CCA 9>>=>>; n (3.10)

Le facteur1=h n’influence pas�(A). Posons alorsh = 1. Avec la formule (3.5), on vérifie fa-
cilement quekAk1 = 6. Pour estimerkA�1k1, écrivonsA sous la formeA = 4(I + N) où I
est l’identité etN contient le reste. On voit quekNk1 = 1=2. En exprimantA�1 par une série
géométrique, on obtientkA�1k1 � 14�1 + kNk1 + kNk21 + kNk31 + : : :� � 12 :
Par conséquent,�1(A) � 3 indépendamment de la dimension du système.

Il y a des situations où l’estimation (3.8) est trop pessimiste. Considérons, par exemple, les
systèmesAx = b et bAbx = bb oùA = � 3 00 10�8 � ; b = � 23� ; bA = � 3(1 + �1) 00 10�8(1 + �2)� ; bb = � 2(1 + �1)3(1 + �2)� :

(3.11)
La différence des solutions satisfaitbxi � xi = xi�1 + �i1 + �i � 1� � xi(�i � �i):
Le problème est donc très bien conditionné. Par contre, la condition�(A) de la matriceA de (3.11)
est�(A) = 3 � 108 et l’estimation (3.8) est obsolète.

Théorème 3.2Consid́erons les systèmesAx = b et bAbx = bb où A est inversible. Si (3.6) est
vérifié et si �A � �c(A) < 1, alors on akbx� xk1kxk1 � �c(A)1� �A � �c(A) � (�A + �b) (3.12)
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où �c(A) := k jA�1j � jAj k1.

Remarque.Si B = (bij) est une matrice arbitraire, on dénote parjBj la matrice dont les élé-
ments sontjbijj. On utilise une notation analogue pour des vecteurs. Pour deux vecteursx =(x1; : : : ; xn)T ety = (y1; : : : ; yn)T , on écritjxj � jyj si on ajxij � jyij pour touti.
Démonstration.Exactement comme dans la démonstration du théorème précédent, nous obtenonsjbx� xj � jA�1j(�A � jAj � (jxj+ jbx� xj) + �b � jAj � jxj)= jA�1j � jAj � (�A � (jxj+ jbx� xj) + �b � jxj): (3.13)

En prenant la norme infinie de cette relation, nous arrivons au résultat (3.12).

Si l’hypothèse (3.6) est vérifiée, l’estimation (3.12) est une amélioration de (3.8) car on a
toujours �c(A) � �1(A): (3.14)

De plus, la valeur�c(A) est invariante par rapport à une multiplication à gauche avec une matrice
diagonale, c.-à-d.,�c(DA) = �c(A) si D = diag(d1; : : : ; dn) avec di 6= 0: (3.15)

Ceci est une conséquence dejDAj = jDj � jAj et dej(DA)�1j = jA�1D�1j = jA�1j � jD�1j. En
particulier, pour une matrice diagonale (voir (3.11)), on a toujours�c(D) = 1.

IV.4 La stabilit é d’un algorithme

Le but de ce paragraphe est d’étudier l’influence des erreurs d’arrondi sur le résultat pour l’élimi-
nation de Gauss. Commençons par la définition de la stabilité d’un algorithmeet avec quelques
exemples simples.

Unalgorithmepour résoudre le problèmeP(x) est une suite d’opérations élémentairesf1; : : : ; fn
(addition, soustraction, multiplication, division, évaluation d’une racine, d’une fonction élémen-
taire,: : :) telle que P(x) = fn(fn�1(: : : f2(f1(x)) : : :)): (4.1)

En général, il existe beaucoup d’algorithmes différents pour résoudre le même problèmeP(x).
L’amplification de l’erreur, en faisant l’opérationfi, est décrite par la condition�(fi) (voir la

définition dans le paragraphe IV.2). L’estimation�(P) � �(f1) � �(f2) � : : : � �(fn): (4.2)

est une conséquence simple de la définition de la condition d’un problème.

Définition 4.1 Un algorithme est nuḿeriquement stable (au sens de “forward analysis”) si�(f1) � �(f2) � : : : � �(fn) � Const� �(P) (4.3)

où Const n’est pas trop grand (par exemple, Const= O(n)).
La formule (4.3) exprime le fait que l’influence des erreurs d’arrondi durant le calculdeP(x)

n’est pas beaucoup plus grande que l’influence d’erreurs dans les données (qui sont inévitables).
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Exemple 4.2 Soit x = 104 et considérons le problème de calculer1=(x(1 + x)). Examinons les
deux algorithmes suivants :

a) x %& xx + 1 &% x(x + 1) �! 1x(x+ 1) .
Toutes ces opérations sont très bien conditionnées (voir le paragraphe IV.3). Ainsi, cet algorithme
est numériquement stable.

b) x %& 1=xx+ 1 �! 1=(x+ 1) &% 1x � 1x + 1 = 1x(x + 1) .

Dans cet algorithme, seules les trois premières opérations sont bien conditionnées. La soustraction,
à la fin, est très mal conditionnée car1=x � 1=(x + 1). Ainsi, cet algorithme est numériquement
instable.

La vérification, si un algorithme (non-trivial) est stable (au sens de “forward analysis”), est
souvent très complexe et difficile. Pour cette raison, Wilkinson a introduit une autre définition de
la stabilité d’un algorithme.

Définition 4.3 Un algorithme pour ŕesoudre le probl̀emeP(x) est nuḿeriquement stable (au sens
de “backward analysis”) si le ŕesultat nuḿeriqueby peutêtre interpŕet́e comme un ŕesultat exact
pour des donńees perturb́eesbx (c.-à-d., by = P(bx)) et sijbxi � xijjxij � Const� eps (4.4)

où Const n’est pas trop grand et eps est la précision de l’ordinateur.

Remarque.Pour l’étude de cette stabilité, il ne faut pas connaı̂tre la condition du problème.

Exemple 4.4 Considérons le problème de calculer le produit scalairex1 � x2 + x3 � x4. On utilise
l’algorithme (x1; x2; x3; x4) %& x1 � x2x3 � x4 &% x1 � x2 + x3 � x4: (4.5)

Le résultat numérique (sous l’influence des erreurs d’arrondi) est�x1(1 + �1) � x2(1 + �2)(1 + �1) + x3(1 + �3) � x4(1 + �4)(1 + �2)�(1 + �3)
où j�ij; j�jj � eps. Ce résultat est égal àbx1 � bx2 + bx3 � bx4 si l’on posebx1 = x1(1 + �1)(1 + �1); bx3 = x3(1 + �3)(1 + �2);bx2 = x2(1 + �2)(1 + �3); bx4 = x4(1 + �4)(1 + �3):
Ainsi, (4.4) est vérifié pourConst= 2 (on néglige les produits�i��j). En conséquence, l’algorithme
(4.5) est toujours numériquement stable (au sens de “backward analysis”).

Cet exemple montre bien qu’un algorithme peut être stable, même si le problème est mal condi-
tionné. Ainsi, il faut bien distinguer les notions “stabilité numérique” et “condition d’un problème”.
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La stabilit é de l’élimination de Gauss.Soit donnée une matriceA (detA 6= 0) ayant la dé-
compositionA = LR (on suppose que les permutations nécessaires sont déjà effectuées). En
appliquant l’élimination de Gauss, nous obtenons deux matricesbL et bR, qui représentent la dé-
composition exacte de la matricebA := bL � bR. Pour montrer la stabilité numérique (au sens de
“backward analysis”) de l’élimination de Gauss, on a besoin de trouver une estimation de la formejbaij � aijj � jaijj � Const � eps. En tous cas, il faut estimer la différencebaij � aij.
Théorème 4.5 (Wilkinson) SoitA une matrice inversible etbL, bR le résultat nuḿerique de l’́eli-
mination de Gauss (avec recherche de pivot, c.-à-d. j b̀ijj � 1 pour touti; j). Alors,jbaij � aijj � 2 � a �min(i� 1; j) � eps (4.6)

où a = maxi;j;k ja(k)ij j.
Démonstration.Lors de lakèmeétape de l’élimination de Gauss, on calculeba(k)ij à partir deba(k�1)ij .
Si l’on prend en considération les erreurs d’arrondi, on obtientba(k)ij = (ba(k�1)ij � b̀ik � ba(k�1)kj � (1 + �ijk))(1 + �ijk)= ba(k�1)ij � b̀ik � ba(k�1)kj + �ijk (4.7)

où (en négligeant les termesO(eps2))j�ijkj � jba(k)ij j � j�ijkj+ j b̀ikj � jba(k�1)kj j � j�ijkj � 2 � a � eps: (4.8)

Par définition debA, on abaij = Pmin(i;j)k=1 b̀ik � brkj = Pmin(i;j)k=1 b̀ik � ba(k�1)kj et, en utilisant la formule
(4.7), on obtient pouri > jbaij = jXk=1(ba(k�1)ij � ba(k)ij + �ijk) = aij + jXk=1�ijk (4.9a)

cara(j)ij = 0 dans cette situation. Pouri � j, on abaij = i�1Xk=1(ba(k�1)ij � ba(k)ij + �ijk) + b̀ii � brij = aij + i�1Xk=1�ijk (4.9b)

car b̀ii = 1 et brij = ba(i�1)ij . Les formules (4.9a) et (4.9b), ensemble avec l’estimation (4.8), dé-
montrent l’estimation (4.6).

Conśequence.L’élimination de Gauss est stable (au sens de “backward analysis”) si lequotientmaxi;j;k ja(k)ij j .maxi;j jaijj (4.10)

n’est pas trop grand.
On peut montrer que le quotient (4.10) est borné par2n�1, oùn est la dimension de la matriceA

(voir exercice 9). Mais, en général, cette constante est beaucoup pluspetite. Pour illustrer ceci, nous
avons pris un grand nombre de matrices de dimensions comprises entre2 et 24 dont les éléments
sont des nombres aléatoires dans[�1; 1]. Nous avons dessiné dans la fig. IV.1 le quotient (4.10) en
fonction de la dimension de la matrice (chaque point représente la moyenne de30 échantillons).
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100 101

234 n
quotient (4.10)

FIG. IV.1 – Stabilit́e nuḿerique de l’́elimination de Gauss

IV.5 L’algorithme de Cholesky

Etudions l’élimination de Gauss pour le cas important oùA estsyḿetrique(AT = A) etA estdéfinie positive(xTAx > 0 pourx 6= 0).
Le théorème suivant montre que, dans cette situation particulière, il n’est pas nécessaire d’effectuer
une recherche de pivot.

Théorème 5.1SoitA une matrice syḿetrique et d́efinie positive.
a) L’élimination de Gauss est faisable sans recherche de pivot.
b) La d́ecompositionA = LR satisfaitR = DLT avec D = diag(r11; : : : ; rnn): (5.1)

Démonstration. a) On aa11 = eT1Ae1 > 0 (avece1 = (1; 0; : : : ; 0)T ) car la matriceA est définie
positive. Alors, on peut choisira11 comme pivot dans la première étape de l’élimination de Gauss.
Ceci donne A = � a11 aTa C � �! A(1) = � a11 aT0 C(1) � (5.2)

où c(1)ij = aij � ai1a11 � a1j pouri; j = 2; : : : ; n, ce qui est équivalent àC(1) = C � 1a11 � a � aT : (5.3)

La matriceC(1) est symétrique (trivial). Montrons qu’elle est aussi définie positive. Pourceci, nous
prenons uny 2 IRn�1, y 6= 0. Il faut montrer queyTC(1)y > 0. La partition de (5.2) et le fait queA soit définie positive impliquent(x1; yT )� a11 aTa C �� x1y � = a11x21 + 2x1 � yTa+ yTCy > 0: (5.4)

En posantx1 = �yTa=a11 dans (5.4), on obtient de (5.3) queyTC(1)y = yTCy � 1a11 (yTa)2 > 0:
Par récurrence, on voit que la deuxième et aussi les autres étapes de l’élimination de Gauss sont
faisables sans recherche de pivot.
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b) La formule (5.1) est une conséquence de l’unicité de l’élimination de Gauss pour desma-
trices inversibles. En effet, on peut écrireR = D bLT et on obtientA = AT = RTLT = bL(DLT ),
d’où bL = L.

Pour montrer l’unicité de l’élimination de Gauss, supposonsA = LR = bL bR et considérons
l’identité bL�1L = bRR�1. Le produit de deux matrices triangulaires inférieures reste une matrice
triangulaire inférieure; de même pour les matrices triangulaires supérieures. Comme les éléments
de la diagonale debL�1L sont tous égaux à1, on abL�1L = bRR�1 = I; (5.5)

ce qui implique l’unicité de l’élimination de Gauss.

La décomposition A = LDLT (5.6)

s’appelledécomposition rationnelle de Cholesky. Commerii > 0 (A est définie positive), on
peut considérer la racineD1=2 = diag(pr11; : : : ;prnn), et la décomposition (5.6) devientA =(LD1=2)(D1=2LT ) = (LD1=2)(LD1=2)T . Par abus de notation, en écrivantL pourLD1=2, nous
obtenons ladécomposition de CholeskyA = LLT où L = 0B@ `11 0

...
...`n1 : : : `nn1CA : (5.7)

Une comparaison des coefficients dans l’identitéA = LLT donne pouri = k : akk = `2k1 + `2k2 + : : :+ `2kki > k : aik = `i1`k1 + : : :+ `i;k�1`k;k�1 + `ik`kk
et on en déduit l’algorithme suivant:

Algorithme de Cholesky.
for k := 1 to n do`kk := (akk �Pk�1j=1 `2kj)1=2;

for i := k + 1 to n do`ik := (aik �Pk�1j=1 `ij`kj)=`kk.
Le côut de cet algorithme.En négligeant lesn racines, le nombre d’opérations nécessaires est
d’environ nXk=1(n� k) � k � Z n0 (n� x)x dx = n36 :
Ceci correspond à la moitié du coût de la décomposition LR.

Pour résoudre le systèmeAx = b, on calcule d’abord la décomposition de Cholesky (5.7).
Puis, on résoud successivement les deux systèmesLc = b et LTx = c, dont les matrices sont
triangulaires.

Comme pour l’élimination de Gauss, on peut étudier la stabilité de l’algorithme de Cholesky.
On a l’estimation suivante.

Théorème 5.2SoitA une matrice syḿetrique et d́efinie positive. NotonsbA = bL � bLT , où bL est la
matrice triangulaire obtenue par l’algorithme de Cholesky. Alors,jbaij � aijj � a0 �min(i; j) � eps (5.8)

où a0 = maxi;j jaijj = maxi jaiij.
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Ce résultat démontre que l’algorithme de Cholesky est toujours numériquement stable. Il n’est
donc pas nécessaire de faire une recherche de pivot, si la matriceA est symétrique et définie
positive.

IV.6 Systèmes surd́eterminés – ḿethode des moindres carŕes

Considérons un système d’équations linéairesa11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2
...

...
...

...am1x1 + am2x2 + : : :+ amnxn = bm (6.1)

où m � n (matriciellement:Ax = b avecx 2 IRn et b 2 IRm; A est une matricem � n).
Evidemment, le système (6.1) ne possède, en général, pas de solution. L’id´ee est de chercher un
vecteurx tel que kAx� bk2 ! min (6.2)

pour la norme euclidienne. Une justification probabiliste de cette condition sera donn´ee dans le
paragraphe IV.8. Le nom “méthode des moindres carrés” indique le choix de la norme dans (6.2)
(la somme des carrés des erreurs doit être minimale).

Théorème 6.1SoitA une matricem� n (avecm � n) et soitb 2 IRm. Le vecteurx est solution
de (6.2) si et seulement si ATAx = AT b: (6.3)

Leséquations du système (6.3) s’appellent “́equations normales”.

Démonstration.Les minima de la fonction quadratiquef(x) := kAx� bk2 = (Ax� b)T (Ax� b) = xTATAx� 2xTAT b + bT b
sont donnés par0 = f 0(x) = 2(xTATA� bTA).
Interprétation ǵeoḿetrique.L’ensembleE = fAx j x 2 IRng est un sous-espace linéaire deIRm.
Pour unb 2 IRm arbitraire,x est une solution de (6.2) si et seulement siAx est la projection
orthogonale deb surE. Ceci signifie queAx � b ? Az pour toutz 2 IRn. On en déduit queAT (Ax� b) = 0 et on a ainsi établi une deuxième démonstration de (6.3).

Exemple 6.2 Pour étudier le phénomène de la thermo-électricité, on fait l’expérience suivante. On
soude un fil de cuivre avec un fil de constantan de manière à obtenir une boucle fermée.Un point
de soudure est maintenu à température fixe (T0 � 24�C), alors que l’on fait varier la températureT
de l’autre. Ceci génère une tensionU , laquelle est mesurée en fonction deT (voir le tableau IV.2
et la fig. IV.2). Les données du tableau IV.2 sont prises du livre de P.R. Bevington1.

On suppose que cette dépendance obéit à la loiU = a+ bT + cT 2 (6.4)1: P.R. Bevington (1969):Data reduction and error analysis for the physical sciences. McGraw-Hill Book Com-
pany).
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TAB. IV.2 – Tensions mesurées en fonction de la températureTi T �i C Ui i T �i C Ui i T �i C Ui1 0 �0:89 8 35 0:42 15 70 1:882 5 �0:69 9 40 0:61 16 75 2:103 10 �0:53 10 45 0:82 17 80 2:314 15 �0:34 11 50 1:03 18 85 2:545 20 �0:15 12 55 1:22 19 90 2:786 25 0:02 13 60 1:45 20 95 3:007 30 0:20 14 65 1:68 21 100 3:22
et on cherche à déterminer les paramètresa; b et c. Les données du tableau IV.2 nous conduisent
au système surdéterminé (n = 3, m = 21)Ui = a+ bTi + cT 2i ; i = 1; : : : ; 21: (6.5)

En résolvant les équations normales (6.3) pour ce problème, on obtienta = �0:886, b = 0:0352 etc = 0:598 � 10�4. Avec ces paramètres, la fonction (6.4) est dessinée dans la fig. IV.2. On observe
une très bonne concordance avec les données.

0 50 100

0

1

2

3

T
U

T0 T
FIG. IV.2 – Tension en fonction de la température et sch́ema de l’exṕerience

Remarque.Les équations normales (6.3) possèdent toujours au moins une solution (la projection
surE existe toujours). La matriceATA est symétrique et non-négative (xTATAx = kAxk2 � 0).
Elle est définie positive si les colonnes deA sont linéairement indépendantes (Ax 6= 0 pourx 6= 0).
Dans cette situation, on peut appliquer l’algorithme de Cholesky pour résoudre le système (6.3).
Mais, souvent, il est préférable de calculer la solution directement de (6.2) sans passer par les
équations normales (6.3).

IV.7 Décomposition QR d’une matrice

Dans l’élimination de Gauss, on a multiplié l’équationAx = b par la matrice triangulaireLn�1 �: : : � L2 � L1. De cette manière, on a réduit le problème original àRx = c oùR est une matrice
triangulaire supérieure. Malheureusement, la multiplication deAx � b avecLi ne conserve pas la
norme du vecteur.
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Pour résoudre (6.2), nous cherchons une matrice orthogonaleQ telle queQT (Ax� b) = Rx� c = �R00 � x� � c0c00 � (7.1)

oùR0 (une matrice carrée de dimensionn) est triangulaire supérieure et(c0; c00)T est la partition
dec = QT b telle quec0 2 IRn et c00 2 IRm�n. Comme le produit par une matrice orthogonale ne
change pas la norme du vecteur, on akAx� bk22 = kQT (Ax� b)k22 = kRx� ck22 = kR0x� c0k22 + kc00k22: (7.2)

On obtient alors la solution de (6.2) en résolvant le systèmeR0x = c0: (7.3)

Le problème consiste à calculer une matrice orthogonaleQ (c.-à-d.,QTQ = I) et une matrice
triangulaire supérieureR telles queQTA = R ou de façon équivalenteA = QR: (7.4)

Cette factorisation s’appelle la “décomposition QR” de la matriceA. Pour arriver à ce but, on peut
se servir des rotations de Givens (voir exercice 12 du chapitre V) ou des réflexions de Householder.

Réflexions de Householder (1958).Une matrice de la formeH = I � 2uuT où uTu = 1 (7.5)

a les propriétés suivantes :

– H est une réflexion à l’hyper-planfx j uTx = 0g
car Hx = x� u � (2uTx) et Hx+ x ? u .

– H est symétrique.
– H est orthogonale, car

u Hx xHTH = (I � 2uuT )T (I � 2uuT ) = I � 4uuT + 4uuTuuT = I:
En multipliantA avec des matrices de Householder, nous allons essayer de transformerA en une
matrice de forme triangulaire.

L’algorithme de Householder - Businger - Golub.Dans unepremìere étape, on cherche une
matriceH1 = I � 2u1uT1 (u1 2 IRm etuT1 u1 = 1) telle queH1A = 0BBB@�1 � � � � �0 � � � � �

...
...

...0 � � � � �1CCCA : (7.6)

Si l’on dénote parA1 la première colonne deA, il faut queH1A1 = �1e1 = (�1; 0; : : : ; 0)T et on
obtientj�1j = kH1A1k2 = kA1k2. La forme particulière deH1 implique queH1A1 = A1 � 2u1 � uT1A1 = �1e1:
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L’expressionuT1A1 est un scalaire. Par conséquent,u1 = C � v1 où v1 = A1 � �1e1 (7.7)

et la constanteC est déterminée parku1k2 = 1. Comme on a encore la liberté de choisir le signe
de�1, posons �1 = �sign(a11) � kA1k2 (7.8)

pour éviter une soustraction mal conditionnée dans le calcul dev1 = A1 � �1e1.
Calcul deH1A. Notons parAj et (H1A)j lesjèmescolonnes deA etH1A respectivement. Alors,
on a (H1A)j = Aj � 2u1uT1Aj = Aj � � � vT1 Aj � v1 où � = 2vT1 v1 : (7.9)

Le facteur� peut être calculé à l’aide de��1 = vT1 v12 = 12�AT1A1 � 2�1a11 + �21� = ��1(a11 � �1): (7.10)

Dans unedeuxìemeétape, on applique la procédure précédente à la sous-matrice de dimension(m � 1) � (n � 1) de (7.6). Ceci donne un vecteur�u2 2 IRm�1 et une matrice de Householder�H2 = I � 2�u2�uT2 . En posantu2 = (0; �u2)T , une multiplication de (7.6) par la matriceH2 =I � 2u2uT2 donneH2H1A = H20BBB@�1 � � � � �0... C0 1CCCA = 0BBB@�1 � � � � �0... �H2C0 1CCCA = 0BBBB@�1 � � � � � �0 �2 � � � � �0 0 � � � � �: : : :0 0 � � � � �1CCCCA :
En continuant cette procédure, on obtient aprèsn étapes (aprèsn�1 étapes sim = n) une matrice
triangulaire Hn � : : : �H2H1| {z }QT A = R = �R00 � :
Ceci donne la décomposition (7.4) avecQT = Hn � : : : �H2H1.
Coût de la décomposition QR.La première étape exige le calcul de�1 par la formule (7.8) (� m
opérations), le calcul de2=vT1 v1 par la formule (7.10) (travail négligeable) et le calcul de(H1A)j
pourj = 2; : : : ; n par la formule (7.9) (� (n� 1) � 2 �m opérations). En tout, cette étape nécessite
environ2mn opérations. Pour la décomposition QR, on a alors besoin de2(n2 + (n� 1)2 + : : :+ 1) � 2n3=3 opérations sim = n (matrice carrée);2m(n + (n� 1) + : : :+ 1) � mn2 opérations sim� n.
En comparant encore ce travail avec celui de la résolution des équations normales (� mn2=2
opérations pour le calcul deATA et� n3=6 opérations pour la décomposition de Cholesky deATA), on voit que la décomposition QR coûte au pire le double.

Remarque. Si les colonnes de la matriceA sont linéairement indépendantes, tous les�i sont
non nuls et l’algorithme de Householder–Businger–Golub est applicable. Une petite modification
(échange des colonnes deA) permet de traiter aussi le cas général.

Concernant la programmation, il est important de ne calculer ni les matricesHi, ni la matriceQ. On retient simplement les valeurs�i et les vecteursvi (pouri = 1; : : : ; n) qui contiennent déjà
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toutes les informations nécessaires pour la décomposition. Comme pour l’élimination de Gauss, on
écrit deux sous-programmes. DECQR fournit la décomposition QR de la matriceA (c.-à-d. les�i,vi et la matriceR). Le sous-programme SOLQR calculeQT b et la solution du système triangulaireR0x = c0 (voir (7.3)). Le calcul deQT b = Hn � : : : � H2H1b se fait avec une formule analogue
à (7.9).

Exemple 7.1 Si les colonnes deA sont “presque” linéairement dépendantes, la résolution du pro-
blème (6.2) à l’aide de la décomposition QR est préférable à celle deséquations normales. Consi-
dérons, par exemple, A = 0B@ 1 1� 00 � 1CA ; b = 0B@ 1001CA
où � est une petite constante, disons�2 < eps. Avec un calcul exact, on obtientATA = � 1 + �2 11 1 + �2 � ; AT b = � 11�
et la solution est donnée par x1 = x2 = 12 + �2 = 12 +O(�2):
Un calcul en virgule flottante fait disparaı̂tre le�2 dansATA et cette matrice devient singulière. On
n’obtient pas de solution.

Par contre, l’algorithme de Householder–Businger–Golub donne (en négligeant�2) �1 = �1,v1 = (2; �; 0)T ,: : : et à la finR = 0B@�1 �10 p2 � �0 0 1CA ; QT b = 0B@ �1�=p2��=p21CA :
La résolution de (7.3) donne une bonne approximation de la solution exacte.

IV.8 Etude de l’erreur de la méthode des moindres carŕes

Comme c’est le cas dans l’exemple du paragraphe IV.6, nous cherchons les paramètresx1; : : : ; xn
d’une loi nXj=1 cj(t) xj = b (8.1)

qui relie les variablest et b (les fonctionscj(t) sont données, p. ex.cj(t) = tj�1). Supposons que
pour plusieurs valeurs det (disonst1; : : : ; tm,m� n) l’on puisse mesurer les quantitésb1; : : : ; bm.
On obtient ainsi le système surdéterminénXj=1 aijxj = bi; i = 1; : : : ; m (8.2)

où aij = cj(ti). En pratique, lesbi sont des mesures légèrement erronées et il est naturel de les
considérer comme des valeurs plus ou moins aléatoires. L’étude de l’erreur de la solutionx, obte-
nue par la méthode des moindres carrés, se fait alors dans le cadre de la théorie des probabilités.
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Rappel sur la théorie des probabilit́es.Considérons desvariables aĺeatoiresX (dites “conti-
nues”) qui sont spécifiées par une fonction de densitéf : IR ! IR, c.-à-d., la probabilité de
l’événement que la valeur deX se trouve dans l’intervalle[a; b) est donnée parP (a � X < b) = Z ba f(x) dx (8.3)

avecf(x) � 0 pourx 2 IR et
R1�1 f(x) dx = 1.

On appelleesṕerance(mathématique) de la variable aléatoireX le nombre réel�X = E(X) = Z 1�1 xf(x) dx; (8.4)

et variancela valeur�2X = Var(X) = Z 1�1(x� �X)2f(x) dx = Z 1�1 x2f(x) dx� �2X : (8.5)

Exemple 8.1 Si une variable aléatoire satisfait (8.3) avec (voir la fig. IV.3)f(x) = 1p2� � � � exp��12�x� �� �2�
(8.6)

alors on dit que la variable aléatoire satisfait laloi normaleou la loi de Gauss – Laplaceque l’on
symbolise parN(�; �2). On vérifie facilement que� est l’espérance et�2 la variance de cette
variable aléatoire.

La loi normale est parmi les plus importantes en probabilités. Une raison estdue au “théorème
de la limite centrale” qui implique que les observations pour la plupart des expériences physiques
obéissent à cette loi.

95 % � �+ ��� � �+ 2��� 2�
FIG. IV.3 – Fonction de densité pour la loi normale

Rappelons aussi quen variables aléatoiresX1; : : : ; Xn sont indépendantes si, pour toutai; bi,
on a P (ai � Xi < bi; i = 1; : : : ; n) = nYi=1P (ai � Xi < bi): (8.7)

Lemme 8.2 SoientX et Y deux variables aĺeatoires ind́ependantes avec comme fonctions de
densit́ef(x) etg(y) respectivement et soient�; � 2 IR avec� 6= 0. Alors, les variables aléatoires�X + � etX + Y poss̀edent les fonctions de densité1j�j f�x� �� �

et (f � g)(z) = Z 1�1 f(z � y)g(y) dy: (8.8)
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Leur esṕerance math́ematique estE(�X + �) = �E(X) + �; E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) (8.9)

et leur variance satisfait

Var(�X + �) = �2Var(X); Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ): (8.10)

Démonstration.La fonction de densité pour la variable aléatoire�X+� découle de (pour� > 0)P (a � �X + � < b) = P�a� �� � X < b� �� � = Z (b��)=�(a��)=� f(x) dx = Z ba ��1 f�t� �� � dt:
Les propriétés (8.9) et (8.10) pour�X + � en sont une conséquence directe.

CommeX etY sont supposées indépendantes, on obtient (en posantz = x + y)P (a � X + Y < b) = ZZa�x+y<b f(x)g(y) dx dy = Z ba Z 1�1 f(z � y)g(y) dy dz
et on trouve la fonction de densité pourX + Y . Un calcul direct donneE(X + Y ) = Z 1�1 z Z 1�1 f(z� y)g(y) dy dz = Z 1�1 Z 1�1(x+ y)f(x)g(y) dy dx = E(X)+E(Y )
et, de façon similaire, on obtient

Var(X + Y ) = Z 1�1 z2 Z 1�1 f(z � y)g(y) dy dz � �2X+Y= Z 1�1 Z 1�1(x + y)2f(x)g(y) dy dx� (�X + �Y )2 = Var(X) + Var(Y ):
Remarque.Si X etY sont deux variables aléatoires indépendantes qui obéissent à la loi normale,
les variables aléatoires�X + � etX + Y obéissent aussi à cette loi (exercice 13).

Revenons maintenant au problème (8.2). Pour pouvoir estimer l’erreur du résultatnumériquex, faisons les hypothèses suivantes :

H1: La valeurbi est la réalisation d’une épreuve pour une variable aléatoireBi. On suppose que
lesBi soient indépendantes et qu’elles obéissent à la loi de Gauss–Laplace avec�i comme
espérance et�2i comme variance (les�i sont inconnus, mais les�2i sont supposés connus).

H2: Le système surdéterminé (8.2) possède une solution unique si l’on remplace les bi par les
nombres�i, c.-à-d. qu’il existe un vecteur� 2 IRn tel queA� = � où� = (�1; : : : ; �m)T .

Motivation de la méthode des moindres carŕes.Par l’hypothèse H1, la probabilité queBi soit
dans l’intervalle[bi; bi + dbi) avecdbi (infinitésimalement) petit estP (bi � Bi < bi + dbi) � 1p2� � �i � exp��12�bi � �i�i �2� � dbi:
Comme lesBi sont indépendants, la formule (8.7) implique queP (bi � Bi < bi + dbi; i = 1; : : : ; m) � mYi=1 1p2� � �i � exp��12�bi � �i�i �2� � dbi (8.11)
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Selon une idée de Gauss (1812), la “meilleure” réponsexi pour les�i (inconnus) est celle pour
laquelle la probabilité (8.11) est maximale (“maximum likelihood”). Alors, on calculex1; : : : ; xn
de façon à ce que mXi=1� bi�i � nXj=1 aij�i � xj�2 ! min : (8.12)

Si l’on remplacebi=�i parbi etaij=�i paraij, la condition (8.12) est équivalente à (6.2). Par la suite,
nous supposerons que cette normalisation soit déjà effectuée (donc,�i = 1 pouri = 1; : : : ; n).

Estimation de l’erreur. La solution de (8.12) est donnée parx = (ATA)�1AT b. La solution
théorique satisfait� = (ATA)�1AT�. Alors,x� � = (ATA)�1AT (b� �) ou xi � �i = mXj=1�ij(bj � �j)
où�ij est l’élément (i; j) de la matrice(ATA)�1AT . L’idée est de considérer la valeurxi comme
la réalisation d’une variable aléatoireXi définie parXi = mXj=1�ijBj ou Xi � �i = mXj=1�ij(Bj � �j): (8.13)

Théorème 8.3SoientB1; : : : ; Bm des variables aĺeatoires ind́ependantes avec�i comme esṕe-
rance et�i = 1 comme variance. Alors, la variable aléatoireXi, définie par (8.13), satisfaitE(Xi) = �i et Var(Xi) = �ii (8.14)

où �ii est leièmeélément de la diagonale de(ATA)�1.
Remarque.Les autres éléments de(ATA)�1 sont les covariances deXi etXj.
Démonstration. La formule (8.9) donneE(Xi) = �i. Pour calculer la variance deXi, nous uti-
lisons le fait queVar(Bi) = 1 et la formule (8.10). Ceci donne avecei = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)T
que�2Xi = mXj=1�2ij = keTi (ATA)�1ATk22 = eTi (ATA)�1ATA(ATA)�1ei = eTi (ATA)�1ei = �ii:
Exemple 8.4 Pour l’expérience sur la thermo-électricité (voir le paragraphe IV.6),on a supposé
que les mesuresbi ont été faites avec une précision correspondant à�i = 0:01. Pour le système
surdéterminé (on écritx1; x2; x3 poura; b; c et bi pourUi)1�i � x1 + Ti�i � x2 + T 2i�i � x3 = bi�i ; i = 1; : : : ; 21
la matrice(ATA)�1 devient(ATA)�1 = 0B@ 0:356 � 10�4 �0:139 � 10�5 0:113 � 10�7�0:139 � 10�5 0:765 � 10�7 �0:713 � 10�90:113 � 10�7 �0:713 � 10�9 0:713 � 10�111CA (8.15)
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et on obtient �X1 = 0:60 � 10�2; �X2 = 0:28 � 10�3; �X3 = 0:27 � 10�5:
Ceci implique qu’avec une probabilité de95%, la solution exacte (si elle existe) satisfaita = �0:886� 0:012; b = 0:0352� 0:0006; c = 0:598 � 10�4 � 0:054 � 10�4:
Test de confiance du mod̀ele.Etudions encore si les données(ti; bi) sont compatibles avec la loi
(8.1). Ceci revient à justifier l’hypothèse H2.

En utilisant la décompositionQR de la matriceA, le problème surdéterminéAx = b se trans-
forme en (voir (7.1)) �R00 �x = � c0c00 � où

� c0c00 � = QT b: (8.16)

La grandeur dekc00k22 est une mesure de la qualité du résultat numérique. Théoriquement, si l’on a� à la place deb et � à la place dex, cette valeur est nulle.
Notons les éléments de la matriceQ par qij. Alors, les éléments du vecteurc = QT b sont

donnés parci = Pmj=1 qjibj et ceux du vecteurc00 satisfont aussici = Pmj=1 qji(bj � �j). Il est alors
naturel de considérer les variables aléatoiresCi = mXj=1 qji(Bj � �j); i = n + 1; : : : ; m: (8.17)

Le but est d’étudier la fonction de densité de
Pmi=n+1C2i .

Lemme 8.5 SoientB1; : : : ; Bm des variables aĺeatoires ind́ependantes satisfaisant la loi normaleN(�i; 1). Alors, les variables aléatoiresCn+1; : : : ; Cm, définies par (8.17), sont indépendantes et
satisfont aussi la loi normale avecE(Ci) = 0; Var(Ci) = 1: (8.18)

Démonstration. Pour voir que lesCi sont indépendants, calculons la probabilitéP (ai � Ci <bi; i = n+ 1; : : : ; m). Notons parS l’ensembleS = fy 2 IRm j ai � yi < bi; i = n + 1; : : : ; mg
et parC etB les vecteurs(C1; : : : ; Cm)T et (B1; : : : ; Bm)T . Alors, on aP (ai �Ci < bi; i = n+ 1; : : : ; m) = P (C 2 S) = P (QT (B � �) 2 S)= P (B � � 2 Q(S)) (a)= ZZQ(S) 1(p2�)m exp��12 mXi=1 y2i � dy1 : : : dym (8.19)

(b)= ZZS 1(p2�)m exp��12 mXi=1 z2i � dz1 : : : dzm = mYi=n+1 Z biai 1p2� exp��z2i2 � dzi:
L’identité (a) est une conséquence de l’indépendance desBi et (b) découle de la transformationy = Qz, cardetQ = 1 et

Pi y2i = Pi z2i (la matriceQ est orthogonale). En utilisantSi = fy 2IRm j ai � yi < big, on déduit de la même manière queP (ai � Ci < bi) = P (C 2 Si) = : : : = Z biai 1p2� exp��z2i2 � dzi: (8.20)

Une comparaison de (8.19) avec (8.20) démontre l’indépendance deCn+1; : : : ; Cm (voir la défini-
tion (8.7)).

Le fait que lesCi satisfont la loi normaleN(0; 1) est une conséquence de (8.20).
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Théorème 8.6 (Pearson)SoientY1; : : : ; Yn des variables aĺeatoires ind́ependantes qui obéissent
à la loi normaleN(0; 1). Alors, la fonction de densité de la variable aĺeatoireY 21 + Y 22 + : : :+ Y 2n (8.21)

est donńee par (voir fig. IV.4)fn(x) = 12n=2 � �(n=2) � xn=2�1 � e�x=2 (8.22)

pourx > 0 et parfn(x) = 0 pourx � 0 (“loi de �2 à n degŕes de libert́e”). L’espérance de cette
variable aĺeatoire vautn et sa variance2n.

0 10 20 30 40

.1

.2 95 %n = 18n = 3 n = 8
FIG. IV.4 – Fonction de densité (8.22)

Démonstration.Considérons d’abord le casn = 1. Pour0 � a < b, on aP (a � Y 21 < b) = P (pa � Y1 < pb) + P (�pa � Y1 > �pb)= 2 Z pbpa 1p2� � e�x2=2 dx = Z ba 1p2� � e�t=2 � dtpt ;
ce qui démontre (8.22) pourn = 1 car�(1=2) = p�.

Pour le cas général, nous procédons par récurrence. Nous utilisons le résultat du Lemme 8.2
qui affirme que la fonction de densité deY 21 +: : :+Y 2n+1 est la convolution de celle deY 21 +: : :+Y 2n
avec celle deY 2n+1. Le calcul(fn � f1)(x) = 1p2 � �(1=2) � 2n=2 � �(n=2) Z x0 (x� t)�1=2e�(x�t)=2tn=2�1e�t=2 dt= e�x=2p2 � �(1=2) � 2n=2 � �(n=2) Z x0 (x� t)�1=2tn=2�1 dt= x(n+1)=2�1e�x=2p2 � �(1=2) � 2n=2 � �(n=2) Z 10 (1� s)1=2sn=2�1ds = fn+1(x)
nous permet de conclure.

Pour les variables aléatoiresCi de (8.17), ce théorème montre quemXi=n+1C2i (8.23)

est une variable aléatoire ayant comme fonction de densitéfm�n(x) (on rappelle qu’après norma-
lisation, on a�i = 1 pour les variables aléatoiresBi).
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Appliquons ce résultat à l’exemple du paragraphe IV.6 (voir la formulation (8.12)). Dans ce
cas, on akc00k22 = 25:2 etm � n = 18 degrés de liberté. La fig. IV.4 montre que cette valeur dekc00k22 est suffisamment petite pour être probable.

Si l’on avait travaillé avec le modèle plus simpleU = a+ bT (8.24)

(à la place de (6.4)) on aurait trouvékc00k22 = 526:3 etm � n = 19. Cette valeur est trop grande
pour être probable. La conclusion est que, pour les données du tableau IV.2, la loi (6.4) est plus
probable que la loi (8.24).

IV.9 Exercices

1. Pour calculer l’inverse d’une matrice dont la dimensionn est très grande, il existe un algorithme qui
exige environn3 opérations. Donner cet algorithme.

2. Supposons que la décompositionLR de la matriceA est à disposition. Pouru; v; b des vecteurs
donnés, trouver un algorithme efficace pour résoudre le système(A+ uvT )x = b
qui utilise uniquement la résolution des systèmesA�1b et A�1u. Cet algorithme est connu sous la
formule de Sherman - Morrison - Woodbury.
Indication.Calculer d’abord une formule pourvTx.

3. Considérons le problème de calculer le produit scalairehx; yi = nXi=1 xiyi :
Quelle est sa condition?

4. SoitA une matricen�m à coefficients réels. Montrer quekAk1 = kAT k1 et kAk2 = kAT k2 :
5. Considérons une matrice-bande avec une largeur inférieurep` et une largeur supérieurepu (c’est-à-

dire,aij = 0 si i � j > p` et si j � i > pu). Montrer que les matricesL etR de la décompositionLR avec et sans la recherche de pivot ont aussi une structure de bande. Pour le cas tridiagonal,p` = pu = 1, donner les largeurs des bandes apparaissants dans les décompositions et estimer le coût
en opérations des algorithmes.

6. Pour résoudre le système linéairenXj=1 ci�1j xj = bi; i = 1; : : : ; n (9.1)

(matrice du type Vandermonde), dériver un algorithme qui nécessite seulementO(n2) opérations.

Indications.

(a) Le système (9.1) est équivalent ànXj=1 p(cj)xj = b(p) pour degp � n� 1;
où b(p) =Pnj=1 djbj et p(i) =Pnj=1 djij�1.
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(b) Choisir poutp(t) les éléments de la base1; t� c1; (t� c1)(t� c2); (t� c1)(t� c2)(t� c3); : : :
7. Soit A = 0BBBBBBBBBB@

2� 1h0 + 1h1� 1h11h1 2� 1h1 + 1h2� 1h21h2 2 � 1h2 + 1h3� . . .

. .. . . . 1hn�21hn�2 2 � 1hn�2 + 1hn�1�
1CCCCCCCCCCA

la matrice qui apparaı̂t dans l’interpolation avec des splines (voir le paragraphe II.7).

Montrer que sa condition�1(A) = kAk1kA�1k1 peut devenir arbitrairement grande simaxhi=minhi !1. Par contre, on a�c(A) � 3 où�c(A) = k jAj � jA�1j k.
Indication. Utiliser les propriétés (4.15) et (4.14).

8. (a) Pour la matrice A = 0@ 1 0�1 44 11A
calculerkAk1, kAk2 etkAk1.

(b) Démontrer que pour des matrices symétriques nous avons toujourskAk2 � kAk1.

9. Les valeurs de la suitebk = exp(k2=3 � (k � 1)2=3) peuvent être calculées par les formules:bk = exp(k2=3 � (k � 1)2=3);bk = exp(k2=3)= exp((k � 1)2=3));bk = exp((2k � 1)=(k4=3 + (k(k � 1))2=3 + (k � 1)4=3)):
Calculer à l’aide d’une calculatrice la valeur pourk = 100000 (le résultat estb100000 = 1:01446656424210809769528199600) et pourk grand, quelle formule est préférable pour
un calcul en virgule flottante?

10. Les racines du polynômex2 � 2px� q = 0 peuvent être calculées par�1 = p+qp2 + q; �2 = p�qp2 + q:
Montrer que pourp > 0 (grand) etq > 0 (très petit) cet algorithme est numériquement instable.A
l’aide de la relation�1�2 = �q, trouver un algorithme qui est numériquement stable.

11. Soient donnésx1; x2; : : : ; xn. Une estimation de la variance peut être calculée par chacune des deux
formules suivantes:�2 = 1n� 1� nXi=1 x2i � n�2� �2 = 1n� 1 nXi=1�xi � ��2
où� = 1nPni=1 xi est l’espérance. Quelle formule est la plus stable?

a) Appliquer les deux algorithmes à l’exemplen = 2, x1 = 3001, x2 = 3003 et simuler un calcul en
virgule flottante avec4 chiffres.

b) Etudier l’influence des erreurs d’arrondi pour les deux algorithmes, sin = 2 mais quex1 et x2
sont arbitraires.
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12. a) Calculer la décomposition de CholeskyA = LLT pour la matrice de HilbertA = � 1i+ j � 1�i;j=1;:::;n ; n = 3; 6; 9; 12; 15:
b) Comparer le résultat numérique avec les valeurs exactes`jk = p2k � 1 � (j � 1)! � (j � 1)!(j � k)! � (j + k � 1)! : (9.2)

Combien de chiffres sont exacts?

c) Si bL dénote le résultat numérique, calculer le résiduA� bLbLT .

Calculer aussi le résiduA� LLT pour la matriceL, donnée par (9.2).

13. Pour une matriceA = (aij) notons par(a(k)ij ) les matrices des étapes intermédiaires de l’élimination
de Gauss. Montrer qu’avec une recherche de pivot partielle,on amaxi;j;k ja(k)ij j � 2n�1 �maxi;j jaij j: (9.3)

Pour la matrice suivante, on a égalité dans la formule (9.3):A = 0BBBB@ 1 1�1 1 1�1 �1 1 1...
...

...
...�1 �1 �1 : : : �1 11CCCCA :

14. SoitA une matrice àm lignes etn colonnes (m � n). On définit pour les matrices non-carrées,�(A) := maxjjxjj=1 jjAxjj = minjjyjj=1 jjAyjj:
Pour la norme Euclidienne, montrer que�2(ATA) = (�2(A))2.
Indication.Transformer la matrice symétriqueATA sous forme diagonale�1 � �2 � : : : � �n � 0
et montrer que maxkxk2=1 kAxk22 = �1; minkxk2=1 kAxk22 = �n:

15. Voici quelques valeurs pour la densité% de l’eau en fonction de sa températureT .T [�C] 0 5 10 15 20%(T ) 0:999868 0:999992 0:999728 0:999126 0:998232
(a) Approcher ces valeurs par un polynôme de degré 2 (méthode des moindres carrés).

(b) Pour quelle valeur deT , la densité est-elle maximale et quelle est cette valeur maximale?

Indication.Si vous préférez calculer avec des nombres plus petits, faites la transformationx = T=5,f(T ) = 1� %(T ).
16. SoitA une matrice inversible de dimensionn. Montrer que la décompositionQR (oùQ est orthogo-

nale etR triangulaire supérieure) est unique, si l’on suppose querii > 0 pouri = 1; : : : ; n.

17. SoientX et Y deux variables aléatoires indépendantes obéissant à la loi normaleN(�1; �1) etN(�2; �2) respectivement. Montrer que�X + � (pour � > 0) et X + Y obéissent aussi à cette
loi.
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18. SoitX une variable aléatoire qui obéit à la loi�2 avecn degrés de liberté (c.-à-d.,fn(x) de (8.22)
est sa fonction de densité). Montrer queE (X) = n et Var(X) = 2n:

19. Effectuer une étude complète de l’erreur du modèle trouvé à l’exercice 60. Pour cela, trouver les
écarts types des coefficients du polynôme et effectuer un test de confiance du modèle.
Indication.kc00k2 = kAx� bk2.

20. Les éléments de la diagonale deC = (ATA)�1 jouent un rôle important pour l’étude de l’erreur de
la méthode des moindres carrés. Supposons que nous avons `a disposition la décompositionQR de la
matriceA.

(a) Démontrer queC = (RTR)�1.
(b) Trouver un algorithme pour calculer la diagonale deC enn3=6 opérations (n = nombre de

colonnes deA; 1 opération = 1 multiplication + 1 addition).
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Chapitre V

Valeurs et Vecteurs Propres

Soit A une matrice carrée de dimensionn dont les éléments sont soit dansIR, soit dans lC. Le
problème consiste à calculer� 2 lC etv 2 lCn, v 6= 0, tels queAv = �v: (0.1)

Si cette équation est vérifiée,� s’appellevaleur proprede la matriceA et v est levecteur propre
correspondant. L’équation (0.1) est équivalente au système(A��I)v = 0 qui possède une solution
non nulle si et seulement si �A(�) = det(A� �I) = 0: (0.2)

Le polynôme�A(�) est lepolyn̂ome caract́eristiquede la matriceA. Les valeurs propres deA sont
alors les zéros du polynôme caractéristique.

Bibliographie sur ce chapitre

Tous les livres cités dans le chapitre IV, et en plus: : :
B.N. Parlett (1980):The Symmetric Eigenvalue Problem. Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ.

B.T. Smith, J.M. Boyle, Y. Ikebe, V.C. Klema & C.B. Moler (1970):Matrix Eigensystem Routines:
EISPACKGuide. 2nd ed., Springer-Verlag, New York.

J.H. Wilkinson (1965):The Algebraic Eigenvalue Problem. Clarendon Press. [MA 65/72]

J.H. Wilkinson & C. Reinsch (1971):Handbook for Automatic Computation, Volume II, Linear
Algebra. Springer-Verlag, New York.

V.1 La condition du calcul des valeurs propres

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matriceA, pour laquelle on cherche les valeurs
propres, ne sont pas exacts. Ils sont plutôt égaux àbaij = aij(1 + �ij) avecj�ijj � eps(eps, la pré-
cision de l’ordinateur, est supposée être très petite). Il est alors très important d’étudier l’influence
de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la matrice. Pour montrer
ceci, considérons la famille de matricesA(�) = A + �C où j�j � eps et jcijj � jaijj (1.1)

(éventuellement, la dernière hypothèse va être remplacée parkCk � kAk).
Dans le premier théorème nous allons montrer que les valeurs propres�(�) deA(�) dépendent

continûment de�. Puis, nous verrons que�(�) est même différentiable et analytique si�(0) est une
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valeur propre simple deA. Une situation moins favorable survient lorsque les valeurs propres sont
multiples.

Théorème 1.1 (continuit́e des valeurs propres)Soit�A(�) = det(A� �I) = (�1)n kYi=1(�� �i)mi (1.2)

le polyn̂ome caract́eristique deA et choisissons un� > 0 afin que les disquesDi = f� 2 lC ; j�� �ij � �g
soient disjoints. Alors, pourj�j suffisamment petit et pouri = 1; : : : ; k exactementmi valeurs
propres deA(�) = A+ �C (compt́ees avec leur multiplicité) se trouvent dans le disqueDi.
Démonstration. L’idée est d’utiliser le théorème de Rouché (voir Analyse II) : si les fonctionsf(�) etg(�) sont analytiques à l’intérieur du disqueD = f� ; j�� aj � �g, continues au bord@D
et si elles satisfontjf(�)� g(�)j < jf(�)j sur@D, alors les deux fonctionsf(�) etg(�) possèdent
le même nombre de zéros à l’intérieur deD.

Posonsf(�) = �A(�) et g(�) = �A+�C(�). On voit de (1.2) quej�A(�)j � C1 > 0 pour� 2 @Di. La différence�A+�C(�) � �A(�) contient le facteur� et peut être écrite sous la forme�A+�C(�)� �A(�) = � � h(�; �). Sur l’ensemble compact@Di � [�1; 1], le polynômeh est borné,
disons parC2 > 0. En conséquence, pourj�j < min(C1=C2; 1), on aj�A+�C(�)� �A(�)j � j�j � C2 < C1 � j�A(�)j pour � 2 @Di
et le théorème de Rouché implique que�A+�C(�) et �A(�) possèdent le même nombre de zéros
dansDi.
Théorème 1.2 (diff́erentiabilit é des valeurs propres)Soit�1 une racine simple de�A(�) = 0.
Alors, pourj�j suffisamment petit, la matriceA(�) = A + �C poss̀ede une valeur propre unique�1(�) proche de�1. La fonction�1(�) est analytique et on a�1(�) = �1 + � � u�1Cv1u�1v1 +O(�2) (1.3)

oùv1 est le vecteur proprèa droite (Av1 = �1v1) etu1 est le vecteur proprèa gauche (u�1A = �1u�1).
Démonstration.Soit p(�; �) := �A+�C(�) = det(A+ �C � �I). Commep(�1; 0) = 0 et

@p@�(�1; 0) 6= 0;
le théorème des fonctions implicites garantie l’existence d’une fonction différentiable�1(�) (même
analytique), tel que�1(0) = �1 etp(�1(�); �) = 0. Il existe donc un vecteurv1(�) 6= 0 tel que�A(�)� �1(�)I�v1(�) = 0: (1.4)

La matrice dans (1.4) étant de rangn � 1, on peut fixer une composante à1 et appliquer la règle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments
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de la matriceA+ �C � �1(�)I et donc différentiables. Après la normalisation àv1(�)Tv1(�) = 1,
la fonctionv1(�) reste différentiable.

Pour calculer�01(0), nous pouvons dériver l’équation (1.4) par rapport à� et poser ensuite� = 0. Ceci donne (A� �1I)v01(0) + (C � �01(0)I)v1 = 0: (1.5)

En multipliant cette relation paru�1, on obtientu�1(C � �01(0)I)v1 = 0, ce qui démontre la formule
(1.3).

Conśequences.Si A est une matricenormale(c.-à-d.,A�A = AA� ou, de façon équivalente, s’il
existe une matrice unitaireV telle queV �AV = diag(�1; : : : ; �n)), on au1 = v1 et la formule
(1.3) donne (en négligeant le termeO(�2))j�1(�)� �1j � � � kCk (1.6)

car jv�1Cv1j � kv1k � kCk � kv1k. Ceci signifie que le calcul d’une valeur propre simple d’une
matrice normale (p. ex., symétrique ou anti-symétrique) est très bien conditionné.

Si la matrice n’est pas normale, le calcul de�1 (valeur propre simple) peut être mal conditionné.
Considérons par exemple la matriceA = � 1 �0 2 � où v1 = � 10� ; u1 = 1p1 + �2 � 1���
dont les valeurs propres sont toutes simples. Dans cette situation, la formule (1.3)nous donne�1(�)� �1 = � � (c11 � �c21) +O(�2) et le calcul de�1 = 1 est mal conditionné si� est grand.

Exemple 1.3 Considérons la matrice (boı̂te de Jordan)A = 0BB@�1 1�1 ...... 1�11CCA9>>=>>;n (1.7)

Le polynôme caractéristique deA+ �C satisfaitdet(A + �C � �I) = (�1 � �)n � (�1)n � � � cn1 +O(�2) +O(� � j�1 � �j):
Si cn1 6= 0, les termesO(�2) etO(� � j�1 � �j) sont négligeables par rapport à� � cn1. Les valeurs
propres deA+ �C sont alors approximativement données par les racines de(�1 � �)n � (�1)n � � � cn1 = 0; c.-à-d. � � �1 + (� � cn1)1=n (1.8)

(observer que(� � cn1)1=n donnen valeurs complexes distinctes – multiples des racines de l’unité).

Expérience nuḿerique. Prenons la matrice (1.7) avec�1 = 1 et n = 5. Les éléments de la matriceC sont
des nombres aléatoires dans l’intervalle[�1; 1]. Le des-
sin ci-contre montre les5 valeurs propres deA + �C
pour� = 10�4; 10�5; : : : ; 10�10. L’erreur est� 10�1 pour� = 10�5 et� 10�2 pour� = 10�10, ce qui correspond à
la formule (1.8) pourn = 5.

Conśequence.Si la dimensionn d’une boı̂te de Jordan
est plus grande que1, le calcul de la valeur propre de cette
matrice esttrès mal conditionńe.

.9 1.1

−.1

.1
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En pratique, on est souvent confronté à desmatrices syḿetriquesA à coefficients réels. Dans
cette situation, il est raisonnable de supposer queC soit aussi symétrique (on utilise seulementaij
aveci � j; c.-à-d., on fait les mêmes erreurs dansaij et dansaji). Le théorème suivant montre que
la formule (1.3) reste vraie même si les valeurs propres ne sont pas simples. Donc, le calcul des
valeurs propres d’une matrice symétrique est toujours bien conditionné.

Théorème 1.4 (cas syḿetrique) SoientA etC des matrices syḿetriques et notons par�1; : : : ; �n
(pas ńecessairement distincts) les valeurs propres deA. Alors, les valeurs propres�i(�) deA+ �C
satisfont �i(�) = �i + � � vTi Cvi +O(�2) (1.9)

où v1; : : : ; vn est une base orthonormale deIRn formée des vecteurs propres deA (Avi = �ivi,vTi vi = 1, vTi vj = 0 pour i 6= j).
Démonstration. Dans une première étape nous diagonalisons la matriceA de manière à ce que
des valeurs propres identiques soient groupées ensembles. Nous choisissons donc une matrice
orthogonaleW telle queW TAW = ��1I 00 �� ; W TCW = �C11 CT21C21 C22 � (1.10)

(� est diagonale et contient les valeurs propres différentes de�1; C11 etC22 sont symétriques).
Dans une deuxième étape, nous construisons une matriceB(�) telle que� I 0B(�) I ���1I + �C11 �CT21�C21 � + �C22 �� I 0�B(�) I � = �D1(�) �CT210 D2(�)� (1.11)

devienne triangulaire par blocs. Cette transformation ne change pas les valeurs propres. Pour arri-
ver à ceci, la matriceB = B(�) doit satisfaire(�1I � �)B + �BC11 + �C21 � �BCT21B � �C22B = 0: (1.12)

Comme�1I�� est inversible, le théorème des fonctions implicites implique que, pour� suffisam-
ment petit, l’équation (1.12) peut être résolue. On obtient alorsB(�) = � � (�� �1I)�1C21 +O(�2): (1.13)

Avec cette formule, on peut calculerD1(�) de (1.11):D1(�) = �1I + � � C11 +O(�2):
La matriceC11 est symétrique et peut être diagonalisée à l’aide d’une matrice orthogonaleU .
Toutes ces transformations nous donnent�UT 00 I �� I 0B(�) I �W T (A+ �C)W � I 0�B(�) I ��U 00 I � = � cD1(�) �UTCT210 D2(�) �

(1.14)

où cD1(�) = diag(�1 + �d1; : : : ; �1 + �dm) +O(�2)
(m est la multiplicité de la valeur propre�1). L’application du théorème de Gershgorin (voir plus
bas) à la matricecD1(�) démontre que lesm valeurs propres deA + �C, qui sont proches de�1,
satisfont�i(�) = �1 + �di +O(�2).
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Pour calculerdi, nous comparons les coefficients de� dans l’identité (1.14). Ceci donne pouri = 1; : : : ; m di = vTi Cvi où (v1; v2; : : :) = V := W �U 00 I � :
Les propriétés desvi sont faciles à vérifier.

Théorème 1.5 (Gershgorine)SoitA une matricen� n (avec deśeléments dansIR ou dans lC).
Si� est une valeur propre deA, alors il existe un indicei tel quej�� aiij � nXj=1j 6=i jaijj; (1.15)

c.-à-d. que toutes les valeurs propres deA se trouvent dans l’union des disquesDi = f� ; j�� aiij �Xj 6=i jaijj g:
Démonstration. Soit v 6= 0 un vecteur propre et choisissons l’indicei tel quejvij � jvjj pour
tout j. La lignei de l’équationAv = �v donneXj 6=i aijvj = (�� aii)vi:
En divisant parvi et en utilisant l’inégalité de triangle, on obtientj�� aiij = ���Xj 6=i aij � vjvi ��� �Xj 6=i jaijj:
Condition du calcul des vecteurs propres.Considérons la situation où toutes les valeurs propres
deA sont distinctes. La démonstration du théorème sur la différentiabilité des valeurs propres
montre (voir formule (1.4)) que les vecteurs propres normalisésvi(�) deA+ �C sont des fonctions
analytiques de�. Pour étudier la condition du calcul des vecteurs propres, nous exprimonsv01(0)
dans la base des vecteurs propres (de droite)v01(0) = nXi=1 �ivi: (1.16)

La formule (1.5) donne alorsnXj=2(�j � �1)�jvj + (C � �01(0)I)v1 = 0: (1.17)

En multipliant (1.17) par le vecteur propre de gaucheu�i (observer queu�i vj = 0 pour i 6= j), on
obtient�i (pouri � 2) de la relation(�i��1)�iu�i vi+u�iCv1 = 0. La normalisationkv1(�)k22 = 1
donne (en la dérivant)v�1v01(0) = 0 et on en déduit que�1 = �Pni=2 �iv�1vi. Si l’on insère les
formules pour�i dans (1.16), on obtient pourv1(�) = v1 + �v01(0) +O(�2) la relationv1(�) = v1 + � nXi=2 u�iCv1(�1 � �i)u�i vi (vi � v1v�1vi) +O(�2): (1.18)
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De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur proprev1 dépend de la grandeuru�i vi (comme c’est le cas pour la valeur propre; voir la formule (1.3)) et aussi de la distance entre�1 et les autres valeurs propres deA.

Un algorithme dangereux.Une possibilité de calculer les valeurs propres d’une matriceA est
la suivante:calculer d’abord les coefficients du polynôme caract́eristique�A(�) et d́eterminer
ensuite les źeros de ce polyn̂ome. Si la dimension deA est très petite (disonsn � 3) ou si l’on
fait le calcul en arithmétique exacte, cet algorithme peut être trèsutile. Par contre, si l’on fait le
calcul en virgule flottante, cet algorithme est numériquement instable. Considérons, par exemple,
le problème de calculer les valeurs propres de la matrice diagonaleA = diag(1; 2; 3; : : : ; n) (1.19)

dont le polynôme caractéristique est�A(�) = (1� �)(2� �)(3� �) � : : : � (n� �)= (�1)n�n + an�1�n�1 + an�2�n�2 + : : :+ a1�+ a0: (1.20)

Les coefficients calculés satisfontbai = ai(1 + �i) avecj�ij � eps. Cette perturbation dans les
coefficients provoque une grande erreur dans les zéros de (1.20). Les résultats numériques pourn = 9; 11; 13; 15 (aveceps� 6 � 10�8, simple précision) sont dessinés dans la Fig. V.1.

Conclusion.Eviter le calcul des coefficients du polynôme caractéristique.

−2

0

2

−2

0

2

n = 9 n = 11
n = 13 n = 15

FIG. V.1 – Zéros de (1.20) avec des coefficients perturbés

V.2 La méthode de la puissance

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d’une matriceA est basé sur l’itérationyk+1 = Ayk (2.1)

oùy0 est un vecteur arbitraire. Dans le théorème suivant, on démontre queyk = Aky0 (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre deA et que lequotient de Rayleighy�kAyk=y�kyk est une
approximation d’une valeur propre deA.

Théorème 2.1SoitA une matrice diagonalisable de valeurs propres�1; : : : ; �n et de vecteurs
propresv1; : : : ; vn (normaliśes parkvik2 = 1). Si j�1j > j�2j � j�3j � : : : � j�nj, les vecteursyk
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de l’itération (2.1) v́erifient yk = �k1(a1v1 +O(j�2=�1jk)) (2.2)

(le nombrea1 est d́efini par y0 = Pi aivi). Le quotient de Rayleigh satisfait (en supposant quea1 6= 0) y�kAyky�kyk = �1 +O�����2�1 ���k�: (2.3)

SiA est une matrice normale (c.-à-d. que les vecteurs propres sont orthogonaux), l’erreur dans
(2.3) estO(j�2=�1j2k).
Démonstration.Exprimons le vecteur de départy0 dans la base des vecteur propres, c.-à-d.,y0 =Pni=1 aivi. Par récurrence, on voit queyk = Aky0 = nXi=1 ai�ki vi = �k1�a1v1 + nXi=2 ai��i�1�kvi�; (2.4)

ce qui démontre la formule (2.2). De cette relation, on déduit quey�kAyk = y�kyk+1 = nXi=1 jaij2j�ij2k�i +Xi6=j aiaj�ki �k+1j v�i vj (2.5)y�kyk = nXi=1 jaij2j�ij2k +Xi6=j aiaj�ki �kjv�i vj: (2.6)

Si a1 6= 0, la formule (2.3) est une conséquence dey�kAyky�kyk = ja1j2 � j�1j2k � �1 � (1 +O(j�2=�1jk))ja1j2 � j�1j2k � (1 +O(j�2=�1jk)) : (2.7)

Pour une matrice normale, le deuxième terme dans les formules (2.5) et (2.6) est absent et l’ex-
pressionO(j�2=�1jk) peut être remplacée parO(j�2=�1j2k) dans (2.7) et dans (2.3).

Exemple 2.2 Considérons la matrice A = 0B@ 2 1 01 2 10 1 21CA dont la valeur propre la plus grande

est�1 = 2(1+cos(�=4)) � 3:414213562373095. Quelques itérations de la méthode de la puissance
nous donnent y0 = (1; 1; 1)T ; y1 = (3; 4; 3)T ; y2 = (10; 14; 10)T
et une première approximation de�1 est obtenue pary�1Ay1y�1y1 = y�1y2y�1y1 = 11634 � 3:41176:
Remarques.Les éléments du vecteuryk croissent exponentiellement aveck. Il est alors recom-
mandé de normaliseryk après chaque itération, c.-à-d. de remplaceryk par yk=kykk. Sinon, on
risque un “overflow”. Sij�2=�1j est proche de1, la convergence est très lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante.

Méthode de la puissance inverse de Wielandt.Supposons qu’on connaisse une approximation� de la valeur propre cherchée�1 (il n’est pas nécessaire de supposer que�1 soit la plus grande
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valeur propre deA). L’idée est d’appliquer l’itération (2.1) à la matrice(A � �I)�1. Les valeurs
propres de cette matrice sont(�i � �)�1. Si� est proche de�1, on a1j�1 � �j � 1j�i � �j pour i � 2
et la convergence va être très rapide. L’itération devient alorsyk+1 = (A� �I)�1yk ou(A� �I)yk+1 = yk: (2.8)

Après avoir calculé la décomposition LR de la matriceA� �I, une itération de (2.8) ne coûte pas
plus cher qu’une de (2.1).

Exemple 2.3 Pour la matriceA de l’exemple précédent, choisissons� = 3:41 ety0 = (1; 1:4; 1)T .
Deux itérations de (2.8) nous donnenty1 = 0B@ 236:134453781513333:949579831933236:1344537815131CA ; y2 = 0B@ 56041:946190240879255:278582021056041:94619024081CA
et on obtient 1�1 � 3:41 � y�1(A� �I)�1y1y�1y1 = y�1y2y�1y1 � 237:328870774159:
De cette relation, on calcule�1 et on obtient l’approximation3:41421356237333. Les13 premiers
chiffres sont corrects.

La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la compréhension
d’autres algorithmes. Si l’on veut calculer toutes les valeurs propres d’une matrice, on utilise des
méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procède de la manière suivante:� on distingue les cas:A symétrique ouA quelconque.� on chercheT telle queT�1AT = H devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice

tridiagonale, siA est symétrique); voir V.3.� on applique l’algorithme QR à la matriceH (voir V.6).� siH est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut également appliquer la méthode de
bissection (voir V.4).

V.3 Transformation sous forme de Hessenberg (ou tridiagonale)

Avec la transformationv = Tu (où T est une matrice inversible) le problèmeAv = �v devientT�1ATu = �u. Donc, les valeurs propres deA et deT�1AT sont les mêmes et les vecteurs
propresvi deA sont connectés avec les vecteurs propresui deT�1AT parvi = Tui. Le but de
ce paragraphe est de trouver une matriceT telle queT�1AT devienne “plus simple”. La situation
idéale serait trouvée siT�1AT devenait triangulaire – mais une telle transformation nécessiterait
déjà la connaissance des valeurs propres. Alors, on chercheT tel queT�1AT soit sousforme de
Hessenberg T�1AT = H = 0BBBB@ � � : : : : : : �� � ...

...� ... ... �... ... �� �1CCCCA ; (3.1)
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c.-à-d.,hij = 0 pour i > j + 1. Pour arriver à ce but, nous considérons les deux algorithmes
suivants.

a) Transformations élémentaires.Comme pour l’élimination de Gauss, nous utilisons les trans-
formationsLi pour faire apparaı̂tre les zéros – colonne par colonne – dans (3.1).

Dans un premier pas, nous choisissonsk � 2 tel quejak1j � jaj1j pourj � 2 et nous permutons
les lignes2 etk, c.-à-d., nous formonsPA oùP est une matrice de permutation convenable. Pour
ne pas changer les valeurs propres, il faut également permuter les colonnes2 etk (ceci correspond
au calcul deA0 = PAP�1 carP 2 = I et doncP = P�1). Si a021 = 0, on a aussia0i1 = 0 pouri � 3 et le premier pas est terminé. Sinon, nous déterminonsL2 = 0BBBBBB@ 10 10 �`32 1

...
...

... ...0 �`n2 : : : 0 1
1CCCCCCA telle que L2A0 = 0BBBBBB@ a011 a012 : : : a01na021 a022 : : : a02n0 � : : : �

...
...

...0 � : : : �
1CCCCCCA :

Pour ceci, on définit̀i2 = a0i1=a021. Une multiplication à droite avecL�12 = 0BBBBBB@ 10 10 `32 1
...

...
... ...0 `n2 : : : 0 1

1CCCCCCA
ne change pas la première colonne deL2A0.

On répète la même procédure avec la sous-matrice deL2A0L�12 de dimensionn� 1, et ainsi de
suite. A cause des multiplications à droite avecL�1i , cet algorithme coûte deux fois plus cher que
l’élimination de Gauss (donc� 2n3=3 opérations).

Exemple.Pour la matriceA = 0B@ 3 2 12 1 31 3 11CA on prend L2 = 0B@ 1 0 00 1 00 �1=2 11CA
et on obtientL2A = 0B@ 3 2 12 1 30 5=2 �1=21CA ; puis L2AL�12 = 0B@ 3 5=2 12 5=2 30 9=4 �1=21CA = H:
Cet exemple montre déjà le désavantage de cet algorithme. Si l’on partavec une matrice symétriqueA, la matrice de HessenbergH, obtenue par cet algorithme, n’est plus symétrique en général.

b) Transformations orthogonales.A la place deL2, nous utilisons des réflexions de Householder
(voir IV.7). D’abord, on détermine�Q2 = I � 2�u2�uT2 (k�u2k2 = 1) tel que �Q2 �A1 = �1e1 où�A1 = (a21; : : : ; an1)T . En posantu2 = (0; �u2)T et Q2 = I � 2u2uT2 , la matriceQ2A contient
des zéros dans la première colonne à partir du troisième élément. La multiplication à droite avecQ�12 = QT2 = Q2 ne change pas cette colonne.

Dans le pas suivant, on applique la même procédure à la sous-matrice de dimensionn� 1, etc.
Finalement, on arrive à la forme de Hessenberg (3.1) avec la tranformationT�1 = Qn�1 � : : : �Q2,
qui est une matrice orthogonale (c.-à-d.,T�1 = T T ).
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Remarque.SiA est une matrice symétrique, la matriceH = T�1AT , obtenue par l’algorithme (b),
est aussi symétrique carT est orthogonale. Ceci implique queH est automatiquementtridiagonale
et symétrique.

V.4 Méthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonaleA = 0BBBB@ d1 e2e2 d2 e3e3 ... ...... ... enen dn
1CCCCA : (4.1)

On observe tout d’abord que si un élémentei est nul, la matriceA est déjà décomposée en deux
sous-matrices du même type. On peut donc supposer, sans restreindre la généralité, queei 6= 0 pour i = 2; : : : ; n: (4.2)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la valeur�A(�) du polynôme caractéristique sans
connaı̂tre ses coefficients. En effet, si l’on poseA1 = (d1); A2 = � d1 e2e2 d2 � ; A3 = 0B@ d1 e2e2 d2 e3e3 d31CA ; : : :
et si l’on définitpi(�) := det(Ai � �I), on obtientp0(�) = 1p1(�) = d1 � �pi(�) = (di � �)pi�1(�)� e2i pi�2(�); i = 2; : : : ; n: (4.3)

La formule de récurrence dans (4.3) est obtenue en développant le déterminant de la matriceAi��I
par rapport à la dernière ligne (ou colonne).

En principe, on peut maintenant calculer les valeurs propres deA (c.-à-d. les zéros depn(�))
de la manière suivante : chercher un intervalle oùpn(�) change de signe et localiser une racine depn(�) = 0 par bissection. Les évaluations depn(�) sont faites à l’aide de la formule (4.3). Mais il
existe une astuce interessante qui permet d’améliorer cet algorithme.

Théorème 4.1Si (4.2) est v́erifié, les polyn̂omespi(�) définis par (4.3) satisfont

a) p0n(b�) pn�1(b�) < 0 si pn(b�) = 0 (b� 2 IR);

b) pi�1(b�) pi+1(b�) < 0 si pi(b�) = 0 pour uni 2 f1; : : : ; n� 1g;
c) p0(�) ne change pas de signe surIR.
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Démonstration.L’affirmation (c) est triviale.
Si pi(b�) = 0 pour uni 2 f1; : : : ; n � 1g, la formule de récurrence (4.3) donne l’inégalitépi+1(b�)pi�1(b�) � 0. Pour démontrer (b), il suffit d’exclure le caspi+1(b�)pi�1(b�) = 0. Si deux

valeurs consécutives de la suitefpi(b�)g sont nulles, la formule de récurrence montre quepi(b�) = 0
pour touti, ce qui contreditp0(b�) = 1.

Nous démontrons par récurrence que

toutes les racines depi(�) sont réelles, simples et séparées par celles depi�1(�). (4.4)

Il n’y a rien à démontrer pouri = 1. Supposons la propriété vraie pouri et montrons qu’elle
est encore vraie pouri + 1. Comme les zéros�1 < : : : < �i de pi(�) sont séparés par ceux depi�1(�) et commepi�1(�1) = +1, nous avons signpi�1(�j) = (�1)j+1. Alors, on déduit de (b)
que signpi+1(�j) = (�1)j. Ceci et le fait quepi+1(�) = (�1)i+1�i+1 + : : : montrent quepi+1(�)
possède un zéro réel dans chacun des intervalles ouverts(�1; �1), (�1; �2); : : : ; (�i;1).

L’affirmation (a) est maintenant une conséquence de (b) et de (4.4); voir la figure V.2.

Définition 4.2 (suite de Sturm) Une suite(p0; p1; : : : ; pn) de polyn̂omes̀a coefficients ŕeelles s’ap-
pelle une suite de Sturm, si elle vérifie les conditions (a), (b), (c) du Théor̀eme 4.1.

Théorème 4.3Consid́erons une suite de Sturm(p0; p1; : : : ; pn). Si l’on d́efinit!(�) = nombre de changements de signes defp0(�); p1(�); : : : ; pn(�)g; (4.5)

alors le polyn̂omepn(�) poss̀ede exactement!(b)� !(a) (4.6)

zéros dans l’intervalle[a; b) (si pi(�) = 0, on d́efinitsignpi(�) = signpi�1(�)).
Démonstration. Par continuité, l’entier!(�) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctionspi(�) devient nulle. La fonctionp0(�) ne change pas de signe. Supposons alors quepi(b�) = 0 pour uni 2 f1; : : : ; n � 1g. La condition (b) et la continuité depj(�) montrent que
seulement les deux situations suivantes sont possibles (� petit):b�� � b� b�+ �pi�1(�) + + +pi(�) � 0 �pi+1(�) � � � b�� � b� b�+ �pi�1(�) � � �pi(�) � 0 �pi+1(�) + + +p1(�)p2(�)p3(�)p4(�)p5(�)

FIG. V.2 – Suite de Sturm
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Chaque fois, on a!(b� + �) = !(b�) = !(b�� �) et la valeur de!(�) ne change pas si� traverse
un zéro depi(�) pouri 2 f1; : : : ; n� 1g.

Il reste à étudier la fonction!(�) dans un voisinage d’un zérob� de pn(�). La propriété (a)
implique que pour les signes depj(�) on a seulement les deux possibilités suivantes:b�� � b� b�+ �pn�1(�) + + +pn(�) + 0 � b�� � b� b�+ �pn�1(�) � � �pn(�) � 0 +
c.-à-d.,!(b�+ �) = !(b�� �) + 1. Ceci démontre que la fonction!(�) est constante par morceaux
et augmente de1 sa valeur si� traverse un zéro depn(�).
Méthode de bissection.Si l’on applique ce théorème à la suite (4.3), la différence!(b)�!(a) est
égale au nombre de valeurs propres de (4.1) dans l’intervalle[a; b). On obtient toutes les valeurs
propres deA de la manière suivante:� on cherche un intervalle[a; b] qui contienne toutes les valeurs propres deA (p.ex., en appli-

quant le théorème de Gershgorin). On a donc que!(a) = 0 et!(b) = n.� on posec = (a+b)=2 et on calcule!(c). Les différences!(c)�!(a) et!(b)�!(c) indiquent
combien de valeurs propres deA sont dans[a; c) et combien sont dans[c; b).� on continue à diviser les intervalles qui contiennent au moins une valeur propre deA.

On peut facilement modifier cet algorithme pour calculer la valeur propre la plus petite ou la3ème
plus grande valeur propre, etc.

Pour éviter un “overflow” dans le calcul depn(�) (sin et� sont grands), il vaut mieux travailler
avec fi(�) := pi(�)=pi�1(�) i = 1; : : : ; n (4.7)

et utiliser le fait que!(�) = nombre d’éléments négatifs parmiff1(�); : : : ; fn(�)g (4.8)

(attention: sipi�1(�) est zéro, on posefi(�) = �1; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de l’algorithme, on utilise la récurrencef1(�) = d1 � �fi(�) = di � �� ( e2i =fi�1(�) si fi�1(�) 6= 0jeij=eps si fi�1(�) = 0 .

(4.9)

La formule pour le casfi�1(�) 6= 0 est une conséquence de (4.3). Sifi�1(�) = 0 (c.-à-d.,pi�1(�) = 0), on remplace cette valeur parjeij � eps. Ceci correspond à ajouter la perturbationjeij � epsàdi�1.
V.5 L’it ération orthogonale

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la méthode de la puissance (voir le paragraphe V.2)
afin de pouvoir calculer les deux (trois,: : :) valeurs propres dominantes en même temps. Cette
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généralisation motivera l’itération QR qui constitue l’algorithmele plus important pour le calcul
des valeurs propres d’une matrice.

Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux valeurs propres domi-
nantes).Considérons une matriceA dont les valeurs propres satisfontj�1j > j�2j > : : : > j�nj: (5.1)

La méthode de la puissance est basée sur l’itérationyk+1 = Ayk (voir (2.1)) et nous permet d’ob-
tenir une approximation de�1 à l’aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en même temps)
la deuxième valeur propre�2, nous prenons deux vecteursy0 et z0 satisfaisanty�0z0 = 0 et nous
considérons l’itération yk+1 = Aykzk+1 = Azk � �k+1yk+1 (5.2)

où�k+1 est déterminé par la conditiony�k+1zk+1 = 0. Par induction, on voit queyk = Aky0zk = Akz0 � 
kyk (5.3)

où
k est tel que y�kzk = 0: (5.4)

Ceci signifie que le calcul defzkg correspond à la méthode de la puissance appliquée àz0, combi-
née avec une orthogonalisation (projection deAkz0 sur le complément orthogonal deyk).

En exprimant les vecteurs initiaux dans la base de vecteurs propresv1; : : : ; vn de la matriceA
(on supposekvik2 = 1), y0 = nXi=1 aivi; z0 = nXi=1 bivi;
les vecteursyk; zk deviennentyk = nXi=1 ai�ki vi; zk = nXi=1(bi � 
kai)�ki vi: (5.5)

Comme nous l’avons constaté dans le paragraphe V.2, pourk!1, le termea1�k1v1 est dominant
dansyk (si a1 6= 0) et on obtient une approximation du premier vecteur proprev1. Que peut-on
dire pour la suitezk?

La condition (5.4) d’orthogonalité implique quenXi=1 nXj=1 �ai(bj � 
kaj)��ki �kjv�i vj = 0: (5.6)

Cette relation définit
k. Comme le terme aveci = j = 1 est dominant, on voit que
k � b1=a1.
Par la suite, nous allons supposer quea1 6= 0 et a1b2 � a2b1 6= 0. En divisant (5.6) par��k1, on
obtient�a1(b1 � 
ka1)�k1�1 +O(j�2=�1jk)� = ��a1(b2 � 
ka2)�k2�v�1v2 +O(j�2=�1jk) +O(j�3=�2jk)�:
Maintenant, on peut insérer cette formule dans (5.5) et on en déduitzk = �k2(b2 � 
ka2)�v2 � v�1v2 � v1 +O(j�2=�1jk) +O(j�3=�2jk)�: (5.7)
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Visiblement, le vecteurzk s’approche (pourk ! 1) d’un multiple dev2 � v�1v2 � v1, qui est la
projection orthogonale dev2 à l’hyperplanv?1 . Concernant les valeurs propres, on a le résultat
suivant.

Théorème 5.1Consid́erons les vecteursyk; zk donńes par (5.2) et notonsUk = (yk=kykk2; zk=kzkk2) (5.8)

(observer queU�kUk = I). Si (5.1) est v́erifié, on a queU�kAUk ! ��1 �0 �2 � pour k !1: (5.9)

Démonstration.L’élément (1,1) de la matriceU�kAUk est le quotient de Rayleigh (2.3) qui converge
vers�1. En utilisant (5.7), on voit que l’élément (2,2) satisfaitz�kAzkz�kzk ! (v2 � v�1v2 � v1)�(�2v2 � �1v�1v2 � v1)(v2 � v�1v2 � v1)�(v2 � v�1v2 � v1) = �2(1� jv�1v2j2)1� jv�1v2j2 = �2:
De façon similaire, on obtient pour l’élément (2,1)z�kAykkzkk2 � kykk2 ! (v2 � v�1v2 � v1)��1v1kv2 � v�1v2 � v1k2 � kv1k2 = 0:
Finalement, l’élément (1,2) deU�kAUk satisfaity�kAzkkykk2 � kzkk2 ! v�1(�2v2 � �1v�1v2 � v1)kv1k2 � kv2 � v�1v2 � v1k2 = (�2 � �1)v�1v2q1� jv�1v2j2 :
Cette expression est en général non nulle.

Remarque.Avec la notation (5.8), l’itération (5.2) peut être écrite sous la formeAUk = Uk+1Rk+1 (5.10)

oùRk+1 est une matrice2� 2 qui est triangulaire supérieure.

Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres)ou simplementit ération
orthogonale.La généralisation de l’algorithme précédent au cas où l’on veut calculer toutes les
valeurs propres d’une matrice est évidente: on choisit une matrice orthogonaleU0, c.-à-d., on
choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnes deU0) qui jouent le rôle dey0; z0, etc. Puis, on
effectue l’itération

for k = 1; 2; : : :Zk = AUk�1UkRk = Zk (décomposition QR)
end

Si (5.1) est vérifié et si la matriceU0 est bien choisie (a1 6= 0, a1b2 � a2b1 6= 0, etc), une générali-
sation du théorème précédent donne la convergence deTk := U�kAUk (5.11)
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vers une matrice triangulaire dont les éléments de la diagonale sont les valeurs propres deA. On
a donc transforméA en forme triangulaire à l’aide d’une matrice orthogonale (décomposition de
Schur).

Il y a une possibilité intéressante pour calculerTk de (5.11) directement à partir deTk�1. D’une
part, on déduit de (5.10) queTk�1 = U�k�1AUk�1 = (U�k�1Uk)Rk: (5.12a)

D’autre part, on a Tk = U�kAUk = U�kAUk�1U�k�1Uk = Rk(U�k�1Uk): (5.12b)

On calcule la décomposition QR de la matriceTk�1 et on échange les deux matrices de cette
décomposition pour obtenirTk.
V.6 L’ algorithme QR

La méthode QR, due à J.C.F. Francis et à V.N. Kublanovskaya, est la méthode la plus couram-
ment utilisée pour le calcul de l’ensemble des valeurs propres: : : (P.G. Ciarlet 1982): : : the QR iteration, and it forms the backbone of the most effective algorithm for computing
the Schur decomposition. (G.H. Golub & C.F. van Loan 1989)

La version simple du célèbre algorithme QR n’est rien d’autre que la méthode du paragraphe
précédent. En effet, si l’on poseQk = U�k�1Uk et si l’on commence l’itération avecU0 = I, les
formules (5.11) et (5.12) nous permettent d’écrire l’algorithme précédent comme suit:T0 = A

for k = 1; 2; : : :QkRk = Tk�1 (décomposition QR)Tk = RkQk
end

LesTk qui sont les mêmes que dans V.5 convergent (en général) vers une matrice triangulaire. Ceci
nous permet d’obtenir toutes les valeurs propres de la matriceA car lesTk ont les mêmes valeurs
propres queA (voir (5.11)).

Cet algorithme a été développé indépendamment par J.G.F. Francis (1961) etpar V.N. Ku-
blanovskaya (1961). Un algorithme similaire, qui utilise la décomposition LR àla place de la
décomposition QR, a été introduit par H. Rutishauser (1958).

Exemple numérique. Appliquons la méthode QR à la matriceA = 0BBB@ 10 2 3 53 6 8 40 5 4 30 0 4 31CCCA : (6.1)

On peut montrer (voir exercice 9) que, pour une matrice de HessenbergA, toutes les matricesTk
sont aussi sous forme de Hessenberg. Pour étudier la convergence vers une matricetriangulaire, il
suffit alors de considérer les élémentst(k)i+1;i (i = 1; : : : ; n � 1) de la sous-diagonale. On constate
que t(k+1)i+1;it(k)i+1;i � �i+1�i (6.2)
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FIG. V.3 –Convergence de la ḿethode QR (sans shift)

(�1 � 14:3, �2 � 7:86, �3 � 2:70, �4 � �1:86). Commej�i+1=�ij < 1, les élémentst(k)i+1;i
convergent, pourk !1, linéairement vers0 (voir la Fig. V.3, où les valeursjt(k)i+1;ij sont dessinées
en fonction du nombrek de l’itération).

Remarques. (a) Comme le calcul de la décomposition QR d’une matrice pleine est très coûteux
(O(n3) opérations), on applique l’algorithme QR uniquement aux matrices de Hessenberg. Dans
cette situation une itération nécessite seulementO(n2) opérations.

(b) La convergence est très lente en général (seulementlinéaire). Pour rendre efficace cet algo-
rithme, il faut absolument trouver un moyen pour accélérer la convérgence.

(c) Considérons la situation oùA est une matrice réelle qui possède des valeurs propres com-
plexes (l’hypothèse (5.1) est violée). L’algorithme QR produit une suite de matricesTk qui sont
toutes réelles. Dans cette situation, lesTk ne convergent pas vers une matrice triangulaire, mais
deviennenttriangulaires par blocs(sans démonstration). Comme la dimension des blocs dans la
diagonale vaut en général1 ou2, on obtient également des approximations des valeurs propres.

Accélération de la convergence.D’après l’observation (6.2), nous savons quet(k)n;n�1 = O(j�n=�n�1jk): (6.3)

La convergence vers zéro de cet élément ne va être rapide que sij�nj � j�n�1j. Une idée géniale
est d’appliquer l’algorithme QR à la matriceA � pI où p � �n. Comme les valeurs propres deA � pI sont�i � p, on a la propriétéj�n � pj � j�i � pj pour i = 1; : : : ; n � 1 et l’élémentt(k)n;n�1 va converger rapidement vers zéro. Rien ne nous empêche d’améliorer l’approximationp
après chaque itération. L’algorithme QR avec “shift” devient alors:T0 = A

for k = 1; 2; : : :
déterminer le paramètrepk�1QkRk = Tk�1 � pk�1I (décomposition QR)Tk = RkQk + pk�1I

end

Les matricesTk de cette itération satisfontQ�kTk�1Qk = Q�k(QkRk + pk�1I)Qk = RkQk + pk�1I = Tk: (6.4)

Ceci implique que, indépendamment de la suitepk, les matricesTk ont toutes les mêmes valeurs
propres queT0 = A.

Pour décrire complètement l’algorithme QR avec shift, il faut encore discuter le choix du pa-
ramètrepk et il faut donner un critère pour arrêter l’itération.
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Choix du “shift”-param ètre. On a plusieurs possibilités:� pk = t(k)nn : ce choix marche très bien si les valeurs propres de la matrice sont réelles.� on considère la matrice  t(k)n�1;n�1 t(k)n�1;nt(k)n;n�1 t(k)n;n ! : (6.5)

Si les valeurs propres de (6.5) sont réelles, on choisit pourpk celle qui est la plus proche det(k)n;n.
Si elles sont de la forme� � i� avec� 6= 0 (donc complexes), on prend d’abordpk = � + i� et
pour l’itération suivantepk+1 = �� i�.

Crit ère pour arr êter l’it ération. L’idée est d’itérer jusqu’à ce quet(k)n;n�1 ou t(k)n�1;n�2 soit suffi-
samment petit. Plus précisément, on arrête l’itération quandjt(k)`;`�1j � eps� (jt(k)`�1;`�1j+ jt(k)`;` j) pour ` = n ou ` = n� 1: (6.6)� Si (6.6) est vérifié pour̀ = n, on acceptet(k)n;n comme approximation de�n et on continue

l’itération avec la matrice(t(k)ij )i;j�n�1.� Si (6.6) est vérifié pour̀ = n� 1, on accepte les deux valeurs propres de (6.5) comme approxi-
mations de�n et�n�1 et on continue l’itération avec la matrice(t(k)ij )i;j�n�2.
Exemple numérique. Nous avons appliqué l’algorithme QR à la matrice (6.1) avec le shiftpk =t(k)nn . La convergence det(k)i+1;i vers zéro est illustrée dans la Fig. V.4. Une comparaison avec la
Fig. V.3 nous montre que la convergence est beaucoup plus rapide (convergence quadratique).
Après5 itérations, on ajt(k)43 j � 10�15. Encore4 itérations pour la matrice de dimension3 donnentjt(k)32 j � 10�15. Il ne reste plus que3 itérations à faire pour la matrice de dimension2 pour avoirjt(k)21 j � 10�15. En tout,12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec une précision de15
chiffres.
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FIG. V.4 – Convergence de la ḿethode QR (avec shift)

Le “double shift” de Francis. Dans la situation oùA est une matrice réelle ayant des valeurs
propres complexes, il est recommandé de choisir un shift-paramètrepk qui soit complexe. Une
application directe de l’algorithme précédent nécessite un calcul avec des matrices complexes.
L’observation suivante permet d’éviter ceci.

Lemme 6.1 SoitTk une matrice ŕeelle,pk = � + i� et pk+1 = � � i�. Alors, on peut choisir les
décompositions dans l’algorithme QR de manièreà ce queTk+2 soit réelle.
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Remarque.La décomposition QR d’une matrice est unique sauf qu’on peut remplacerQR par(QD)(D�1R) oùD = diag(d1; : : : ; dn) avecjdij = 1.

Démonstration.La formule (6.4) montre queTk+2 = (Qk+1Qk+2)�Tk(Qk+1Qk+2): (6.7)

Il suffit alors de démontrer que le produitQk+1Qk+2 est réel. Une manipulation à l’aide de formules
pourTk donneQk+1Qk+2Rk+2Rk+1 = Qk+1(Tk+1 � pk+1I)Rk+1 = Qk+1(Rk+1Qk+1 + pkI � pk+1I)Rk+1= (Qk+1Rk+1)2 + (pk � pk+1)Qk+1Rk+1 = (Tk � pkI)2 + (pk � pk+1)(Tk � pkI)= T 2k � (pk + pk+1)Tk + pkpk+1I =: M: (6.8)

On a donc trouvé une décomposition QR de la matriceM qui, en conséquence des hypothèses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans l’algorithme QR, la décomposition est choisie de manière
à ce que les éléments diagonaux deRk+1 et Rk+2 soient réels, alors, à cause de l’unicité de la
décomposition QR, les matricesQk+1Qk+2 etRk+2Rk+1 sont réelles.

Une possibilité de calculerTk+2 à partir deTk est de calculerM de (6.8), de faire une décompo-
sition QR (réelle) deM et de calculerTk+2 à l’aide de (6.7). Cet algorithme n’est pas pratique car
le calcul deT 2k nécessiteO(n3) opérations, même siTk est sous forme de Hessenberg.

Il y a une astuce intéressante pour obtenirTk+2 à partir deTk enO(n2) opérations. Elle est
basée sur la propriété suivante.

Théorème 6.2SoitT une matrice donńee et supposons queQ�TQ = S (6.9)

oùQ est orthogonale etS est sous forme de Hessenberg satisfaisantsi;i�1 6= 0 pour i = 2; : : : ; n.
Alors,Q etS sont d́etermińees de manière “unique” par la premìere colonne deQ.

Remarque.On a “unicité” dans le sens suivant: sibQ�T bQ est de type Hessenberg avec une matrice
orthogonalebQ satisfaisantbQe1 = Qe1, alors bQ = QD oùD = diag(d1; : : : ; dn) avecjdij = 1.

Démonstration.Notons les colonnes deQ parqi. Alors, la relation (6.9) impliqueTqi = i+1Xj=1 sjiqj; q�jTqi = sji: (6.10)

Si q1 est fixé, la valeurs11 est donnée par la deuxième formule de (6.10). Avec cette valeur, on
obtient de la première formule de (6.10) queq2 est un multiple deTq1 � s11q1. Ceci détermineq2
à une unitéd2 près. Maintenant, les valeurss21; s12; s22 sont déterminées etq3 est un multiple deTq2 � s21q1 � s22q2, etc.

Si les hypothèses du lemme précédent sont vérifiées, on peut calculer lamatrice réelleTk+2 enO(n2) opérations de la manière suivante:� calculerMe1, la première colonne deM (formule (6.8));� déterminer une matrice de HouseholderH1 telle queH1(Me1) = �e1;



Valeurs et Vecteurs Propres 129� transformerHT1 TkH1 sous forme de Hessenberg à l’aide de matrices de HouseholderH2; : : :,Hn�1 (voir le paragraphe V.3); c.-à-d., calculerHTTkH oùH = H1H2 � : : : �Hn�1.
CommeHie1 = e1 pour i = 2; : : : ; n � 1, la première colonne deH est un multiple de celle deM (observer queHT1 = H1). Par la formule (6.8), la première colonne deQk+1Qk+2 est aussi un
multiple deMe1. Par conséquent, pour un bon choix des décompositionsQk+1Rk+1 etQk+2Rk+2,
on aH = Qk+1Qk+2 et la matrice obtenue par cet algorithme est égale àTk+2 (voir (6.7)).

Un exemple instructif. Considérons la matriceT0 = A = � 2 a� 1�
où � est un nombre petit. Avec le choixp0 = 1 pour le shift-paramètre, on obtientT0 � p0I = � 1 a� 0� =  1p1+�2 � �p1+�2�p1+�2 1p1+�2 ! p1 + �2 ap1+�20 � a�p1+�2 ! = Q1R1
et T1 � p0I = R1Q1 = � � �� a�21+�2 �� :� siA est symétrique (c.-à-d.,a = �) on at(1)n;n�1 = O(�3), donc convergencecubique.� siA n’est pas symétrique (p.ex.a = 1) on at(1)n;n�1 = O(�2), donc convergencequadratique.

Ces propriétés restent vraies pour des matrices générales (sans d´emonstration).

V.7 Exercices

1. Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagonale (dimensionn, b � c > 0)A = 0BBBB@ a cb a cb a cb . .. . . .. ..

1CCCCA :
Indication. Les composants du vecteur propre(v1; v2; : : : ; vn)T satisfont une équation aux différences
finies avecv0 = vn+1 = 0. Vérifier quevj = Const � (�j1 � �j2) où�1 + �2 = �� ac ; �1 � �2 = bc ; ��1�2�n+1 = 1:
Résultat. �j = a� 2pbc � cos� j�n+ 1�; j = 1; 2; : : : ; n:

2. Montrer par un contre-exemple que la formule (1.9) ne reste pas vraie si la matriceC n’est pas
symétrique. Pour cela donner une matrice symétriqueA et une matriceC (quelconque) telles que les
valeurs propres�i(") deA+ "C ne vérifient pas�i(") = �i + " � di +O("2):
Pourquoi faut-il considérer des matrices ayant une dimension plus grande que 2?
Pourquoi suffit-il de considérer la matriceA, sous forme diagonale avec une valeur propre nulle de
multiplicité plus grande que 2?
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3. Considérer la matrice A(") = 0@ 1 " 0�1 0 11 �1 + " �"1A
D’après le théorème 1.2 (chapitre V) cette matrice poss`ede une valeur propre de la forme�(") = i+ " � d+O("2):
Calculerd et dessiner la tangente à la courbe�(") au point�(0).

4. (a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus grande valeur propre de la matriceA = 0@ 99 1 01 100 10 1 981A :
(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de convergence, appliquer la méthode de la puis-

sance à la matriceA� pI avec un choix intelligent dep.

(c) Avec quel choix dep obtient-on la valeur propre la plus petite?

5. Considérons la matrice tridiagonaleA = 0BB@ b1 c1a1 b2 c2a2 . . .

1CCA :
Montrer que, siai � ci > 0 pouri = 1; : : : ; n� 1, toutes les valeurs propres deA sont réelles.

Indication.TrouverD = diag(d1; : : : ; dn) telle queDAD�1 soit symétrique.

6. SoitA une matrice symétrique etB quelconque. Montrer que pour chaque valeur propre�B deB il
existe une valeur propre�A deA telle quej�A � �Bj � kA�Bk2:
Indication. Montrer l’existence d’un vecteurv tel quev = (A � �B)�1(A � B)v. En déduire que1 � k(A� �B)�1(A�B)k � k(A� �B)�1kk(A�B)k.

7. (Schur, 1909). SoitA une matrice symétrique. Montrer que pour chaque indicei il existe une valeur
propre� deA telle que j�� aiij � qPj 6=i jaijj2:
Indication.Appliquer l’exercice 4 avec uneB convenable.

8. SoitA une matrice réelle avec pour valeur propre�+ i�. Montrer que l’itération� ��I �A ���I��I ��I �A��uk+1vk+1 � = �ukvk �
(où �� � � et �� � �) permet de calculer la valeur propre�+ i� et le vecteur propre correspondant.

Indication. Considérer les parties réelles et complexes de l’itération de Wielandt. On obtient alorsuTkAuk + vTk AvkuTk uk + vTk vk ! �; uTkAvk � vTk AukuTk uk + vTk vk ! � :
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9. Considérons la matrice de Hilbert,A = 0@ 1=2 1=3 1=41=3 1=4 1=51=4 1=5 1=61A
(a) TransformerA en une matrice tridiagonale ayant les mêmes valeurs propres.

(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes les valeurs propres sont positives et qu’une
valeur propre est plus petite que 0.001.

(c) Calculer approximativement la condition deA pour la norme Euclidienne.

10. La formule de récurrence(k + 1)Pk+1(x) = (2k + 1)xPk(x)� kPk�1(x)
pour lespolyn̂omes de Legendre(voir exercice 9 de la série 3) ressemble àpi(�) = (di � �)pi�1(�)� e2i pi�2(�); i = 2; : : : ; n;
pour les polynômesdet(Ai � �I). Trouver une matrice tridiagonaleA de dimensionn telle que les
valeurs propres deA sont les racines dePn(x).

11. Soitp(x) un polynôme de degrén et supposons que toutes les racines soient simples. Démontrer que
la suite définie par l’algorithme d’Euclid,pn(x) = p(x); pn�1(x) = �p0(x)pi(x) = qi(x)pi�1(x)� 
2i pi�2(x); i = n; : : : ; 2;
est une suite de Sturm.

Pour le polynômep(x) = x5 � 5x4 + 3x3 + 3x2 + 2x+ 8.

(a) déterminer le nombre de racines réelles.

(b) Combien de racines sont complexes?

(c) Combien de racines sont réelles et positives?

12. Pour un' donné notonsc = cos' ets = sin'. La matrice
k`, définie par(
k`)ij = 8>>>>><>>>>>: 1 si i = j, j 6= k, j 6= `c si i = j = k où i = j = `s si i = k et j = `�s si i = ` et j = k0 sinon,

s’appellerotation de Givens.

a) Montrer qu’elle est orthogonale.

b) SoitA une matrice symétrique. Déterminer' tel que le (k; `)-ième élément deA0 = 
k`A
Tk`
s’annule.

Resultat. ctg2' = (akk � a``)=(2ak`).
13. Laméthode de Jacobi(1846) pour le calcul des valeurs propres d’une matrice sym´etrique:

i) on choisitak` (k > `) tel quejak`j = maxi>j jaij j;
ii) on détermineA0 comme dans l’exercice 7.

Montrer que, si on répète cette procédure, on a convergence vers une matrice diagonale, dont les
éléments sont les valeurs propres deA.

Indication.Montrer que
Pi>j ja0ij j2 =Pi>j jaij j2 � jak`j2.
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14. On considère la matrice A = � 7 0:50:0001 8 �
dont on cherche à calculer les valeurs propres.

(a) Faire une itération de l’algorithme QR sans shift.

(b) Faire une itération de l’algorithme QR avec shift.

(c) Estimer la position des valeurs propres deA à l’aide du Théorème de Gershgorine.

(d) Calculer les valeurs propres deA à l’aide du polynôme caractéristique.

15. Montrer que si la matriceT0 = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale), alors les matricesTk, k � 1, construites par l’algorithmeQR sont également des matrices de Hessenberg (tridiago-
nales).

16. Donner une estimation grossière du nombre d’opérations qui sont nécessaires pour effectuer la dé-
composition QR d’une matrice de Hessenberg et pour calculerensuite le produit RQ.

17. SoitT0 une matrice de Hessenberg dont tous les éléments de la sous-diagonale sont non-nuls. Montrer
que, sip0 est une valeur propre deT0, une itération de l’algorithme QR avec shiftp0 donnet(1)n;n�1 =0.

18. Expliquer, comment le calcul deTk à partir deTk�1QkRk = Tk�1 � pk�1I; Tk = RkQk + pk�1I
peut être effectué sans soustraire (et additionner) explicitement la matricepk�1I.

Indication.Laissez-vous inspirer par le “double shift” algorithme de Francis.



Chapitre VI

Méthodes It́eratives – Equations Non
Lin éaires

En pratique, on est souvent confronté à la résolution d’un système d’équations nonlinéaires. C’est-
à-dire pour une fonctionf : IRn ! IRn donnée, on cherche un pointx 2 IRn tel quef(x) = 0: (0.1)

En général, il n’y a pas d’algorithme fini pour trouver une solution. On est donc oblig´e d’utiliser
des méthodes itératives.

Sans hypothèses supplémentaires, on ne sait rien sur l’existence d’une solutionde (0.1). Par
exemple, pourf(x) = ex il n’y a pas de solution, pourf(x) = sin x il y en a une infinité. Mais,
le théor̀eme d’inversion localenous fournit un résultat sur l’unicité locale: sif(a) = 0 et si la
matrice jacobiennef 0(a) est inversible, il existe un voisinageU dea et un voisinageV de0 tels
quef : U ! V soit bijective. Ceci implique quea est la seule solution de (0.1) dans le voisinageU dea.

Bibliographie sur ce chapitre

J.M. Ortega & W.C. Rheinboldt (1970):Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several Va-
riables. Academic Press, New York.

A.M. Ostrowski (1966):Solution of Equations and Systems of Equations. Academic Press, New
York, 2nd edition. [MA 65/27]

VI.1 M éthode des approximations successives

On considère le problème du calcul d’unpoint fixede l’application� : IRn ! IRn; c.-à-d., on
cherchex 2 IRn tel que x = �(x): (1.1)

Les problèmes (0.1) et (1.1) sont équivalents et il y a beaucoup de possibilités pour écrire (0.1) sous
la forme (1.1). Par exemple, on peut définir� comme�(x) = x� f(x) ou�(x) = x�Bf(x) (iciB est soit un nombre non-nul, soit une matrice bien choisie).

Pour résoudre (1.1), on se donne une approximation initialex0 (arbitraire) et on considère la
méthode itérative xk+1 = �(xk): (1.2)

Si la suitefxkg converge, disons versa 2 IRn, et si la fonction�(x) est continue ena, la limitea
est une solution de (1.1). Mais que peut-on dire sur l’erreur?
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Théorème 1.1Si�(x) est2 fois contin̂ument diff́erentiable et sia 2 IRn est une solution de (1.1),
l’erreur ek = xk � a satisfait ek+1 = �0(a) ek +O(kekk2): (1.3)

Démonstration.Commea = �(a), on obtientek+1 = xk+1 � a = �(xk)� �(a) = �0(a)ek +O(kekk2):
On peut tirer plusieurs conclusions de la formule (1.3):

– si �0(a) possède une valeur propre�1 satisfaisantj�1j > 1, la composante deek dans la
direction du vecteur proprev1 va être agrandie – l’itérationne converge pasversa.

– si toutes les valeurs propres de�0(a) satisfontj�ij < 1, on peut choisir une norme dansIRn
telle que pour la norme matricielle correspondantek�0(a)k < 1. Ceci et (1.3) impliquent
que, pourkekk suffisamment petit, on akek+1k � �kekk où� est un nombre entrek�0(a)k
et1. L’erreurek converge donc vers zéro.

Exemple.Pour résoudre numériquementy0 = f(y), on peut appliquer la méthode d’Euler implicitey1 = y0 + hf(y1) (1.4)

qui définit implicitement l’approximationy1 de la solution après un pas de longueurh. L’équation
(1.4) est déjà sous la forme (1.1) avec�(x) = y0 + hf(x). Si h est suffisamment petit, les valeurs
propres de�0(y1) = hf 0(y1) sont petites et l’itération (1.2) converge.

Crit ère pour arr êter l’it ération. En pratique, on s’intéresse à une approximationxk qui satisfassekxk � ak � tol. Une possibilité est d’accepterxk comme approximation de la solution dès quekxk � xk�1k � tol.
Le critère qui va suivre est basé sur l’hypothèse que� soit une contraction et quekxk � xk�1k � �kxk�1 � xk�2k avec � < 1:

En appliquant l’inégalité du triangle à l’identitéxk � a = (xk � xk+1) + (xk+1 � xk+2) + : : :
(en cas de convergence), on obtientkxk � ak � �1� �kxk � xk�1k: (1.5)

Le facteur de contractivité peut être estimé par�k = kxk � xk�1k=kxk�1 � xk�2k; k � 2:
L’idée est d’arrêter l’itération quand�k1� �k kxk � xk�1k � tol (1.6)

et d’accepterxk comme approximation de la solution.
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FIG. VI.1 – Convergence des itérations (1.7)

Exemples.Pour les deux itérations� xk+1yk+1 � = � 11� + 0:3� yk� sinxk � ; � xk+1yk+1 � = � 0 �0:12 0 ��xkyk � (1.7)

la norme euclidienne de l’erreur de(xk; yk) est dessinée dans la fig. VI.1 (à gauche pour la première
itération et à droite pour la deuxième). On peut bien observer la convergencelinéaire. Le rayon
spectral de�0(a) vaut � � 0:177 et � � 0:447 respectivement. C’est la raison pour laquelle la
première itération converge plus rapidement que la seconde. Le dessin à droite montre aussi que la
convergence n’est pas nécessairement monotone (pour la normek � k2). Donc, le coefficient�k de
(1.6) peut être plus grand que1 même si l’itération converge.

VI.2 M éthodes it́eratives pour syst̀emes lińeaires

Pour la résolution des systèmes linéairesAx = b; (2.1)

il y a des situations où les méthodes itératives sont très utiles. Par exemple, si la matriceA possède
une très grande dimension et si beaucoup d’éléments deA sont nuls (matrice creuse), ce qui est le
cas pour les discrétisations des équations aux dérivées partielles.

Pour se ramener à un problème de point fixe, on considère une décompositionA = M � N
(“splitting”) et on définit l’itérationMxk+1 = Nxk + b; A = M �N: (2.2)

Le choix de la décompositionA = M � N est important pour la performance de la méthode.
D’une part,M doit être choisie telle que le système (2.2) soit beaucoup plus facile à résoudre que
le système (2.1). D’autre part, les valeurs propres de la matriceM�1N doivent satisfairej�ij < 1
pour que l’itération (2.2) converge.

Il y a beaucoup de possibilités de définir la décompositionA = M �N . Si l’on dénoteL = 0BBBB@ 0a21 ...
...

... ...an1 : : : an;n�1 01CCCCA ; U = 0BBBB@ 0 a12 : : : a1n
... ...

...
... an�1;n0 1CCCCA

etD = diag(a11; : : : ; ann) (afin queA = L+D + U ) les itérations les plus connues sont:
– Jacobi: M = D, N = �L� U ;
– Gauss-Seidel: M = D + L, N = �U .
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Pour ces deux méthodes, la matriceM est choisie de manière à ce que le système (2.2) soit très
facile à résoudre. Un avantage de la méthode de Gauss-Seidel est le faitque pour le calcul de
la composantexk+1i du vecteurxk+1 on n’a besoin que des composantesxki+1; : : : ; xkn du vecteurxk. Alors, on peut utiliser la même variable pourxk+1i que pourxki . Une itération devient donc
simplement:

for i = 1; : : : ; nxi = (bi �Pi�1j=1 aijxj �Pnj=i+1 aijxj)=aii.
Une modification intéressante de cet algorithme est laméthode SOR(“successive over-relaxation”):xk+1 = (1� !)xk + !bxDbx = b� Lxk+1 � Uxk (2.3)

où! est un paramètre donné (pour! = 1, SOR se réduit à Gauss-Seidel). Elle est aussi simple à
programmer que la précédente.

Les résultats suivants démontrent la convergence dans quelques situations particulières.

Théorème 2.1Si la matriceA est “diagonale dominante”, c.-̀a-d.jaiij >Xj 6=i jaijj pour i = 1; : : : ; n; (2.4)

alors l’it ération de Jacobi converge.

Démonstration. Pour la méthode de Jacobi, on aM�1N = �D�1(L + U). La condition (2.4)
implique quekM�1Nk1 < 1 (voir la formule (4.5) du chapitre IV).

Pour étudier la convergence de la méthode SOR (en particulier pour Gauss-Seidel), on l’écrit
sous la forme équivalente(D + !L)xk+1 = ((1� !)D � !U)xk + !b
ou encorexk+1 = H(!)xk + !(D + !L)�1b avecH(!) = (D + !L)�1((1� !)D � !U): (2.5)

Théorème 2.2SiA est syḿetrique et d́efinie positive et si! 2 (0; 2), l’it ération SOR, d́efinie par
(2.3), converge.

Démonstration.Il faut démontrer que toutes les valeurs propres deH(!) satisfontj�j < 1. Soient� une valeur propre etx 6= 0 le vecteur propre correspondant:((1� !)D � !U)x = �(D + !L)x: (2.6)

Comme(1� !)D � !U = D � !A+ !L, la formule (2.6) devient!Ax = (1� �)(D + !L)x: (2.7)

En multipliant (2.6) et (2.7) avecx�, on obtient pour� := x�(D + !L)x (observer queU = LT )�� + � = (2� !)x�Dx > 0; (1� �)� = !x�Ax =: � > 0: (2.8)

On en déduit 0 < �� + � = �� �1� � + 11� �� = � � 1� j�j2j1� �j2 ;
ce qui impliquej�j < 1.
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Pour quelques matrices, on connaı̂t la valeur de! qui minimise le rayon spectral deH(!) et,
par conséquent, qui accélère la convergence par rapport à l’itération de Gauss-Seidel. D’autres mé-
thodes itératives pour des systèmes linéaires sont SSOR (“symmetricsuccessive over-relaxation”)
et la méthode du gradient conjugué (avec préconditionnement). Voir le livre de Golub& Van Loan,
déjà mentionné au chapitre IV, et les livres classiques

L.A. Hageman & D.M. Young (1981):Applied Iterative Methods. Academic Press, New York.

R.S. Varga (1962):Matrix Iterative Methods. Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.

VI.3 M éthode de Newton

Considérons le problème de la résolution d’un système d’équations non linéairesf(x) = 0 (3.1)

où la fonctionf : IRn ! IRn est supposée être au moins une fois différentiable. Six0 2 IRn est
une approximation de la solution cherchée, on linéarisef(x) autour dex0f(x) � f(x0) + f 0(x0)(x� x0)
et on calcule le zéro de cette linéarisation. Si l’on répète cette procédure avec la nouvelle approxi-
mation, on obtient l’algorithme suivant:

for k = 0; 1; 2; : : :
calculerf(xk) etf 0(xk)f 0(xk)�xk = �f(xk) (système linéaire à résoudre)xk+1 = xk +�xk

end for

Exemple 3.1 La méthode d’Euler implicite (voir (1.4)), appliquée à l’équation différentiellex0 =y, y0 = 10(1� x2)y � x avec pour valeurs initiales� = 2, � = �0:66, nous conduit à l’équation
non linéaire x = � + h � yy = � + h � (10(1� x2)y � x): (3.2)

L’itération (1.2) ne converge que pourh suffisamment petit. Par exemple, pourh = 0:3 elle diverge
et on est obligé d’utiliser un autre algorithme. La méthode de Newton� 1 �hh(20xkyk + 1) 1� 10h(1� x2k)�� xk+1 � xkyk+1 � yk � = �� xk � � � hykyk � � � h(10(1� x2k)yk � xk)�
converge sans difficulté avech = 0:3 si l’on commence l’itération avecx0 = � et y0 = �. Les
valeurs dexk; yk et les erreurs, mesurées dans la norme euclidienne, sont données dans le ta-
bleau VI.1.

Pour étudier la convergence de la méthode de Newton, considérons un terme de plus dansla
série de Taylor:f(x) = f(xk) + f 0(xk)(x� xk) + 12f 00(xk)(x� xk; x� xk) +O(kx� xkk3): (3.3)
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TAB. VI.1 – Convergence de la ḿethode de Newtonk xk yk erreur0 2:00000000000000 �0:660000000000000 5:31 � 10�11 1:95099818511797 �0:163339382940109 3:38 � 10�22 1:96084279415163 �0:130524019494582 4:27 � 10�43 1:96072023704926 �0:130932543169149 6:65 � 10�84 1:96072021795300 �0:130932606823320 1:79 � 10�15
Si l’on posex = a dans cette formule (aveca comme solution de (3.1)) et si l’on soustrait0 = f(xk) + f 0(xk)(xk+1 � xk)
(définition dexk+1), on obtient pour l’erreurek = xk � a la formule0 = f 0(xk)(�ek+1) + 12f 00(xk)(ek; ek) +O(kekk3):
On vient de démontrer le résultat suivant:

Théorème 3.2Supposons quef(x) soit 3 fois contin̂ument diff́erentiable et quef 0(x) soit inver-
sible dans un voisinage dea (solution de (3.1)). Alors, pourxk suffisamment proche dea, l’erreurek = xk � a de la ḿethode de Newton satisfaitek+1 = 12(f 0(xk))�1f 00(xk)(ek; ek) +O(kekk3):) (3.4)

Donc, la convergence de cette méthode est quadratique.

Ce théorème montre la convergencelocalede la méthode de Newton, c.-à-d., six0 est proche
d’une solutiona de (3.1), la suitefxkg converge versa. Concernant la convergenceglobale, on en
sait très peu et on ne sait analyser seulement que quelques cas de fonctions simples. L’exemple le
plus connu est f(z) = z3 � 1 ou f(x; y) = �x3 � 3xy2 � 13x2y � y3 �

(3.5)

(z = x + iy) pour lequel l’itération devientzk+1 = zk � z3k � 13z2k = 13�2zk + 1z2k �: (3.6)

Il est intéressant de déterminer les ensembles (bassins d’attraction)A(a) = fz0 2 lC j fzkg converge versag (3.7)

pour les trois solutions1, (�1� ip3)=2 def(z) = 0. Un calcul par ordinateur donne la fig. VI.2.
Les z0 du domaine blanc entraı̂nent une convergence versa = 1, ceux du domaine gris versa = (�1� ip3)=2 et ceux du domaine noir versa = (�1+ ip3)=2. On observe que la suitefzkg
ne converge pas nécessairement vers la solution la plus proche dez0.
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1−1

FIG. VI.2 – Bassins d’attraction pour l’it́eration (3.6)

Calcul numérique de la matrice jacobienne.En pratique, il arrive souvent que la forme analy-
tique de la matricef 0(x) est inconnue. Dans cette situation on approche les éléments@fi=@xj de
la matrice jacobienne par@fi@xj (x1; : : : ; xn) � fi(x1; : : : ; xj + �; : : : ; xn)� fi(x1; : : : ; xn)� : (3.8)

Mais comment doit-on choisir le�? Pour simplifier la notation, considérons une fonction à une
variable et notons-la parg(x).

Un développement en série de Taylor montre queg(x+ �)� g(x)� = g0(x) + �2g00(x) +O(�2): (3.9)

En conséquence,� doit être petit pour quel’erreur de la discŕetisationne soit pas trop grande.
D’autre part, la soustraction dans (3.9) est très mal conditionnée. Une étudedeserreurs d’arrondi
montre que l’expression obtenue par un calcul en virgule flottante vautg((x + �)(1 + �1))(1 + �2)� g(x)(1 + �3)�� g(x+ �)� g(x)� + 1��g0(x+ �)(x+ �)�1 + g(x+ �)�2 � g(x)�3�
où j�ij � eps(epsest la précision de l’ordinateur, voir section II.3). L’idée est de choisir � afin que
les deux erreurs soient de la même grandeur :�2�: : :� � 1��: : :�eps: (3.10)



140 Méthodes It́eratives – Equations Non Linéaires

Donc, on prend par exemple� = peps ou � = q
eps(1 + jxj): (3.11)

Modifications de la méthode de Newton.Si la dimension du problème (3.1) est très grande et/ou
l’évaluation de la matricef 0(x) est très coûteuse, on peut remplacer la définition de�xk parf 0(x0)�xk = �f(xk): (3.12)

Dans ce cas, il suffit de calculer une fois pour toutes la décomposition LR def 0(x0), ce qui facilite
grandement la résolution des systèmes linéaires successifs. Mais onperd la convergence quadra-
tique car (3.12) n’est rien d’autre qu’une itération (1.2) avec�(x) = x � (f 0(x0))�1f(x) et�0(a)
est non nul en général.

En cas de mauvaise convergence, on remplace la définition dexk+1 parxk+1 = xk + �k�xk (3.13)

et on détermine�k de façon à ce quekf(xk + ��xk)k soit minimale.

VI.4 M éthode de Gauss-Newton

Dans ce paragraphe, on va s’intéresser à des systèmes non linéaires surdéterminés. On considère
une fonctionf : IRn ! IRm oùm > n et on cherche une solution def(x) = 0. Evidemment,
comme on a plus de conditions que d’inconnues, ce problème ne possède en général pas de solu-
tion. On se contente donc de trouver un vecteurx 2 IRn tel quekf(x)k2 ! min : (4.1)

Si f(x) est différentiable, la fonctionF (x) = kf(x)k22 est aussi différentiable et une condition
nécessaire pour quex soit un minimum local est d’avoirF 0(x) = 0, c.-à-d.f 0(x)Tf(x) = 0: (4.2)

Une possibilité pour résoudre (4.1) est d’appliquer une méthode itérative, par exemple la méthode
de Newton, au système (4.2). Ceci nécessite le calcul de la deuxième dérivée def(x).

Une autre possibilité est de linéariserf(x) dans (4.1) autour d’une approximationx0 de la
solution et de calculerx1 de kf(x0) + f 0(x0)(x1 � x0)k2 ! min : (4.3)

Une répétition de cette idée donne l’algorithme suivant (méthode de Gauss-Newton)

for k = 0; 1; 2; : : :
calculerf(xk) etf 0(xk)
déterminer�xk de kf(xk) + f 0(xk)�xkk2 ! min (moindres carrés)xk+1 = xk +�xk

end for
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Pour calculer�xk on peut soit résoudre les équations normales (section IV.6)(f 0(xk))Tf 0(xk)�xk = �(f 0(xk))Tf(xk) (4.4)

soit calculer la décomposition QR def 0(xk) et appliquer l’algorithme de la section IV.7.
Pour l’étude de la convergence de la méthode de Gauss-Newton, développons la fonctiong(x) = (f 0(x))Tf(x); gi(x) = mXj=1 @fj@xi (x) fj(x) (4.5)

en série de Taylor. Pour ceci, calculons@gi@x` = mXj=1 @2fj@x`@xi (x) fj(x) + mXj=1 @fj@xi (x) @fj@x` (x): (4.6)

Matriciellement, la formule (4.6) s’écritg0(x) = B(x)(f(x); � ) + (f 0(x))Tf 0(x) (4.7)

oùB(x) : IRm � IRn ! IRn est l’application bilinéaire définie par�B(x)(u; v)�i = nX̀=1 mXj=1 @2fj@x`@xi (x) � uj � v`:
Avec cette notation, la formule de Taylor donneg(x) = (f 0(xk))T f(xk)+(f 0(xk))Tf 0(xk)(x�xk)+B(xk)(f(xk); x�xk)+O(kx�xkk2): (4.8)

Soit maintenanta une solution de (4.1). Elle satisfaitg(a) = 0. En posantx = a dans (4.8) et en
soustrayant (4.4), nous obtenons ainsi le résultat suivant.

Théorème 4.1Supposons quef : IRn ! IRm (avecm > n) soit3 fois contin̂ument diff́erentiable,
que le rang def 0(x) soit maximal et quea soit une solution de (4.1). Alors, pourxk suffisamment
proche dea, l’erreur ek = xk � a de la ḿethode de Gauss-Newton satisfaitek+1 = ��(f 0(xk))Tf 0(xk)��1B(xk)(f(xk); ek) +O(kekk2):

Une conséquence de cette formule est :

– en général, la convergence est linéaire;
– on a convergence quadratique sif(a) = 0;
– sif(a) est trop grand, la méthode diverge.

Terminons ce chapitre avec une application typique de cet algorithme.

Exemple (Identification de paramètres).La fig. VI.3 montre une photographie de la Vallée Blanche
(prise par G. Wanner). On y reconnaı̂t le Col des Grandes Jorasses, l’Aiguille du Géant, l’Aiguille
Blanche de Peterey, l’Aiguille du Tacul, le Petit Rognon et l’Aiguille du Moine. La fig. VI.4 est
une copie d’une carte géographique de cette région. Le problème consiste à trouver la position de
la caméra, ses caractéristiques (foyer) et les angles d’inclinaison.

Pour la formulation mathématique de ce problème, nous avons choisi des coordonnées(u; v)
sur la photographie (fig. VI.3, l’origine est au centre) et des coordonnées(x; y; z) sur la carte
(z représente l’altitude). Les valeurs mesurées pour les6 points reconnus sont données dans le
tableau VI.2.
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FIG. VI.3 – Photographie de la Vallée Blanche

TAB. VI.2 – Les donńees pour le probl̀eme “Valĺee Blanche”k uk vk xk yk zk
1. Col des Grandes Jorasses�0:0480 0:0290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant �0:0100 0:0305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanche de Peterey 0:0490 0:0285 2885 730 4107
4. Aiguille de Tacul �0:0190 0:0115 8900 7530 3444
5. Petit Rognon 0:0600 �0:0005 5700 7025 3008
6. Aiguille du Moine 0:0125 �0:0270 8980 11120 3412

Pour fixer lesinconnues, notons par (bx; by; bz) la position de la caméra (centre de l’objectif), par(a; b; c) le vecteur en direction de l’objet (orthogonal au plan du film) et par� l’angle de rotation
de la caméra autour du vecteur(a; b; c). On a donc7 paramètres à trouver. De plus, considérons la
base orthogonale0B@ abc1CA ; h = 1pa2 + b2 0B@ b�a0 1CA ; g = 1q(a2 + b2)(a2 + b2 + c2) 0B@ �ac�bca2 + b21CA (4.9)

dont les deux vecteursh et g engendrent le plan du film,h étant horizontal etg vertical. Alors, le
vecteur dans l’espace qui montre du centre(bx; by; bz) de la lentille vers le point(uk; vk) sur le film
est donné par0B@w1kw2kw3k 1CA = 0B@ abc 1CA+ �k � h+ �k � g où

��k�k � = � cos � sin �� sin � cos � �� ukvk � :
Les conditions à satisfaire sont que les vecteurs(w1k; w2k; w3k) et (xk � bx; yk � by; zk � bz) soient
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FIG. VI.4 – La region de la Valĺee Blanche

colinéaires. Ceci donne deux conditions pour chaquek. Mais, par symétrie, il est plus naturel de
considérer les trois conditions (pour chaquek)0 = 0B@w1kw2kw3k 1CA� 0B@xk � bxyk � byzk � bz 1CA = 0B@ w2k(zk � bz)� w3k(yk � by)w3k(xk � bx)� w1k(zk � bz)w1k(yk � by)� w2k(xk � bx)1CA : (4.10)
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En tout, ceci donne3 � 6 = 18 conditions pour7 inconnues. Voici le programmeFORTRANpour
la fonctionf : IR7 ! IR18.SUBROUTINE FCN(N,XSOL,M,F)IMPLICIT REAL*8 (A-H,O-Z)PARAMETER(ND=50)DIMENSION XSOL(N),F(M)COMMON/DAT/NDAT,XDAT(ND),YDAT(ND),ZDAT(ND),UDAT(ND),VDAT(ND)C ------ NOTATION LOCALE --------X0=XSOL(1)Y0=XSOL(2)Z0=XSOL(3)A=XSOL(4)B=XSOL(5)C=XSOL(6)THETA=XSOL(7)C ------ VECTEUR HORIZONTAL ------RAC=SQRT(A*A+B*B)H1=B/RACH2=-A/RACH3=0.C ----- VECTEUR VERTICAL ---------RAC=SQRT((A*C)**2+(B*C)**2+(A**2+B**2)**2)G1=-A*C/RACG2=-B*C/RACG3=(A**2+B**2)/RACC ------- LES POINTS --------DO I=1,NDATC ------ ROTATION INITIALE ------U= UDAT(I)*COS(THETA)+VDAT(I)*SIN(THETA)V=-UDAT(I)*SIN(THETA)+VDAT(I)*COS(THETA)C ------ LES VECTEURS A ALIGNER -------W1=A+H1*U+G1*VW2=B+H2*U+G2*VW3=C+H3*U+G3*VQ1=XDAT(I)-X0Q2=YDAT(I)-Y0Q3=ZDAT(I)-Z0C -------- LES FONCTIONS A ANNULER -----------F(3*(I-1)+1)=W1*Q2-W2*Q1F(3*(I-1)+2)=W2*Q3-W3*Q2F(3*(I-1)+3)=W3*Q1-W1*Q3END DORETURNEND

En appliquant la méthode de Gauss-Newton à ce système avec comme valeurs initiales bx =8000, by = 15000, bz = 1000, a = 0, b = �1, c = 0, � = 0, après peu d’itérations on obtient la
solutionbx = 9664, by = 13115, bz = 4116 avec une précision de5 chiffres (voir le tableau VI.3). On
a donc bien trouvé la position de la caméra. C’est à l’Aiguille Verte (altitude 4122) que Gerhard a
pris cette photo.

TAB. VI.3 – Convergence de la ḿethode de Gauss-Newtonk bxk byk bzk a b c �0 8000 15000 1000 0:000 �1:000 0:000 0:0001 8030 9339 1169 �0:003 �0:085 �0:003 0:0472 8680 11163 4017 �0:014 �0:114 �0:021 0:0173 9577 13034 3993 �0:040 �0:167 �0:032 �0:0944 9660 13107 4116 �0:043 �0:169 �0:032 �0:0745 9664 13115 4116 �0:043 �0:169 �0:032 �0:0746 9664 13115 4116 �0:043 �0:169 �0:032 �0:074
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VI.5 Exercices

1. Pour une fonctionf : R! R, considérons l’itération(xk; xk�1)! xk+1 définie par0 = f(xk) + f(xk)� f(xk�1)xk � xk�1 (xk+1 � xk): (5.1)

(a) Donner une interprétation géométrique.

(b) Démontrer que l’erreurek = jxk � �j, où� est une racine simple def(x) = 0, satisfaitek+1 � Cekek�1; avec C = ���� f 00(�)2f 0(�) ���� :
(c) Déduire de (b) que ek+1 � Depk; avec p = 12(1 +p5) � 1:618:
(d) Soitf(x) un polynôme, nous avons que le travail pour évaluerf(x) et f 0(x) est approximati-

vement le même. Supposons que le coût des opérations d’additions, de soustractions, de multi-
plications et de divisions sont négligeables par rapport `a l’évaluation def(x). Quelle méthode
choisiriez-vous entre la méthode de Newton et la méthode de la sécante (5.1) pour calculer une
racine def(x) à travail égal?

2. SoitD � R etf : D ! Rn continûment différentiable. Pour unx0 2 D supposons quef(x0) 6= 0
et quef 0(x0) soit inversible. Montrer quep0 = �f 0(x0)�1f(x0)
est la seule direction ayant la propiété suivante:
Pour toute matrice inversibleA, il existe�0 > 0 tel que pour0 < � < �0kAf(x0 + �p0)k2 < kAf(x0)k2 :
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Chapitre VII

Travaux Pratiques

Cet appendice contient une collection de travaux pratiques, dont les thèmes reprennent (dans
l’ordre chronologique) les sujets abordés dans le cours. La dernière partie de cetappendice est
consacrée à une introduction au languageFORTAN90/95 qui n’a pas, et de loin, la prétention
d’être complète.

VII.1 Introduction au FORTRAN 90

1. Le programme ci-dessous évalue la fonctionsin(x) �x en des points équidistantsh = in�, oùi = 1; 2; : : : ; 20 etn = 20. Essayer de le comprendre, puis dessiner au moyen degnuplot le
graphe(xi; f(xi)), pourn = 20; 50 dans les intervalles[0; �] et [0; 2�].
program eval ! ce programme évalue une fonction

implicit none
integer, parameter :: n=20
integer :: i
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp), parameter :: pi=3.14159265358979324_dp
real(kind=dp) :: v,x,rn
real(kind=dp) :: f
open (8,file=’s1eval.out’) ! fichier qui stocke les donn ées
rn=n
do i=1,n

x=(i/rn)*pi
v=f(x)
write(8,100) x,v ! écrit (x_i,f(x_i)) s1eval.out
100 format(2f18.15) ! format des donn ées

end do
end program eval

function f(x) ! fonction à évaluer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) ::x,f
f=sin(x)*x

end function
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2. Ecrire (sur le modèle du programme ci-dessus) un programme qui évalue la fonctionf(x) = ( 2x si 0 � x � 122� 2x si 12 < x � 1
enn points équidistants de(0; 1) (n étant choisi par l’utilisateur). Dessiner les résultats.

3. Ecrire un programme qui détermine le plus petitn tel que
Pnk=1 1k �M oùM est donné par

l’utilisateur. Combien de termes faut-il siM = 3 ? Même question en remplaçant1k par 1k2
dans la fonction.

VII.2 Int égration par la r ègle du Trapèze et Simpson

Le programme ci-dessous évalue l’intégrale
R 30 cos(x)esin(x) avec la règle du trapèze. Donner le

résultat pourn = 2; 4; 8; 16; 32, et dessiner sur une échelle logarithmique l’erreur en fonction du
nombre d’évaluations de la fonction. Adapter ensuite ce programme pour la règle de Simpson.

program integration ! int égration avec la r ègle du trap èze
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer :: i,n ,...
real(kind=dp) :: a,b,res,err,...
open (7,file=’trapeze.out’)
a=0._dp
b=3._dp
n=1
call trapeze(a,b,n,res)
write(7,*) ’n= ’,n,’ res= ’,res ! écrit dans trapeze.out

subroutine trapeze(a,b,n,res) ! m éthode du trap èze
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer :: n,i
real(kind=dp) :: a,b,res,f,h
h=(b-a)/n
res=0.5_dp*(f(a)+f(b))
do i=1,n-1

res=res+f(i*h)
end do
res=res*h

end subroutine trapeze

function f(x) ! fonction à int égrer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) ::x,f
f=cos(x)*exp(sin(x))

end function
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VII.3 Calcul de racines par la méthode de la bissection

1. Ecrire un programme qui pourn donné calcule les racines dePn(x), lenième polynôme de
Legendre, en utilisant la méthode de bissection.

Indications:

(a) Localiser les racines dePn(x) en utilisant celles dePn�1(x).
(b) Si [a; b] est un intervalle avecPn(a) � Pn(b) < 0, posercentre =a+b2 ; pa = Pn(a);

pb = Pn(b); pc = Pn(centre ).
(c) Tant quePn(centre ) 6= 0 et a 6=centre et b 6=centre , itérer

i. si Pn(a) � Pn(centre ) < 0 poserb=centre, pb=pc

ii. sinon posera=centre, pa=pc

Pour écrire lafunction p(n,x) qui calcule les polynômes de LegendrePn(x), utiliser
la formule de récurrence pour ces polynômes qui s’écrit(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)� nPn�1(x)

2. A l’aide du programme obtenu en 1, calculer les poidsbi pour une formule de Gauss d’ordre
30.

VII.4 Wegral: programme d’int égration d’ordre 8

1. Le but de ce tp est d’écrire un programme adaptatif d’intégration numériquebasé sur l’al-
gorithme expliqué au cours (I.6). On vous propose d’utiliser la formule de Weddle d’ordre8
(voir polycopié p.3). Il faut d’abord trouver une méthode emboîtée convenable, par exemple
la méthode de Newton d’ordre 4, puis programmer l’algorithme de division. Pour l’erreur
sur un sous-intervalle utiliser

abserr =abs (res -resem );
où res est le résultat obtenu avec la formule de Weddle etresem celui obtenu avec la
formule embôitée. Le programme pourrait avoir la structure suivante:

program wegral ! programme adaptatif d’int égration
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer,parameter :: maxdiv=1000 ! borne les subdivisions
integer :: ndiv, ...
real (kind=dp),parameter :: a=...,b=...,tol=10._dp**(- 14)
real(kind=dp) :: centre,errtot,weedabs,...
...

! ----- premi ère int égration h=b-a
...
call weddle(.,.,.,.,.)

! ----- l’algorithme de subdivision
do ndiv=2,maxdiv

! ----- on teste si la pr écision est suffisante
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if (errtot <= tol*weedabs) then
...

end if
! ----- on cherche l’erreur maximale

...
! ----- on divise l’intervalle o ù l’erreur est maximale

centre=
call weddle(.,centre,.,.,.)
call weddle(centre,.,.,.,.)
...

end do
...

end program wegral

subroutine weddle(a,b,res,abserr,resabs)
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer :: i,...
real(kind=dp) :: a,b,res,resem,abserr,resabs,f,h,...
real (kind=dp),dimension(4):: poidw
real (kind=dp),dimension(2):: poidn
data (poidw(i),i=1,4)/ 4.88095238095238096E-2_dp,\&
0.25714285714285712_dp,3.21428571428571397E-2_dp,\&
0.32380952380952382_dp/
data (poidn(i),i=1,2)/ 0.125_dp,0.375_dp/
...

end subroutine weddle

function f(x)
...

end function

2. Calculer à l’aide de votre programme les intégrales suivantesZ 100 e�x2dx; Z 10 sinx2dx; Z 10 cos x2dx:
3. On sait que Z 3�1(1 + ce�c2x2)dx �! 4 +p� pour c �!1:

Appliquer votre programme à l’intégrale ci-dessus avec plusieurs valeurs dec croissantes
(c = 1; 2; : : : ; 10; : : :). Observer et expliquer ce qui se passe.
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VII.5 Interpolation

1. Le but de ce tp est d’écrire un programmenewton qui interpole une fonction donnée grâce
au polynôme d’interpolation de Newton. Ensuite, on va évaluer ce polynôme à l’aide de la
méthode de Horner (voir exercices théoriques) et calculer l’erreur entre une fonction donnée
et son polynôme d’interpolation.

Remarque: Une façon plus élégante pour définir la précision des variables est d’utiliser un
module .

module accuracy
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)

end module accuracy

Il suffit d’insérer au début du programme principal ainsi que dans les sous-routines l’instruc-
tion use accuracy et l’extensiondp peut être utilisée.

On vous propose la démarche suivante pour écrire votre programme:

(a) Ecrire une sous-routineequidist ainsi qu’une sous-routinechebychev pour cal-
culer des noeuds équidistants et des noeuds de Chebyshev respectivement. La sous-
routineequidist pourrait avoir la structure suivante:

subroutine equidist(a,b,n,grid)
use accuracy ! l’extension dp est definie par le module
implicit none
real (kind=dp),dimension(0:n) :: grid
real (kind=dp) :: a, b
integer :: n

(b) Ecrire une sous-routinediffdiv qui calcule les différences divisées. Pour cela on a
seulement besoin d’un vecteurdd pour le résultat. La sous-routinediffdiv pourrait
avoir la structure suivante:

subroutine diffdiv(n,noeuds,dd)
use accuracy
implicit none
real (kind=dp), dimension(0:n) :: dd
real (kind=dp), dimension(0:n) :: noeuds
integer :: n

2. Après avoir écrit le programmenewton , écrire une fonctionhorner qui évalue ce poly-
nôme à l’aide de la méthode de Horner. La sous-routinehorner pourrait avoir la structure
suivante:

function horner(n,dd,noeuds,x)
use accuracy
implicit none
real (kind=dp) :: horner
real (kind=dp) :: x
real (kind=dp),dimension(0:n) :: dd, noeuds
integer :: n
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3. En utilisantgnuplot vérifier votre programme en dessinant les fonctions ci-dessous ainsi
que leurs polynômes d’interpolation.sinx; x 2 [0; 5�];11+25x2 ; x 2 [�1; 1];e�1=(1+x2); x 2 [�4; 4];e�x2; x 2 [�4; 4]:

4. Ecrire une sous-routine qui calcule l’erreur maximalemaxxi jf(xi)� p(xi)j i = 0; 1; : : : ; m;
sur une grille dem points donnés. Tester cette sous-routine sur les fonctions ci-dessus.

VII.6 Interpolation et erreur

Ecrire un programme qui, pour une fonction donnée, calcule ses polynômes d’interpolations (pour
des points équidistants et pour les points de Chebyshev), ainsi que l’erreur dans les diff´erentes
normes suivantes: kf � pk1 = maxx2[a;b] jf(x)� p(x)j norme maximale;kf � pkL1 = R ba jf(x)� p(x)j normeL1;kf � pkL2 = �R ba jf(x)� p(x)j2 dx�1=2 normeL2:
Pour cela il faudra utiliser le programme d’intégrationwegral ainsi que les programmes d’inter-
polations du tp précédent.

1. Il sera utile de pouvoir passer une sous-routine comme argument d’une fonction en utilisant
l’instruction external . Par exemple la fonctionfmax , qui calcule le maximum defcn
(sous-routine) sur un intervalle[a; b]
function fmax(fcn,a,b,m)

use accuracy
implicit none
integer :: m
real (kind=dp) :: a,b
external fcn
real (kind=dp) :: fmax,...
...
call fcn(fmax,a)
...

end function fmax

a comme argument la sous-routinefcn

subroutine fcn(x,fx) ! fx=f(x)
...
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Compléter cette fonctionfmax , nécessaire pour le calcul de l’erreur dans la norme maxi-
male.

2. Ecrire des sous-routineserrequ eterrch qui déterminent l’erreurjf(x)�p(x)j (au pointx) entref et ses polynômes d’interpolationp (basé respectivement sur des points équidistants
et sur les points de Chebyshev).

subroutine errequ(x,e) ! evalue e=|f(x)-p(x)|
use accuracy
use equi
implicit none
real (kind=dp) :: e
real (kind=dp) :: x

...
end subroutine errequ

Cette sous-routine va faire appel à la fonctionhorner . Pour pouvoir utiliser les paramètres
de la fonctionhorner sans les passer comme arguments, on peux utiliser unmodule . En
définissant

module equi
use accuracy
real (kind=dp),dimension(:),allocatable :: noeuds, dd
integer :: n

end module equi

et par l’instructionuse equi dans la sous-routineerrequ , les variables contenues dans
le moduleequi sont visibles et utilisables dans cette sous-routine. Ces variables sont les
mêmes que dans le programmenewton si l’on ajoute dans ce dernier l’instructionuse
equi (elles n’ont alors plus besoin d’être définies dans le programmenewton ). De même,
on utilisera pour la sous-routineerrch un module similaire.

3. Modifier le programmewegral (VII.4) pour en faire une fonction

function wtegral(fcn,a,b,tol)
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real (kind=dp) :: a,b,tol
real (kind=dp) :: wtegral
external fcn

4. Finalement, modifier le programmenewton pour en faire un programme qui, pour une
fonction donnée, calcule ses polynômes d’interpolation (pour des points équidistantset pour
les points de Chebyshev), ainsi que l’erreur dans les différentes normes du début del’énoncé.
Appliquer votre programme aux fonctions de la série 4 et donner les différentes erreurs pour
des polynômes jusqu’au degré 20.
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VII.7 R ésolution d’équations différentielles et calcul de la tra-
jectoire des plaǹetes

1. On aimerait résoudre l’équation différentielley01 = y2 y1(0) = 0y02 = �y1 y2(0) = 1
dans[0; �4 ] avec les méthodes d’Euler et de Runge (voir le cours). Donner les résultats nu-
mériques et calculer l’erreur enx = �4 (on connâit la solution exacte de cette équation
différentielle). Pour cela il faudra écrire des sous-routines Euler et Runge.

subroutine euler(n,fcn,y,x,xend,npas)
...
subroutine runge(n,fcn,y,x,xend,npas)
...
! n dimension du syst ème
! npas le nombre de pas dans l’intervalle [x,xend]
! fcn la sous-routine qui contient la fonction y’=fcn(x,y)
! y vecteur qui contient les valeurs initiales à l’entr ée
! les valeurs y(xend) à la sortie

Résoudre ensuite à l’aide de votre programme l’équation différentielle deRicatti (1712)y0 = x2 + y2; y(0) = 0; y(12) =?
Combien d’évaluations de la fonction sont nécessaires pour arriver à une précision de 6
chiffres, respectivement pour la méthode d’Euler et de Runge?
Remarque: Cette équation différentielle ne possède pas de solution élémentaire.
Résultat (solution de ŕef́erence):y(12) = 0:04179114615468186322076:

2. Ecrire une sous-routine

subroutine rk4(n,fcn,y,x,xend,h,tol)

qui permet la résolution d’un système d’équations différentielles à l’aide de pas variables.
On veut que le programme puisse choisir le pas d’intégrationh afin que l’erreur locale soit
partout environ égale à la tolérancetol, fournie par l’utilisateur. Prenez la méthode Runge-
Kutta3=8 avec la méthode emboîtée vue au cours.

Tester votre programme sur les équations différentielles ci-dessus.

3. Utiliser vos programmes pour calculer la position autour du soleil des 5 planètes Jupiter,
Saturne, Uranus, Neptune, Pluton en septembre 2004. Effectuer des calculs avec différents
pas et différentes tolérances et observer la convergence.
La loi de Newtonf = ma conduit aux équations du mouvement suivantesq00k = �G 5Xj=0;j 6=k mj(qk � qj)kqk � qjk3
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où lesqj 2 IR3 représentent la position des planètes et du soleil,q00j leurs accélérations etG =2:95912208286 �10�4 la constante de gravitation. Les valeurs initiales du problème calculées
le 5 septembre 1994 sont données par le tableau ci-dessous, pour le soleilq0(t0) = (0; 0; 0),q00(t0) = (0; 0; 0). Les unités de masse choisies sont des unités relatives au soleil. Pour celui-

TAB. VII.1 – Valeurs initiales pour le système solaire

planète masse position initiale vitesse initiale�3:5023653 0:00565429
Jupiter m1 = 0:000954786104043 �3:8169847 �0:00412490�1:5507963 �0:001905899:0755314 0:00168318
Saturne m2 = 0:000285583733151 �3:0458353 0:00483525�1:6483708 0:001924628:3101420 0:00354178
Uranus m3 = 0:0000437273164546 �16:2901086 0:00137102�7:2521278 0:0005502911:4707666 0:00288930
Neptune m4 = 0:0000517759138449 �25:7294829 0:00114527�10:8169456 0:00039677�15:5387357 0:00276725
Pluton m5 = 1=(1:3 � 108) �25:2225594 �0:00170702�3:1902382 �0:00136504

ci on a encore rajouté les masses des planètes proches, ainsim0 = 1:00000597682. Les
distances sont en unités astronomiques1 [A.U.] = 149 597 870 [km] et le temps est compté
en jours terrestres. Calculer la solution pourtend = 3652.
Remarque: Pour appliquer votre programme à cet exemple il faudra transformer l’équation
différentielle en une équation du premier ordre.

J S
U
N

P

Euler explicite,h = 10
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Euler implicite,h = 10
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Euler symplectique,h = 10
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U
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P

Point milieu,h = 10
FIG. VII.1 – Solutions du mouvement des planètes par diff́erentes ḿethodes pour de longs inter-
valles de temps
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VII.8 D écomposition LR

1. En utilisant l’algorithme d’élimination de Gauss avec recherche de pivot résoudre le système
linéaire Ax = b; (8.1)

oùA est une matrice carrée.

Pour cela, écrire une sous-routine de la forme

subroutine dec(n,A,ip)
use accuracy
...
integer, dimension(n) :: ip
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui effectue la décompositionPA = LR, où P est une matrice de permutation,L une
matrice triangulaire inférieure etR une matrice triangulaire supérieure.
Les paramètres sont :n = dimension de la matrice;A = la matrice en entrée/sortie;ip = le
vecteur de permutation (ip(k) = index de la ligne du kepivot).

Ecrivez ensuite une sous-routine de la forme

subroutine sol(n,A,b,ip)
use accuracy
...
integer, dimension(n) :: ip
real (kind=dp),dimension(n) :: b
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui étant donné la matriceA obtenue pardec , résoud le système(1). La solution du pro-
blème se trouvera dans le vecteurb.

2. Ecrire un programme qui permet de résoudreAx = b et testez-le sur les exemples ci-dessous.A = 0BBB@ 1 1 1 11 2�1 2�2 2�31 3�1 3�2 3�31 4�1 4�2 4�31CCCA B = 0BBB@ 12341CCCA résultat:

0BBB@ 10�3550�241CCCAA = 0B@ 1 1 10 0 10 0 11CA B = 0B@ 1111CA :
Remarque: En utilisant les instructionsallocate(A(ndim,ndim),...) on peut uti-
liser les mêmes tableaux pour des matrices (vecteurs) de dimensions diff´erentes. Il suffit
d’écriredeallocate(A,..) puisallocate(A(ndim2,ndim2),...) .
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VII.9 D écomposition QR et trajectoire d’un ast́eröıde

Pour résoudre un système surdéterminéAx = b; x 2 IRn; b 2 realm; m � n;
une méthode efficace (voir le cours) est d’utiliser la décompositionQR de la matrice A. On vous
propose dans la première partie de ce tp d’écrire un programme effectuant cette décomposition.
Dans une deuxième partie on traitera un problème surdéterminé de façon complète (estimation de
l’erreur, test de confiance du modèle).

1. Pour effectuer la décompostitonQR, on utilise (voir cours) l’algorithme de Householder -
Businger - Golub. On commence par écrire une sous-routinedecqr

subroutine decqr(m,n,A,alpha)
use accuracy
implicit none
integer :: m,n,...
real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A
...

qui effectue la décompositionQR d’une matriceA possèdantm lignes etn colonnes. Cette
sous-routine doit retourner la matriceA modifiée comme suit:

(a) les vecteursvi 2 IRm�i+1 i = 1; : : : ; n (voir cours), dans la partie “triangulaire”
inférieure de la matriceA,

(b) la matrice triangulaireR (sans les �i) dans la partie “triangulaire” supérieure de la
matriceA.

La diagonale de la matrice triangulaireR (les�i) est stockée dans le vecteuralpha . On
vous conseille de faire un schéma de la matriceA à la sortie, pour illustrer la description
ci-dessus.

2. Ecrivez ensuite une sous-routinesolqr qui calculeQT b ainsi que la solution du système
triangulaireRx = c.
subroutine solqr(m,n,a,alpha,b)

use accuracy
implicit none
integer :: m,n,...
real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m) :: b
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A
...

Pour réaliser la multiplicationQT b, on effectue les multiplications successivesHib i =1; : : : ; n de la même façon que l’on a effectué les multiplicationsHiA pour la décompositionQR (Hn � : : : �H2H1 = QT ).

Remarque.On ne demande pas de traiter le cas où les colonnes deA seraient linéairement
dépendantes.
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3. Ecrire un programme qui permet de résoudreAx = b à l’aide de la décompositionQR
et testez-le sur l’exemple ci-dessous pour lequel la solution se calcule facilement (faire un
dessin). Vous pouvez aussi tester votre programme sur les exemples de la série 7.

x + 2y = 1
3x + 4y = 2
5x + 6y = 3

4. Afin d’effectuer une estimation de l’erreur (pour des observations donnant lieu àun système
surdéterminé) on doit calculerdiag(ATA)�1 (voir cours). On remarque que(ATA) = (RTR);
où R est la matrice triangulaire supérieure obtenue par la décompositionQR (à laquelle
on a rajouté la diagonale “alpha(i) ”. On peut alors calculerdiag(ATA)�1 en résolvant
successivement les systèmes linéaires (pouri = 1; : : : ; n)RT c = ei; où ei = (0; : : : ; 1; : : : ; 0)T ième vecteur de base deIRn;Rx = c:

5. (Sur les traces de Gauss)
Un astéroı̈de en orbite autour du soleil a pu être observé pendant quelques jours avant de
diparâitre. Voici 10 observations:xi=1;:::;5 -1.024940 -0.949898 -0.866114 -0.773392 -0.671372xi=6;:::;10 -0.559524 -0.437067 -0.302909 -0.155493 -0.007464yi=1;:::;5 -0.389269 -0.322894 -0.265256 -0.216557 -0.177152yi=6;:::;10 -0.147582 -0.128618 -0.121353 -0.127348 -0.148885

On veut calculer sa trajectoire à partir de ces observations, afin de pouvoirprédire l’instant
où son orbite sera à nouveau visible. On suppose un modèle ellipsoı̈dal pour l’orbitex2 = ay2 + bxy + cx+ dy + e:
Cela conduit à un système surdéterminé que l’on résoud par les “moindres carrés” pour
déterminera; b; c; d; e. Faire ensuite une estimation de l’erreur ainsi qu’un test de confiance
du modèle.

Faire la même étude pour le modèle paraboliquex2 = ay + e:
Quelle est la trajectoire la plus probable?
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En janvier 1801, l’astronome italien G.Piazzi découvre une nouvelle planèteCeres(entre
Mars et Jupiter), et observe son orbite pendant quelques jours, avant que celle-ci nedispa-
raisse. Tous les astronomes de l’époque s’attendent à ce que cette planète réaparaisse à la
fin de l’année 1801 où au début de l’année 1802. Une grande effervescence habitele monde
scientifique européen et plusieurs prédictions quant à la trajectoire de l’orbite sont effectuées.

Le 29 septembre 1801, un jeune mathématicien allemand (alors peu connu), du nom de
C.F. Gauss, publie une trajectoire qui diffère sensiblement des autres prévisions, utilisant
notamment sa méthode des “moindres carrés”, Le 7 décembre 1801, Zach, un des astronomes
les plus connus d’Allemagne, redécouvre la planète sur la trajectoire prévuepar Gauss. Ce
résultat publié en février 1802 dans lesMonatliche Correspondenzfait de Gauss une célébrité
européenne.

Esquisse de Gauss des orbites de Ceres et Pallas (planète d́ecouverte en 1802).Tiré de W.K.
Bühler:Gauss, a biographical study.
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VII.10 FORTRAN 90/95

Le Fortran90 est la nouvelle version du language de programmationFortran77 , largement
utilisé pour les calculs scientifiques. Les instructions deFortran77 sont pour la plupart encore
valables enFortran90 .

Compiler

L’extension pour un programme en Fortran 90 est ”.f90”. Pour compiler un programme taperf90
nom.f90 et ensuitea.out pour l’exécuter.

Découpage des lignes en zones

La longueur de la ligne est de 132 caractères, et commence dès la première colonne. Tout ce qui
est à droite d’un ”!” est en commentaire. Pour continuer une ligne sur la ligne suivante, terminer
la première par un ”&”. Pour écrire plusieurs instructions sur une même ligne, les séparer par des
”;”.

Structure d’un programme

program exemple
zone de d éclaration des variables
...
instructions ex écutables
...

end program exemple

subroutine et function
...

Un programme peut appeler des sous-programmes qui sont dessubroutine ou desfunction .
Voir la série 1 pour des exemples de la structure et de l’utilisation des sous-routines et des fonctions.

Types de donńees

Fortran90 contient 5 types intrinsèques:

1. Types numériques: integer , real et complex .

2. Types non nuḿeriques: character et logical .

Il est possible de définir de nouveaux types de données à partir des types intrinsèques. Aux 5 types
intrinsèques sont associés un entier non négatif appelé le“kind type parameter” (dépend du
système et indique en général le nombre de bytes utilisés pour stocker une valeur). Quand celui-ci
n’est pas spécifé, c’est la valeur par défaut qui est utilisée.

Exemples:

1. real (kind=8) :: x ! x est de type réel double précision sur sun (ultra), simple pré-
cision sur Cray. La double précision correspond à un type prédéfini qui donne environ 15
chiffres significatifs, la simple précision où précision réellepar défaut en donne environ 7.



Travaux Pratiques 161

2. integer, parameter :: dp=kind(1.d0) ! le paramètredp (constante littérale)
prend la valeur de kind qui correspond à la double précision.
real (kind=dp) :: x ! x est de type réel double précision (défini ci-dessus)

3. real :: x ! x est de type réel par défault (simple précision)

4. integer, parameter :: q=select real kind(15,60) ! choisi q de sorte que
real (kind=q) possède au moins 15 chiffres significatifs et une étendue égale où su-
périeure à10�60; 1060 (pour autant que le compilateur en question supporte cette précision).
C’est donc une façon indépendante du compilateur de définir des sous-types numériques.

5. 1234 ! constante de type ‘‘entier’’
1234. ! constante de type ‘‘r éel’’
1234._dp! constante de type ‘‘dp’’ (pr éalablement d éfini)

Entr ées et Sorties

1. read(5,*) x ! lit un caractère et l’assigne à la variablex . L’étiquette 5 indique que le
caractère est lu du clavier.

2. read(8,*) x ! comme ci-dessus, sauf que l’étiquette 8 indique que le caractère est lu
dans le fichier avec l’étiquette 8 (la lecture se fait de façon séquentielle en commençant par
la première valeur du fichier).

3. write(6,*) x ! écrit le contenu de la variablex à l’ écran

4. write(8,*) x ! écrit le contenu de la variablex dans le fichier avec l’étiquette 8

5. write(6,*) ’valeur de x’ ! écrit les charactères entre apostrophes à l’écran

Remarque:L’étoile * (format par défaut) dans la description ci-dessus peut-êtreremplacée par un
descripteur de format (voir les sorties formatées).

Affectation des variables

L’opération d’affectation des variables est la suivante:
variable réceptrice=expression source

Déclaration de paramètres et initialisations

1. integer, parameter :: n=20 ! défini un paramètre entier et lui assigne la valeur 20.
Cette assignation est définitive et ne peut plus être changée dans le programme.

2. real(kind=dp) :: rn=20 ! défini une variablern réelle de typedp et lui donne20
comme valeur initiale. Cette assignation peut-être changée dans le programme. On peut aussi
déclarerrn comme variablereal(kind=dp) et l’initialiser dans le programme.

Opérateurs et fonctions

+ , - , * , / , ** (exponentiation)
abs(x) (valeur absolue),sin(x), cos(x), sqrt(x) (racine carrée), etc.
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Opérations arithmétiques
Lors de calculs arithmétiques avec des constantes où des variables, il est souvent dangereux de
mélanger dans une même expression plusieurs types numériques. Pour l’assignation

variable=expression,

où variable est une variable numérique etexpression est une expression numérique, si
expression n’est pas du même type quevariable , expression va être converti dans le
type devariable . Cette conversion peut donner lieu à des pertes de précision. Lors d’opérations
arithmétiques mélangeant plusieurs types numériques, les “types moins précis” sont convertis dans
le “type le plus précis” de l’expression.

Exemples:

1. integer :: i,j
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) :: a,b
a=1;b=3;i=1;j=3
write(6,*) a/b,a/j,i/j
real(kind=dp) :: a,b

résultats:0.33333333333333331, 0.33333333333333331, 0

Pour a/b les entiers sont convertis endp (de façon exacte) et le calcul est effectué en
precisiondp . Poura/j le contenu de la variable entièrei est converti (de façon exacte) en
dp et le calcul est effectué en precisiondp . Pouri/j le calcul est fait en division entière et
le résultat est faux.

2. integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) :: a,b
a=1.123456789;b=1.123456789_dp
write(6,*) a,b
write(6,*) a/b,a-b
a=1.123456789_dp;b=1.123456789
write(6,*) a/b,a-b
a=1.123456789_dp;b=1.123456789_dp
write(6,*) a/b,a-b

résultats:1.1234568357467651, 1.123456789
1.0000000416097581, 4.67467651255049077E-8
0.99999995839024369, -4.67467651255049077E-8
1., 0.E+0

L’expressiona=1.123456789 mélange le mode réeldp poura et le mode réel simple précision
(précision réelle par défaut) pour la constante1.123456789 . Lors de la conversion on perd 3
chiffres significatifs. Ceci explique pourquoi toutes les opérations arithmétiques ci-dessus mélan-
geant plusieurs types numériques (excepté la dernière) donnent des résultats faux.
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Les sorties format́ees
Exemples:

1. write(6,i5) 123456 ! écrit l’entier 123456 (“i” pour “integer”) dans un champ de 5
charactères

2. write(6,f10.5) 1.23456 ! écrit le réel 1.23456 dans un champ de 10 charactères
dont 5 sont réservés pour la partie décimale.

Ces instructions peuvent également s’écrire

1. write(6,100) 123456
100 format(i5)

2. write(6,100) 1.23456
100 format(f10.5)

Remarque: L’étiquette 6 dans la description ci-dessus peut-être remplacée par un label indiquant
une autre sortie, par exemple une sortie fichier (voir “fichiers”).

Les fichiers
Ecriture des résultats dans un fichier:

open(8,file=’fich1’)

ouvre un fichier fich1 et lui assigne l’étiquette 8

write(8,*) a

écrit dans le fichier avec l’étiquette 8 la valeur de a

read(8,*) a

lit dans le fichier avec l’étiquette 8 la valeur de a.

Remarque: Le format par défaut dans la description ci-dessus peut-être remplacé par un format
spécifié par l’utilisateur (voir “sorties formatées”).

Structures de contrôles

1. if (expression-logique)then
traitements
else
traitements
end if

2. do variable=i,n,m
traitements
end do
où i,n,m sont des entiers. La boucle se fait de i à n avec un pas m.

3. do while (expression-logique)
traitements
end do
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Les oṕerateurs de comparaison> : plus grand que;>= : plus grand ou égal à;== : égal;= = : différent de;<= : plus petit ou égal à;< : plus petit que.

Les tableaux
Exemple de déclaration:

real,dimension(2,3):: tabr1,tabr2

déclare un tableau2� 3 à valeurs réelles.

Remarque: Il est permis de créer des nouveaux tableaux à l’intérieur des fonctions et des sous-
routines.

Allocation dynamique:

Pour déclarer un tableau à deux dimensions, mais dont la taille n’est pas connue au début du
programme:

real,dimension(:,:),allocatable:: tabdyn1

et plus loin dans le programme:

n1=4;n2=8
allocate(tabdyn(n1,n2))
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