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Chapitre |

Int egration Numerique

Etant donné une fonction continue sur un intervalle borné
f:la,b) = R, (0.2)

on cherche a calculer I'intégrale
b
/ (@) da. (0.2)

Dans ce chapitre, nous allons présenter la théorie des formules de quadrateedtoide de I'er-
reur et de la convergence) et nous développerons les idées nécessagetire d’'un programme
qui permette de calculer la valeur de (0.2) a une précision donnée, ceci pour néngpetle
fonction f(x).

Bibliographie sur ce chapitre

H. Brass (1977)QuadraturverfahrenvVandenhoeck & Ruprecht. [MA 65/124]

P.J. Davis & P. Rabinowitz (19739Yethods of Numerical IntegratioAcademic Press, New York.
H. Engels (1980)Numerical Quadrature and Cubatur&cademic Press.

G. Evans (1993)Practical Numerical IntegrationJohn Wiley & Sons. [MA 65/336]

V.I. Krylov (1959): Priblizhennoe Vychislenie Integralo®Goz. Izd. Fiz.-Mat. Lit., Moscow. Tra-
duction anglaiseApproximate calculation of integralacmillan, 1962. [MA 65/185]

R. Piessens, E. de Doncker-Kapenga, Cliverhuber & D.K. Kahaner (1983): QUADPACK.
A Subroutine Package for Automatic Integrati@pringer Series in Comput. Math.,
vol. 1. [MA 65/210]

A.H. Stroud (1974)Numerical quadrature and Solution of Ordinary Differential Equatidsystin-
ger. [MA 65/89]

.1 Formules de quadrature et leur ordre

La plupart des algorithmes numériques proceédent comme suit: on subdivisen plusieurs
sous-intervallesd{ = zo < x; < 15 < ... < xy = b) et on utilise le fait que

Tj+1

/ab (o) da = Ng/ (@) d. (1.1)

De cette maniere, on est ramené au calcul de plusieurs intégralesepquelles la longueur de
l'intervalle d’intégration est relativement petite. Prenons une dentegriales et notons la longueur
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@) A

a=2xy X1 To T Tjy1 Ty = b

FiG. 1.1 —Une division d’'un intervalle en sous-intervalles

de l'intervalle parh; := z;,1 — x;. Un changement de variable nous donne alors

Tjq1 1
/z (@) dx:hj/o Fla; +thy) dt.

J

Notons enfiry(t) := f(z; + th;). Il reste alors & calculer une approximation de

/0 L) dt. (1.2)

Exemples.1. Laformule du point milieu

/Olg(t) dt ~ g(1/2).

2. Laformule du tragze

! 1
| g dt ~ 5(9(0) + (1)),
0 0 1 2
Ces deux formules (point milieu et trapeze) sont exactestsireprésente une droite (polyndme
de degré< 1).
3. On obtient Idormule de Simpsosi I'on passe une parabole (polyndme de degrngar les

trois points(0, g(0)), (1/2,¢(1/2)), (1,¢(1)) et si I'on approche I'intégrale (1.2) par 'aire sous la
parabole:

[ oty at = §(0(0) + 1901/2) + (1)

0 1 2

4. En généralisant cette idée (passer un polyndme de degriépar less points équidistants
(i/(s —1),g9(i/(s —1))),i = 0,...,s — 1), on obtient leformules de Newton-Cotéblewton
1680, Cotes 1711). Pour< 7 ces formules sont données dans le tableau I.1.

Définition 1.1 Une formule de quadratur@ s étages est doréae par

/01 o(t) di ~ ibig(ci). (1.3)

Lesc; sont les nceuds de la formule de quadrature eblen sont les poids.
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TAB. .1 —Formules de Newton-Cotes

s | ordre poidsb; nom
1 1 R

2 2 = = tr z
5 5 apeze
1 4 1 .

4 : 2 - impson

3 5 5 5 Simpso
1 3 3 1

4 4 < < S 3 Newton
7 32 12 32 7

5 6 5% % % % 5% Boole

6| 6 |10 B 50 50 75 19 _
288 288 288 288 288 288
41 216 27 272 27 216 41

71 8 | 5% s 80 80 80 sdo  san | “veddle

Définition 1.2 On dit que 'ordre de la formule de quadrature (1.3) gssi la formule est exacte
pour tous les polybmes de de@p — 1, c.-a-d.,

1 s
[ oltydt =Y big(c)  pour  degg<p-1. (1.4)
0 i=1

On voit que les formules du point milieu et du trapéze sont d’o2diea formule de Newton-
Cotes & étages a un ordne > s (par définition).

Théoreme 1.3 La formule de quadrature (1.3) a un ordpesi et seulement si

5 1
> bl = p pour ¢g=1,2,...,p. (1.5)
i=1

Démonstration. La nécessité de (1.5) est une conséquence de (1.4) si 'onypiose ¢4~ 1. Pour
en montrer la suffisance, on utilise le fait gu’'un polyndme de degré est une combinaison li-
néairedd,t,..., 1"~ " etque l'integrald) ¢(t) dt ainsi que I'expressioR;_, b;g(c;) sontlinéaires

eng. O
En fixant les nceuds,, . . ., ¢, (distincts), la condition (1.5) avec= s représente un systeme
linéaire poumy, ..., b
1 1 1 by 1
SO I R I e 16)
cf._l cg._l cgl_l b.s 1)8

Comme la matrice dans (1.6) est inversible (matrice de Vandermonde&olatién de ce systeme
nous donne une formule de quadrature d’oydee s.

Si I'on vérifie les conditions (1.5) pour la formule de Simpson, on fait une observatién i
ressante. Par définition, il est évident que la condition (1.5) est saipfairg = 1, 2, 3, mais on
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remarque gu’elle satisfait aussi (1.5) pqu# 4:

NI C L DT
00 tz-(5) +51°=
N N CA RN DR VIR

0+6 (2) *5 1 _247&5‘

Elle est donc d’ordrel. Par conséquent, elle n’est pas seulement exacte pour des polyndomes de
degré 2 mais aussi pour des polyndmes de deégteci est une propriéeté générale d’'une formule

symeétrique.
e
N
4‘—0—0—0—0—0—‘;

0 ¢ ¢ C3 cy C5 1

| = O =
W~ =

FIG. 1.2 —Coefficients et nceuds d’'une formule de quadrature symetriqu

Théoreme 1.4Une formule de quadrature sytmique ¢; = 1 — ¢s41-4, b; = bsy1_; pour tout
i; voir la fig. 1.2) a toujours un ordre pair. Ca-d., si elle est exacte pour les poiynes de degr
< 2m — 2, elle est automatiquement exacte pour les patyas de de@2m — 1.

Démonstration. Chaque polyndme de degté — 1 peut étre
écrit sous la forme

g(t) =C (t = 1/2)" " + gi(t) A(t—1/2)2m1
oug (t) estde degré& 2m—2. Il suffit alors de montrer qu’une
formule symétrique est exacte pdur- 1/2)*™~1. A cause de ¢;

1 >
>

la symétrie de cette fonction, la valeur exacte vaut 0.5 Cor1-i t
1
/ (t—1/2)2 1 dt = 0.
0

Pour une formule de quadrature symétrique 6@ —1/2)>""' + b,y i(coy1 ¢ —1/2)*™"! = 0.
Donc, 'approximation numérique dg (t — 1/2)?™1 dt est également zéro. |

.2 Etude de I'erreur

Afin d’étudier I'erreur commise en approchant I'intégrale par une formule de gtuadf commen-
cons par unexperience nurarique:

Prenons une fonctiofi(x), définie sura, b], divisons I'intervalle en plusieurs sous-intervalles
équidistantsi = (b — a)/N) et appliqguons une formule de quadrature du paragraphe précedent.
Ensuite, étudions I'erreur (en échelle logarithmique)

S

N-1
err:/bf(x) de— > h>_bif(z;+ c;h) (2.1)
a j=0 i

‘1

en fonction defe (hombre d’évaluations de la fonctiof(z); on afe = N - (s — 1) + 1 pour
Newton-Cotes). Le nombrie représente une mesure pour le travail (proportionnel au temps de
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calcul sur un ordinateur). La fig. 1.3 montre les résultats (pBue 1,2, 4, 8,16, 32,...) obtenus
par les formules de Newton-Cotes pour les deux intégrales :

3 2
/ cos(x) exp(sin(x)) dz et / cos(x) dx.
0 0
10 10
- fe - fe
107 10
! erreur i erreur
LI ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘H\HH | ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘HHH Ll ‘HHH\ | ‘H\HH | ‘H\HH | ‘HHH (1IN ‘HHH\ | ‘\HHH 1 ‘\HHH 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘\HHH 1 ‘HH\H 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH L1 ‘HHH
1P 103 10°® 10° w02 10 1073 10® 10°° 1022
o o o trapeze (ordre) = Boole (ordreb)
=== Simpson (ordre) a4 5=0(ordre6)
+——+—+ Newton (ordret) w——x \Weddle (ordre)

FIG. 1.3 —Le travail fe en fonction de I'erreur pour les formules de NmwCotes

En étudiant les résultats de la fig. 1.3, nous constatons que:

— log,,(fe) depend linéairement du nombre de chiffres exacts, donné pay,,(err);
— la pente de chaque droite égp (oup est I'ordre de la formule);
— pour un travail équivalent, les formules avec un ordre €levé ont une meifpeécision.

Explication des résultats de la fig. .3.Etudions d’abord I'erreur faite sur un sous-intervalle de
longueurh

zo+h s
E(f, o, ) :/ F(x)dz — 1S bif (w0 + cih)
v = (2.2)
_ h(/o flwo + thydt — 3 bif (w0 + b))

i=1

En supposanf suffisamment differentiable, on peut remplagér, + th) et f(zo + c;h) par les
séries de Taylor (développées autoursgle et on obtient ainsi

E(f,z0,h Z b;c; )
q>° (2.3)
hpﬂ
= p’ (p 1 Z b; Cp) ZCO + O(hp+2)
. =1

(ici, on a bien supposé que la formule de quadrature ait 'opdneais pas I'ordrep + 1). La
constante

1
C== (p+1 Zbc’”) (2.4)

=1
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s’appelleconstante de I'erreurSupposons quk soit petit de maniére a ce que le ter@én?"?)
dans (2.3) soit négligeable par rapport au teiié™!, alors on obtient

N-1 N-1
err =Y E(f,z;,h) =~ Ch? Y hf®(z;) Ch”/ £ da:—C’h”(f (b)—f“””(a)).
=0 =0

(2.5)
Cette formule nous permet de mieux comprendre les résultats de la fig. 1.3. Gomme’ - h?
etfe ~ Cy/h, nous avons

—logy(err) ~ —log,o(C1) — p - logyo(h) ~ Const + p - log,,(fe).

Ceci montre la dépendance linéaire entkg, (fe) et — log,,(err), et aussi le fait que la pente soit
del/p.

Estimation rigoureuse de I'erreur. Notre but suivant est de trouver une estimation exacte de I'er-
reur d’'une formule de quadrature. Une telle estimation nous permettra de dandestteéoremes
de convergence et assurera une certaine précision du résultat numérique.

Théoreme 2.1 Considcerons une formule de quadrature d’orgrset un entierk satisfaisank < p.
Sif : [z, 0 + h] — IR estk fois contiiment diférentiable, I'erreur (2.2) &rifie

E(f, o, h) = hF*! /01 Ni(7) f® (@ 4 Th) dr (2.6)

ou Ni(7), le noyau de Peano, est danpar

(1—7)F &, (-1t o1 (o)1 sio>0
Ni(7) Ll - ;bl (k—1)! ou (0)3 = 0 sio<0
Démonstration. Nous introduisons la série de Taylor avec réste
k—1 j ) t o k—1
fzo +th) = (t'_”) FD (o) + ¥ / E=T) (g + vy dr 2.7)
= 7! o (k—1)!

dans la formule (2.2) pout( f, zo, h). En utilisant

[ty g@yar= [ gy ar

et le fait que la partie polynomiale de (2.7) ne donne pas de contribution a I'erreauga de
p > k), nous obtenons

(t—T){T_ 1 )k 1

E(f,xo,h):h’““/l(/o Tdt—z:b = )f(’“>(xo+rh)dr.

0

Une évaluation de I'intégrale intérieure donne le résultat. O

1. voir le paragraphe 111.7 du livre de E. Hairer & G. Wanner (199%)alysis by Its HistoryUndergraduate Texts
in Mathematics, Springer.
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Théoreme 2.2 (Proprétés du noyau de Peano)Considrons une formule de quadrature d’ordre
p et un nombre: satisfaisantt < k& < p. Alors, on a:

a) N.(1) = —Ny_1(r) pourk > 2 (pourr # ¢; Sik = 2);

b) Ng(1)=0 pourk >1si¢;<1(G=1,...,s);

c) Ni(0)=0 pourk>23iclZO(i_l,...,s);

1
d) /0 N,(1)dr = —(m - Zb c”) = C (constante de I'erreur (2.4));
e) Ni(r) estlirtaire par morceaux, de pentel et avec des sauts de hautéyrux pointse;
(=1,...,s). 0

FIG. 1.4 —Le noyau de Pean&y; (7) d’'une formule de quadrature

Les noyaux de Peano pour la formule du point milieu sont

Ny(r) = {—T siT<1/2 No(r) = {72/2 siT <1/2

1—7 siT>1/2 (1—7)2/2 sit>1/2
(voir la fig. 1.5). Pour la formule de Newton-Cotes= 5), ils sont dessinés dans la fig. I.6.

Ni(7) No(T)

FIG. 1.5 —Noyaux de Peano pour la formule du point milieu

Grace au résultat du theoreme précédent, on peut facilemaneesgrreur pour l'intervalle
entier|a, b]. Pour une division arbitraire (équidistante ou nbp:= z,, — z;), notons l'erreur par

m—/ dx—Zh S b f (s + eihy). (2.8)

i=1

Théoreme 2.3Soitf : [a,b] — IR k fois contitiment diférentiable et soit I'ordre de la formule
de quadratureegala p (p > k). Alors, I'erreur (2.8) admet I'estimation

1
err| < B*- (b= a) - [ Nu() dr - maxe [/O@) 2.9)

ou h= max; hj.
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[J\Vl(T) \/\ \J No(T) N/9)(T< /\\/
S, \/

Ny(7) Ns(7)

NV NS

FIG. 1.6 —Noyaux de Peano pour la formule de Newton-Cotes aved

<

NG(T)

Démonstration. La formule (2.6) donne

B 20, W] < B[ NG| 15 o+ ) dr

1
ghk+1/0 INp(7)|dr - max _|f®)(x)].

z€[xo,20+h]

Comme l'erreur (2.8) est la somme des erreurs sur les sous-intervalledidisian, on obtient

N-1 N—1 1
err| < S IB(faphp)l < 3 W [ INm)ldr e max |f9)
=0 —— 0 re

§=0 - [zj,2541]
< h%-hy ()
<
< ma |1
ce qui montre I'assertion (2.9), c&}' hj = b — a. O

Exemples.Pour la formule du point milieu, on a

2, - L " .
err < % (b= a) - 57 - max |/ (2)];

pour la formule du trapeze

2 b= a) - e |0
err| B+ (b=a) - 35 - max [ /'@l

pour la formule de Simpson

lerr| < At (b—a) - - max |f®(2));

1
2880  zclab]

pour la formule de Newton-Cotes £ 5)

lerr| < h®- (b —a) max | f©(z)].

1
" 1935360  z€lab)
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Le calcul def |N, ()| dr pour ces formules n’est pas difficile. Considérons par exemple la for-
mule de Newton-Cotess (= 5). On constate qué/s(7) ne change pas de signe $0r1] (voir
fig. 1.6) et on utilise la propriété (d) du théoreme 2.2. Ceci donne

[ e ldr =| [ No(ryr| = 5 - (B (5)"+ 53)" + 2 )"+ 51| = 555300

1.3 Superconvergence

Sil'on fixe les nceuds, . . ., ¢, (distincts), il existe une unique formule de quadratire;) ayant
un ordrep > s. On obtient les poids; soit par la résolution du systeme linéaire (1.6), soit par la
formule de I'exercice 1.

QuestionY a-t-il un choix particulier des; permettant d’avoir un ordre supérieur?
Théoreme 3.1 Soit(b;, ¢;);_, une formule de quadrature d’ordge> s et soit
Mt)=(t—c1) ... (t —cs). (3.1)
Alors, I'ordre est> s + m si et seulement si
1
/ M(t)g(t)dt =0 pour tout polytdmeg(¢) de degé < m — 1. (3.2)
0

Démonstration. Soit f(¢) un polyndme de degré+ m — 1. L'idée, due a Jacobi (1826), est de
diviser f(t) par M (t) et d’écriref(t) sous la forme

f(t) = M(t)g(t) +r(t)

ou degr < s—1 et degg < m—1. Alors, l'intégrale exacte et I'approximation numérique satisfont

AVwﬁzﬁﬁmmmﬁ+AU@ﬁ

i bif(ei) = i by M(c;) gei) + > bir(cs).
=1 i=1 2’0_’ i—1

Comme la formule de quadrature est exacte pdur ('ordre est> s par hypothése), elle est
exacte pourf(t) si et seulement sf M (t)g(t) dt = 0. O

Exemple 3.2 Pour qu’une formule de quadrature & 3 étages ait un ordre 4, il faut que

1 1 1 1
0= /0 (t—c1)(t— )t —c3)dt = i (e + o+ 03)5 + (c169 + 103 + 0203)5 — 103,

ce qui est équivalent a
¢ _1/4—(01+02)/3+0102/2
’ 1/3— (14 ) /2 + cren

Corollaire 3.3 Sip est I'ordre d’'une formule de quadratuges étages, alors

p < 2s. (3.3)
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Démonstration. Supposons, par I'absurde, que l'ordre satisfasse 2s + 1. Alors, I'intégrale
dans (3.2) est nulle pour tout polyndmg) de degré< s. Ceci contredit le fait que

/OlM(t)M(t)dt:/01(15_01)2-...-(t—cs)2dt>o. -

Pour construire une formule de quadrature d’orzlrési elle existe), il faut trouver un poly-
ndémelM (t) de degré qui satisfasse (3.2) avee = s. Ceci peut étre réalisé a I'aide de polyndmes
orthogonaux, car la condition (3.2) signifie qu&) est orthogonal a tous les polyndmes de degré
m — 1 pour le produit scalairéf, g) = [} f(t)g(t) dt.

.4 Polyndmes orthogonaux

Nous nous mettons dans une situation un peu plus générale. Considérdosciima de poids
w: (a,b) — IR qui satisfasse les deux propriétés suivantes:

w(t) >0 pour t€ (a,b) 4.1)
b
/ wt)|tfFdt <oco  pour k=0,1,2,... (4.2)
Des exemples typiques sanft) = 1 sur un intervalle borné, ou(t) = 1/v/1 — 2 sur(—1,1),

ouw(t) = et sur(0, 00).
Sur 'ensemble des polyndmes (a coefficients réels), nous définiss@meduit scalairepar

(F.9) = [ w7090 . @3)

Les propriétés du produit scalaire (bilinéarité, symétrie et pit&if sont faciles a vérifier. A l'aide
de ce produit scalaire, on peut parler d’orthogonalité. On dit que

f estorthogonal a ¢g — (f,g9)=0. (4.4)

Théoréeme 4.1 (existence et unidit des polydomes orthogonaux) Il existe une suite de polpmes
Do, P1, P2, - - - telle que

pi(t) = t* + polyrdme de degrk — 1 (normalisation)
(Pk,g9) =0 pour tout polyidme de dedr < k — 1. (orthogonalité)

Ces polydmes sont uniques et ils satisfont la formule @eurrence

(t = Brg1) pi(t) — viﬂ Pr—1(t) (4.5)
p-1(t) =0, po(t) =1

ou les coefficientgy 1, vx+1 sont don@s par

(tpk, i)

, (Dks Dk) ‘ (4.6)
(pk,PQ

Bry1 = Vo1 =
o i <P1~c—1,pk—1>



iegration Nureriguce

TAB. .2 —Polynrdbmes orthogonaux

notation (a,b) w(t) nom normalisation
Pi(t) (—1,1) 1 Legendre Pi(1) =1

Te () (—-1,1) 1/V1-12 Chebyshev Te(1) =1
POty | (-1,1) | (1—1)2(1+1)? | Jacobia, 8 > —1 | PP (1) = (*1%)
L@ | (0,00 tre ! Laguerrep > —1 | L{”(0) = (*}°
H,(t) (=00, 00) e’ Hermite —

Démonstration. (Orthogonalisation de Gram-Schmidt). Le polyndpgé) = 1 satisfait les deux
propriétés demandées. Supposons, par récurrence, qu’'on connaigsegéja. , p,. et construi-
sons le polyndmey. . ;. La normalisation choisie implique que. 1 (t) — tpx(t) soit un polyndme
de degré:, eton a

k
pri1(t) = top(t) + > a;p;(1), 4.7)
j=0

car chaque polyndme de dedrgeut étre écrit comme une combinaison linéairede, . . ., px.
Il reste a montrer que I'orthogonalité détermine uniguementJese produit scalaire de la for-
mule (4.7) aveg,, donne

0 = (Dkt1,Pk) = {tPr, Pr) + (P, P)-

Cette relation nous permet de calcudgr, on obtienta, = —f;; avecS;,, défini dans (4.6).
Ensuite, nous prenons le produit scalaire de (4.7) ayvec

0= (Prs1,Pk-1) = Pk Pr—1) + 1 (Pk—1, Pk—1)- (4.8)

Nous reformulongtpy, pr_1) comme suit

(tPks Pk—1) = (P, tPk—1) = (Pk, Pk + POI. de degré& — 1) = (pi, px), (4.9)

et nous insérons (4.9) dans (4.8) pour obtenit; = —~7.,,. Finalement, nous prenons le produit
scalaire de (4.7) aveg oui € {0,1,...,k — 2}

0= (Prs+1,0) =  (tPk>1i)  + i(pi, pi)
—_——

et nous en déduisons que = 0. Avec les valeurs de; ainsi trouvées, la formule (4.7) devient la
récurrence (4.5).
Cette construction des; ne nous laisse pas d’autre choix, d’ou l'unicitége, (¢). O

Les fonctions de poids et les intervalles considérés pour quelgues polyndmes orthogonaux
importants sont présentés dans le tableau 1.2. Souvent, on utilise une autreisairoma({voir
derniere colonne) que celle du théoreme 4.1.

Les polyndmes du théoreme 4.1 vont jouer le rdleMé&) dans (3.2). Nous sommes fort
intéressés a trouver de tels polyndmes ayant uniguement des racines réell
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Théoreme 4.2 Soitp(¢) un polyrdome de dedrk orthogonala tous les polydmes de de@k — 1.
Alors, toutes les racines dg(¢) sont eelles, simples et dans I'intervalle ouvédt b).

Démonstration. Notons patt, . . ., t, les racines dey(¢) qui sont réelles, dang;, b) et oupy(t)
change de signe (voir la fig. 1.7).

4

/
d
7

-7 t2 b

-

FiG. I.7 —lllustration de la &monstration du thoreme 4.2

Le but est de montrer = k. Supposons, par I'absurde, que< k. Avec le polyndmey(t) =
(t—t1)-...-(t—t,) dedegré < k,ona

N ——
ne change pas

de signe sufa, b)

0# [[o) p) g) =) =0,
>0

d’ou la contradiction. O

Théoreme 4.3 (formule de Rodrigues)Les polytdmes orthogonaux dué&oreme 4.1 satisfont

1 dF

pu(t) = G- Sy (0 = )"0 = 1)), (4.10)

si la partie droite de (4.10) est un polyme de dedr k. La constante”, est cetermiree par la
normalisation dep,..

Démonstration. Soit g(¢) un polyndéme de degr&é & — 1. Il suffit de montrer que le polyndme,
défini par (4.10), satisfailp,, g) = 0. Plusieurs intégrations par parties donnent

(1, 9) = Ck/abw(t) : ﬁ : %() L g(t) dt

ce qui montre I'affirmation. m|
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Polyndmes de LegendreP,(t). On considére l'intervallé—1, 1) et la fonction de poids(t) = 1.
Au lieu de supposer que le coefficient le plus hautFlét) soit 1 (voir le théoreme 4.1), on
demande qué; (1) = 1 (voir le tableau 1.2). Comme

dlc

(D A =F)] = (-1F k2,

la formule (4.10) pour = 1 donnel = Cj, - (—1)* - k! - 2. Par conséquent, les polyndmes de
Legendre sont donnés par

Py(t) = I(C’_l;k : %((1 +1)R(1 = 1)"). (4.11)

Les premiers de ces polyndmes sont

Ry =1, P)=t  PR)=3t'—5,  Pt)=2t—"t (4.12)

FIG. 1.8 —Polyrdmes de Legendre
Une conséquence dé + ¢)F(1 — )% = (1 — t*)* est que

Py(t) = Pp(—t) Si k est pair

4.13
Pi(t) = —Pi(—t) Si k estimpair. (4.13)

.5 Formules de quadrature de Gauss

Dans ce paragraphe, nous construisons des formules de quadrature avec wn-orzkeSelon
le theoreme 4.1, il existe un unique polyndmEt) de degrés qui soit orthogonal a tous les
polyndmes de degr€ s — 1, c.-a-d.,

1
/ M()g(t) dt =0 si degg < s 1.
0

Ce polyndme est donné par
M(t) =C- P2t — 1), (5.1)
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ol P,(z) est les®M€polyndme de Legendre, car

/01 P.(2t = D)g(t) dt = 1 /_11 Py(2)g((x +1)/2) dz = 0.

Toutes les racines d&,(2¢ — 1) sont réelles et situées dans l'intervdlle1) (théoréme 4.2). Alors,
le theoreme 3.1 nous donne le résultat suivant.

Théoreme 5.1 1 existe une formule de quadrature unique d’ordre Elle est donge par:
c1,...,cs sontles racines d&;(2t — 1);
by,...,bs sontdones par (1.6). O

Exemple 5.2 (formules de Gauss).es formules de quadrature du theoreme précédent s’appellent
formules de Gaus®our de petites valeurs deelles sont faciles a obtenir: il suffit de calculer les
racines de (4.12) et de résoudre le systeme (1.6) tout en exploitant la symé#i@deaule. Pour

s < 3, on obtient ainsi:

s=1: /01 g(t)dt ~ g(%) (formule du point milieu)
1 \/— \/_
s=2: [oar = 3o(5 %) + 500+ %)
s=3: flaat = Jal - F)+ o)+ ol + )

Si s est grand (disons > 10), le calcul exact des racines @(z) n’est pas toujours possible et la
résolution exacte du systeme (1.6) peut poser des problemes. Décrivonsal@adul pratique.

Calcul de noesudsEn utilisant la formule de récurrence

(k+1) Peyi(z) = 2k + 1) x Py(x) — k Py—y(2), (5.2)

(exercice 11) on peut facilement calculer la valeuer) pour unxz donné. Le calcul des racines
T, .-, 7s du polyndmeP;(z) peut alors &tre fait par bissection (voir exercice ??? 12), et on obtient
les nceuds de la formule de Gauss a l'aide;de (1 + ;)/2.

Calcul de poids.Au lieu de résoudre le systeme (1.6), on peut aussi utiliser la formule dgplici
1 B 1-— *yiz
(1= (Pim)”  s2(Poa(m)”

qui est donnée ici sans demonstrafioha deuxieéme identité de (5.3) est une conséquence de
I'exercice 11.

b =

(5.3)

Théoreme 5.3 Une formule de quadrature a I'ordre > 2s — k (avecl < k < s) si et seulement
siles nceuds, . . ., ¢, sont les racines de

M(t) = apPs(2t — 1) + oy Py_1(2t — 1) + ... + oy Ps_1 (2t — 1) (5.4)

(avec des nombre®elsay, . . ., ax, ag # 0) et siles poid$,, . ..., b, sont don@s par (1.6).

2. voir M. Abramowitz & I.A. Stegun, Handbook of Mathematical FunctipBsver Publ., page 887
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Démonstration. Ecrivons le polyndme/(t) = (t —¢;) - ... - (t — ¢,) sous la forme
M(t) = aoPy(2t — 1) + > o P (2t — 1).

i=1

D’aprés le théoreme 3.1, la formule de quadrature a l'osder(s — k) si et seulement si/(¢)

est orthogonal aux polyndmes de degre k — 1. Ceci est le cas siy,; = ... = a, = 0, ce qui
démontre (5.4). |
Exemple 5.4 (formules de Lobatto)Sicy, ..., ¢, sont les racines de

M(t) = Py(2t — 1) — Py_5(2t — 1), (5.5)

on obtient une formule de quadrature d’ordre— 2. Elle s’appelleformule de LobattoA cause
de P.(1) = 1 etdeP,(—1) = (—1)*, on ac; = 0 etc, = 1. Des cas particuliers sont la formule
du trapeze{ = 2) et la formule de Simpsors (= 3). Pours = 4, on obtient

! 1 5 (1 W5y 5 (1 V5 1
| ot = 5900+ 39(5 = 32) + 55+ 30) + 5900,

Etudions encore laositivite de 'approximation numérique obtenue par une formule de qua-
drature. On sait que l'intégrale exacte satisfait

o(t) >0 sur (0,1) — | "ot dt > 0. (5.6)

L'analogue numérique
g(t) >0 sur(0,1) — > big(ci) >0 (5.7)
i=1

est vrai pour toute fonctiog(t) si et seulement si
b >0 i=1,...,s (5.8)
(on ne considere pas de formule de quadrature ayant des poids nuls).

Théoreme 5.5 Pour une formule de quadrature d’ordre 2s — 1 (s étant le nombre d@tages), les
poidsb; satisfont (5.8).

Démonstration. Considérons le polyndme de degré 1

Gt) =11 Uog)

i (6= ¢j)

et intégrons son carré par la formule de quadrature. On obtient

S 1
b =3 bil2(c;) = / () dt > 0,
j=1 0

car la formule de quadrature est exacte pGar). i
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Remarqueles formules de Gauss satisfont (5.8) pour toutes formules de Newton-Cotes (voir
le paragraphe I.1) ne satisfont (5.8) que pout 8 et pours = 10.

1.6 Un programme adaptatif - TEGRAL

Posons-nous le probleme d’écrire un programme
FUNCTION TEGRAL (FCN, A, B, TOL)

qui, pour une fonctiory : [a,b] — IR donnée, calcule la valeur d& f(z) dz & une précision
relative deTOL. Si I'on fixe la formule de quadrature (par exemple la formule de Gauss d’dddre
avecs = 15), il faut trouver une divisiom\ = {a = zy < 71 < ... < zy = b} de lintervalle
(a, b) afin que 'approximation numériquie, satisfasse

N /abf(a:) da| < TOL-/ab If (z)| de. (6.1)

Pour une fonctiory ne changeant pas de signe éurb), la condition (6.1) signifie quBerreur
relative est bornée parOL. On a mis la valeur absolue sous l'intégrale de droite pour éviter des
ennuis dans le cas dfi f(z) dz est trés petit ou nul.

Pour écrire un tel programme, on est confronté aux deux problemes suivants:

— choix de la division pour que (6.1) soit satisfait;
— estimation de l'erreuf — [ f(z) dx

Détermination de la division. Pour un sous-intervallecy, o + ) de (a, b), on sait calculer les
valeurs

reS(fL‘o, Ty + h) =h i blf(l'o + Cih), (62)

i=1
S
resabgzo, xo + h) = h'>_ bl f(zo + ¢;h)|. (6.3)
i=1
Supposons, pour le moment, qu’on connaisse aussi une estimation de I'erreur
zo+h

err (zo, zo + h) ~ res(xg, xo + h) — / f(x) dz. (6.4)

0
L'algorithme pour trouver une division convenable est le suivant:

i) on calculeres(a, b), resabga, b) eterr (a, b). Si

lerr (a,b)| < TOL - resabga, b),

on acceptees(a, b) comme approximation df f(z) dz et on arréte le calcul; sinon
ii) on subdivise(a, b) en deux sous-intervalles = (a, (a + b)/2) etl, = ((a + b)/2,b) et on
calculeres(I,), resabg 1)), err (1) etres(I,), resabg 1), err (I;). On poseN = 2 et on

regarde si
N

> lerr(I;)| < TOL- (Zresabs([ ) (6.5)

=1

Si (6.5) est vérifie, on acceptes(I,) + res(T,) comme approximation df’ f(z) dz; sinon
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lii) on poseN := N + 1 et onsubdivise I'intervalle a I'erreur est maximalgdisonsl;) en deux
sous-intervalles équidistants qu’on denote haet Iy, ;. Ensuite, on calculees, resabset
err pour ces deux intervalles. Si (6.5) est vérifie, on arréte le calcul atcepte

N b
Y res(ly) ~ / (o) de (6.6)

comme approximation de I'intégrale; sinon on répete la partie (iii) dalgerithme.

Estimation de I'erreur (6.4). Malheureusement, les formules pour I'erreur, obtenues dans le para-
graphe 1.2, ne sont pas tres utiles pour un programme général, car on ne conna$ galetent
la p®M€dérivée de la fonctiorf () (dans notre situatiop = 30).

Lidée est d’appliquer une deuxieme formule de quadrathité;):_, et d'utiliser la difference
de deux approximations numériques comme estimation de I'erreur du moins borntr&sultajue
le travail supplémentaire soit négligeable, on supposes et on reprend les mémes évaluations
de f, c.-a-d., on suppos& = ¢; pour tousi. Une telle formule de quadrature s’appdibemule
embatée si pour au moins un indiceon ab; # b;.

RemarqueSi (b;, ¢;);_, est une formule de quadrature d’orgre> s, I'ordre d’une formule em-
boitée esp < s — 1. Ce résultat découle du fait que, pour une formule de quadrature d’arere
les poidsh; sont uniguement déterminés par ses nceuds

Pour la formule de Gauss (= 15, p = 30), on obtient une formule emboTtéﬁéi,ci);f’:1
d'ordre 14 en enlevant le point miliegs = 1/2 (voir fig. 1.9), c.-a-d., on posi = 0. L'expression
calculable , ,

ERRL:=hY b f(zg + cih) — hY_ b f(xg + c;h) = C1AY (6.7)
=1 =1
est une approximation de I'erreur de la formule emboitée, car

f(z)dz) + (/ flz)dz — hzsj@f(xo +cih)).

Zo i=1

zo+h zo+h

ERR1= (hz bif (zo + cih) — /

i=1 Zo

— OB 1+ O(h™®) — ChY 1 O(h')

Pour le programm&EGRAL, on considere encore une deuxieme formule emboitée qui a pour
noeuds{ cs, ¢4, cg, C10, C12, c14} €L UN Ordres (voir la fig. 1.9). On dénote les poids de cette formule

de quadrature pax et on définit

ERR2 1= h'3"bif (20 + cih) — 'S bif (w0 + c;h) ~ Coh’) (6.8)
i=1

=1

000 0 0 0 o o6 0o o o o o 0o formule de Gauss, ordi¥)
e oo o o o | o o o o oo formule emboitée, ordret
Lo—o—o—‘—o—o—oJl formule emboitée, ordr@

0 .5
FiG. 1.9 —Formule de Gauss et ses formules eftées
Il'y a plusieurs possibilités pour défirerr (g, xo + h).

— i) err(xg, 2o + h) := ERRJ, cette estimation est trop pessimiste. En général, la formule de
Gauss donne un résultat largement meilleur que la formule emboitée didrdre
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— ii) dans le programm@EGRAL, on a choisi 'approximation

err (o, zo + h) := ERRL: (@)2 (% Bl5 (

RIS o
ERR2 ’ )

W) =)
ce qui donne de bons résultats.

Exemples.1) Sil'on applique le programnEEGRAL avecTOL = 10 '° a la fonction de la fig. I.1,
on obtient le résultat avec une erreurd@- 10~ . La division choisie est donnée dans la fig. 1.10.

]

FIG. 1.10 —Division choisie par TEGRAL pouf(x) = 2 + sin(3 cos(0.002(z—40)?)) sur (10, 110)
2) Appliquons le méme programme a la fonction
f(x) =z logzx sur (0,1), (6.9)
gui a une singularité au pointdans la dérivée. Les divisions successives de l'intervalle par I'al-
gorithme sont présentées dans la fig. [.11. On voit que l'intervalle ouliees maximale est tou-

jours celui qui est tout a gauche. Les erreurs sont données dans le tableau |.3vdrg&nce est
tres lente et on se demande s'il n'y a pas de possibilité d’accélérenieergence de la suifey }.

TAB. |.3 —Reésultat de TEGRAL pour (6.9)

N SN erry = Sy — fol f(z)dx | erry/errn_q
1| —0.4446200164956040 —0.176 - 1079 —
2 | —0.4445133092592463 —0.689 - 107% 0.392
3| —0.4444711927155809 —0.267-107% 0.388
4 | —0.4444547502264998 —0.103-107% 0.385
5| —0.4444483881989293 —0.394-107% 0.383
6 | —0.4444459448772271 —0.150 - 1079 0.380
21 | —0.4444444444449658 —0.521-107"? 0.366
22 | —0.4444444444446352 —0.191-107 12 0.366

i O I TP

FIG. 1.11 —Division choisie par TEGRAL pour (6.9)
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.7 Lepsilon-algorithme

Etant donnée une suitgS,, S1, S, ...} qui converge lentement vers la valegir Le but est de
trouver une autre suite avec la méme limite, mais qui converge plus rapitteme
Souvent, on peut observer que la suite satisfait

Sny1 =S =p-(Sp—9), (7.1)

ou de fagon équivalente
Sp,=S+C-p" (7.2)
Par exemple, la suitg, du tableau 1.3 satisfait approximativement (7.1) gwee 0.366. Un autre

exemple frequent est donné par la méthode des approximations succéssives ¢(.S,) pour
calculer un point fixe dg(x), c.-a-d. unS satisfaisant = ¢(.5). Si g est difféerentiable,

Sny1 — S = g(Sn) —g(S) = ¢'(S) - (Sn — 5).

Ceci est (7.1) avep = ¢'(5).

Le procéde A? d'Aitken (1926). Lidée est de remplacer” par “=" dans (7.2) et de calculer
p, C et S de trois formules consécutives. Avec la notation
AS, =

(difference finie) (7.3)

n+1 = Sn

on obtient alors

AS,=Cp*(p—1),  AS, 1 =Cp""(p-1), A*S,=Cp"(p—1),

OUAZ2S, = A(AS,) = AS, 11 — AS,, = S0 — 25,41 + S, est la deuxieme difference finie. On

en déduit que
AS, - AS, 1

A?S,
Si (7.2) n'est pas satisfait exactement, la valeudtans (7.4) va dépendre deOn obtient ainsi
une autre suit¢ S/ } définie par (proced&? d’Aitken)

S = Spi1 — Cp" =Sy — (7.4)

AS, - ASpii

T (7.5)

S, =

n+1 =

qui, en général, converge plus rapidement \egie la suite original¢s,, }.
Exemple.Pour la suitgf S,,} du tableau 1.3, le résultat est donné dans le tableau 1.4.

TAB. 1.4 —Acctlération de la convergence po{if,,} du tableau 1.3

Sn, S;, Sy

DU W N | S

—0.44462001649560
—0.44451330925925
—0.44447119271558
—0.44445475022650
—0.44444838819893
—0.44444594487723

—0.44444373050429
—0.44444421992844
—0.44444437296661
—0.44444442146079
—0.44444443699301
—0.44444444201188

—0.44444444444445
—0.44444444444444
—0.44444444444444
—0.44444444444444
—0.44444444444444
—0.44444444444444
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Pour généraliser I'idée d’Aitken, on considére une s{iitg} pour laquelle on suppose, au lieu
de (7.2),

Sy~ S+Cy-pt+Cy-phy. (7.6)
Cette fois, on & parametres a déterminer. Alors, on prénfibrmules consécutives de (7.6), on
suppose égalité, et on calcuteC, pi, Cs, p2. La valeur deS ainsi obtenue est dénotée pff.

Shanks (1955) a fait ce calcul et il a trouvé la formule (nous ajoutons une formule ®ébla
poursS))

Sn Sn+1 Sn+2

det< Sn Snt1 ) det | Spy1 Snt2 Sngs
S/ — Sn—i—l Sn—i—? S” — Sn—i—? Sn+3 Sn+4
n AZSn ) n

AZ5,  AZS, .,
det(A?SnH A2, )

(sans demonstration). Mais, pour un calcul numérique, ces formules ne sonépasatiques.
Wynn (1956) a trouvé une formule beaucoup plus simple:

Théoreme 7.1 ¢-algorithme) Etant donie la suite{ Sy, S, Ss, ...} Sil'on d'efiniteé”) par

6(,”1) =0, 6(()”) = S,
=it o k2020
ko T €k

alors, el = &, e = g7 M =5 .

La demonstration dé” = 5’ se fait par un simple calcul d€” et dec{":

(n) 1 1
—= 0 —=
A =0t g TS T AS)
(n) _ 1 . ASn . ASn+1 ot
€27 = Onil T [ = Ot AS, — AS,y S
AS,.1  AS,

Le cas général est moins évident et est donné sans demonstration.sTdétalés (deémonstration
et autres propriétés) sont donnés dans un livre de BreZinski

ExemplePour la suite
n (-1 i+1
5=y Y

=1

(7.8)

. )
7

qui converge verbg(2), les erreurs de,(f), k=0,2,4,6,...sontdonnées danslafig.l.12. Lamé-
lioration de la convergence pat4algorithme se voit clairement.

3. C. Brezinski (1977)Accélération de la Convergence en Analyse Nuigue.Lecture Notes in Mathematics,
Nr. 584, Springer-Verlag. [MA 00.04/3 584]
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1.8

1.
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FIG. .12 —Erreur dee,g’” en fonction de: pour la suite (7.8)
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Exercices

Soit(b;, ¢;)$—, une formule de quadrature d’ordres. Montrer que

. Siles nceuds d’'une formule de quadrature satisfort 1 — cs11—; (pour tous) et si la formule a un

ordrep > s, alors on a nécessairement= b, ;, c'est-a-dire la formule est symétrique.
Calculer les formules de Newton-Cotes pour
(C’i) = (07 1/37 2/37 ]-)7

et déterminer I'ordre de ces formules de quadrature.
Indication. Les calculs se simplifient en utilisant I'exercice 2.

(c;) =1(0,1/4,2/4,3/4,1)

Calculer la constante d’erreur pour la formule de Simptate Newton. Expliquer pourquoi, malgré
le fait que la méthode de Newton posséde une constantedieplus petite, la méthode de Simpson
est meilleure si on compare I'erreur avec le trata{voir la fig. 1.3).

. Calculer les noyaux de Peang.(7) (k = 1,2) pour la regle du trapéze et les dessiner. Remarquer

une relation avec les polyndmes de Bernoulli et la formiBikbr-Maclaurin®

Montrer que, pour une formule de quadrature symeétrisenoyaux de Peano satisfont

Ni(1 = 7) = (=1)"Ni(7).

. Calculer les noyaux de PeaMg(7) (k = 1,2, 3,4) pour la formule de Simpson. Les dessiner. Est-ce

que N4(7) change de signe sur l'intervalle, 1]?

Soitp l'ordre d’'une formule de quadrature et supposons que lenndgePeandv, (7) ne change pas
de signe sufo, 1]. Montrer qu'avec ug € (zg, o + h)

hp+1

/mh F@)dz— 'S by (w0 + cih) = .
r i=1 )

0

1 S
(31 > bic? ) fP(©).

4. Hairer & WannerAnalysis by Its HistoryUndergraduate Texts in Mathematics, Springer, 2nd printing 1997.
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(Formule de Radau). Déterminey, b1, b, dans la formule de quadrature

1
| 9ttt = big(0) + bagles)
afin que son ordre soit maximal.
Résultat. co = 2/3,by = 1/4,be = 3/4 etp = 3.
Calculer la formule de quadrature de Gauss aved. Le résultat est donné dans I'exemple 5.2.

Pour legpolyrdmes de Legend@emontrer les formules

(k + 1)Pyi1(z) = (2k + 1)z Py () — kPy-1(2), (8.1)

(1 — 22)P{(z) = —kzPy(z) + kPy_1(z). (8.2)

Indication. Pour (8.1), écrire: P, () comme combinaison linéaire d&(x), ..., Py11(z) et utiliser
I'orthogonalité de ces polyndmes pour déterminer lesffadents qui multiplientPy (z), . . ., Pr_o(x).

Pour trouver les trois derniers coefficients, utiliser lakeurs deP;(1), P;(—1) ainsi que le coeffi-
cient du terme dominant d@;(z).

Calculer pour, = 1,2,3,... les racines du polyndme de Legendig(z) en utilisant laméthode de
bissection

(a) Localiser les racines d&, (z) en utilisant celles d&, 1 (x) (les racines d&, (x) sont séparées
par les racines d&,,_(z));

(b) Sila,b] estun intervalle ave®, (a) - P,(b) < 0 alors

10  CENTR=(A+B)/2.D0
PC=P(N,CENTR)
IF (CENTR.EQ.A.OR.CENTR.EQ.B) GOTO 40
IF (PA*PC.LT.0.D0) THEN
B=CENTR
PB=PC
ELSE
A=CENTR
PA=PC
END IF
GOTO 10
40 CONTINUE
WRITE (6,) CENTR,PC

Pour écrire [IFUNCTION P(N,X) qui calcule la valeur de la fonctioR, (z), utiliser la for-
mule de récurrence (1) &(z) = 1, Pi(z) = z.

13. Calculer la constante d'erreGt pour la formule de Gauss avemoceuds d'ordrés.

Indication. Cy est I'erreur de la formule quand elle est appliquée a ugrwhe de degrés de la

formet?s/(2s)! + ... . EssayelX - P;(2t — 1))2, et utiliser la formule de récurrence de I'exercice 11

pour evaluer' | P,(z)? dz. Le résultat est

B (sh)*
%= G r D@

14. Montrer que pour les formules de quadrature de Gause(rd 2s) le noyau de Peantys,(7) ne

change pas de signe.
Indication. Faire une démonstration par I'absurde et utiliser le thé® de Rolle.
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15. Soientgs), cgs>, ..., %) les noeuds de la formule de quadrature de Gauss d’ Qsdarec(s“) (s“),

. gf’ll) ceux de la formule d’ordrés + 2. Montrer qu’on a alors

(s+1)

(s+1) (s+1) < cgs) << Cg 5) <oy < L.

0<q < cgs> <
Indication. Procéder par récurrence en utilisant le fait qu&giz) = 0, alors Ps_;(z) et Ps;1(z)
sont de signe opposé (voir formule (8.1).

16. (Formules de Radau). Montrer qu'il existe une uniquenfde de quadrature d’ordrgs — 1 qui
satisfaite, = 1.
Indication. Vérifier d’abord que

(1 - 2)P0(2) = Const - (Py(z) — Ps_i (2))

S

ou 1Y >( ) est le polyndme de Jacobi. Cette relation est utile pourtrapgue toutes les racines de

S—

Ps(z) — Ps_1(x) sont réelles et simples.

17. Considérons une formule de quadrature d'ogdee 1 satisfaisant) < ¢; < 1. Montrer que, pour
toute fonctionf : [a,b] — IR intégrable au sens de Riemann, on a

N s
() dz = 3" hy S bif (2 + cihy)| — 0
j=0 i=1

lorsqueh = max; h; tend vers zéro.
Indication. Pour ury fixé, I’expressionzé\’:o h;f(z; + c;h;) est une somme de Riemann.

18. Soitf : IR — IR, donnée par

m
f(z) =ag+ Z(ak cos(kz) + by sin(kz)), ag, b € IR.
k=1
(a) Quelle est la valeur exacte 511[5%” )dz?

(b) Appliquer la regle du trapezeﬁ f(z)dz avech = 2m/N. A partir de quelle valeur d&, le
résultat est exacte?

(c) Appliguer une formule de quadrature d’ordre plus élgar exemple celle de Gauss d'ordre 6,
voir exemple 5.2) et repondez a la méme question que Hyus (

(d) Quelle formule de quadrature proposez-vous pouregration numérique d’une fonction pé-
riodique?
19. Considérons la suitgr,, } donnée pat,, 11 = z, + 1 — 22 /2, 2o = 0.
(a) Quelle est sa limite?
(b) Appliquer I'algorithmeA? d’Aitken pour accélerer la convergence.

(c) Enutilisantzg, z,...,zs comparer 'erreur de la suite avec sa limite avec ou sans l¢'Ait-
ken.

20. Considérons une suife&,, } qui satisfait
(Sn+1_S):pn(Sn_S) avec pn —> p €t p?’él'

a) Montrer que la suitgS!,}, donnée par le procéd&? d’Aitken converge plus vite ver§ que la
suite originale, c.-a-d.,

S’Il_S—>0 our n— oo
S, —S P '

b) Donner une suite divergen{&,,} pour laquelle la suit¢S] } converge.
Indication. Nous savons quAS,, = (p, — 1)(S, — S), trouver une formule similaire pouk2S,,.
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Chapitre |

Interpolation et Approximation

Le probleme de Ihterpolationconsiste & chercher des fonctions “simples” (polynémes, poly-
ndémes par morceaux, polyndmes trigopnométriques) passant par des points donnés

(1‘07y0)7(xlayl)a"'v(l‘nayn)a (01)

c.-a-d., on cherchg(z) avecp(x;) = y; pouri = 0,1,...,n. Siles valeurs de; satisfonty; =
f(z;) ou f(z) est une fonction donnée, il est intéressant d’étudier I'erreuraggptoximation

f(@) —px) =7 (0.2)

Dans ce chapitre, nous allons commencer par l'interpolation avec des polyndomegéie (fer-
mule de Newton, estimation de I'erreur, convergence, influence des erremendix Ensuite,
nous étudierons l'interpolation avec des polyndmes trigonométriques (transforrde Fourier
rapide) et nous terminerons ce chapitre avec les fonctions splines.

Bibliographie sur ce chapitre

J.H. Ahlberg, E.N. Nilson & J.L. Walsh (1967J:he Theory of Splines and Their Applications
Academic Press, New York. [MA 65/4]

C. de Boor (1978)A Practical Guide to SplinesSpringer-Verlag. [MA 65/141]

G.D. Knott (2000)interpolating Cubic SplinedBirkhauser. [MA 65/431]

H.J. Nussbaumer (1981Fast Fourier Transform and Convolution Algorithn&pringer-Verlag.

H. Spath (1995)One Dimensional Spline InterpolatioAK Peters. [MA 65/362]

1.1 Diff erences diviges et formule de Newton

Etant donnés + 1 points
(x07y0)7(x17y1)7"'a(xnayn)a (11)

ou lesz; sont distincts, mais pas nécessairement ordonnés, on cherche un popnduhe degré
n qui satisfasse
p(zi) = yi pour i=0,1,...,n. (1.2)

Pour un exemple voir la fig. 11.1.
Casn = 1. Le polyndme de degré(une droite) qui passe péry, vo), (21, y1) est donné par

(@) = yo + (x — o) gi - i(; (1.3)



Merpolation et AppProximauor
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-10

FIG. II.1 — Polyrdme d’interpolation de degrs

Casn = 2. Pour obtenir un polyndme de deg?&une parabole) qui passe par les trois points
(%0, %0)s (21, 41), (22, y2), ON @joute un terme de correction (de degyré la formule (1.3). Comme
ce terme doit étre zéro aux poinigetz;, on a nécessairement

Y1 — Yo
X1 — Zo

p(r) = yo + (x — x0) +a-(x—mx)(r —21). (1.4)

Le coefficientz est déterminé par(x2) = y,. Un calcul simple (soustrairgz; ) dep(z,) et diviser
par(xy — xo)(x2 — x1)) Nous donne

1 Y2 — U1 Y1 — Yo
= — . 1.5
¢ $2—$0($2—I1 $1—$0> ( )

Avant de procéder au cas général, il est recommandé d’introduire unenat@tvenable pour
simplifier les expressions dans (1.5).

Définition 1.1 (différences divi€es) Pour(z;, y;) donnés £; distincts) on définit

ylzi] = yi
ylz;] — ylwi]
T —
y[z;, mk] — Oy[xi, ;]
T — T
Yyl | — Oy, T,

n
0 Liny Ljygeney Ly | 1= .
n
y[ 10 21 ) ’L]
T, — T,

Sylxi, x| =

52y[a:i,xj,xk] =

n

Théoreme 1.2 (formule de Newton, 1669) e polyrome d’interpolation de de@m qui passe par
lesn + 1 points(xo, vo), (€1, Y1), - - - » (Tn, yn), OU lesz; sont distincts, est unique et danpar

p(z) = ylzo] + (z — x0) 6y[wo, 1] + (¥ — mo) (w7 — 1) 67y[o, 21, 2] (1.6)

+... o+ (x—z)(x—21)...- (& — 2y 1) "y[T0, 21, . ., Ty

Démonstration.Pourn = 1 etn = 2 la formule (1.6) est équivalente a (1.3) et a (1.4), (1.5). Pour
démontrer le cas général, nous procédons par induction. Supposons que

p1(z) = ylao] + (v — 20) Oylwo, 2] + ...+ (@ —20) - (T — T 2) 6" My[@0, 21y, T 1]
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soit le polyndme unique de degré— 1 qui passe pafz;,y;) pouri = 0,1,...,n — 1. Alors,
comme dans (1.4), le polyndmér) a nécessairement la forme

plx)y=pi(x)+a-(x —xo)(x—21) ... (¥ — 2y 1),

ou a est déterminé par(x,) = y,. Il en résulte I'unicité du polyndme d’interpolation.
Pour montrer que = §"y[zg, z1,. .., ,], C€ qui achéve la démonstration, nous considérons
egalement le polyndme de degré- 1

() = ylo] + (x — z) dylwr, o] + .o+ (@ — 1) - (0 — 2 1) 0" Ny, 20y, 2],

qui passe pafz;, y;) pouri = 1,...,n. On observe que le polyndmer) satisfait (idée d’Aitken
- Neville, 1929, 1932)

p(a) = —— (a0 — )1 (1) + (& — m)paa)). w.7)

Tn — Zo

On voit facilement que les deux cotés de la formule (1.7) donnent la méme valelep@aints
xg, 21, -- -, T,. COmme ils sont tous deux des polyndmes de degf&entité est une conséquence
de l'unicité du polyndme d’interpolation. En considérant le coefficient le plusdens (1.7), nous
obtenons

1

Tn — 2o

a = (5"‘1y[:v1, cey Ty — 5"_1y[x0, . ,xn,1]> = 0"ylzo,. .., Tnl,

ce qui démontre la formule (1.6). O

TAB. II.1 — Différences divises pour les dorées de la fig. 1.1

Ti | v oy 6%y &y oty 6%y
0l -1
1
21 1 3/8
5/2 —77/120
1] 6 —17/6 167/960
—6 3/4 —287/9600
500 5/3 ~1/8
2/3 —1/4
8| 2 1/6
3/2
0] 5

Exemple 1.3 Pour les données de la fig. Il.1, les difféerences divisées sont présentéele da-
bleau II.1. Le polyndme d’interpolation est alors donné par

p(af) = -1 +l‘—|—l‘(£l? — 2)% — x(gj — 2)(1- — 4)17_270 +l‘(£l? _ 2)(1‘ . 4)(1_ _ 5)%
— 2z — 2)(z — 4)(z — 5)(z — 8)%_

ou mieux encore pour la programmation (ou le calcul a la main)

pa) = =1+ a(1+ (= 2)(3+ (= 4) (55 + (= 5) (G55~ (= ~8)g55))))-
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Remarquel’ordre des{z;} n'a aucune importance pour la formule de Newton (1.6). Si I'on per-
mute les données:;, y;), on obtient évidemment le méme polyndme. Pour I'exemple ci-dessus et
pour les{z;} choisis dans 'ordré4, 5,2,8,0,10}, on obtient ainsi

p) =6+ (0 = 4)(=6-+ (0 =5) (= + (o =2 (7 + (0= ) (555 ~ g05)))):

En observant qué"y|z;,, ..., x; | est une fonction symétrique de ses arguments (par exemple,
8?ylxe, v3, 1] = 6%y[w1, 29, 23], VOIr 'exercice 1), on peut utiliser les valeurs calculées dans le
tableau II.1.

Pour diminuer l'influence des erreurs d’arrondi, il est recommandé d’ordonndr:j¢de
maniere a ce que les valeurs situées au milieu soient prises d’aldlesdvaleurs aux extrémités a
la fin. Pour ce choix, les expressians—zy), (x — x)(z — 1), (x — xo) (x — 1) (z — 22), €tc., sont
en général plus petites que pour un autre choix et I'amplification des edenssles differences
divisées est moins importante.

II.2 Erreur de l'interpolation et polyn dmes de Chebyshev
Supposons que les poirts;, y;) soient sur le graphe d’une fonctigh: [a, b] — IR, c.-a-d.,

yi = f(x;), i=0,1,...,n, (2.1)
étudions alors I'erreuf (x) — p(z) du polyndme d’interpolatiop(x). Deux exemples sont donnés
dans la fig. 11.2. A gauche, on voit un polyndme d’interpolation pour la foncfi@) = sinz, et a

droite pour la fonctiori /(1 + x?). Pour mieux voir I'erreur, on a dessiné la fonctipfx) en une
courbe pointillée.

FIG. 1.2 — Polyndme d'interpolation pousin z (gauche) et pout /(1 + x2) (droite)

Commencons par démontrer une relation intéressante entre lesrdiéiérdivisées pour (2.1) et
les dérivées de la fonctiof(z).

Lemme 2.1 Soit f(z) n-fois differentiable ety; = f(x;) pouri =0, 1,...,n (z; distincts). Alors,
il existe un¢ € (min z;, max x;) tel que

(n)
Sylzo, 3, ] = L), 2.2)
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Démonstration. Soitp(z) le polyndme d’interpolation de degrépassant pafz;, y;) et notons
d(xz) = f(x) — p(z). Par définition de(z), la differenced(x) s’annule em + 1 points distincts:

d(z;) =0 pour i=0,1,...,n.

Commed(z) est differentiable, on peut appliquefois le théoreme de Rolle (voir le cours d’Ana-
lyse 1) et on en déduit que

d'(z) an zéros distincts dangmin x;, max z;).
Le méme argument appliquéldz) donne
d"(z) an — 1 zéros distincts dangmin z;, max z;),

et finalement encore
d™ (z) al zéro dans(mjn z;, max ;).
A A

Notons ce zéro dé(™ (x) paré. Alors, on a

F™E) = p™ (&) = n! - "y[xo, 21, - .., Tn). (2.3)
La deuxiéme identité dans (2.3) résulte du fait §ugzo, =1, . .., x,] est le coefficient de™ dans
p(x). 0

Théoreme 2.2Soitf : [a,b] — IR (n + 1)-fois differentiable et soip(z) le polyrdome d'interpo-
lation de degé n qui passe pafz;, f(z;)) pouri =0,1,...,n. Alors, pourz € [a, b], il existe un
¢ € (min(z;, x), max(z;, z)) tel que

AI(S)

(n+ 1)1 (2.4)

flx) =plz) = (& —mz0) ... (x —2n) -

Démonstration. Si z = z; pour un indicei € {0,1,...,n}, la formule (2.4) est vérifiée car
p(z;) = f(z;). Fixons alors urk dansla, b] qui soit different der; et montrons la formule (2.4)
pourz = 7.

L'idée est de considérer le polyndmér) de degrén + 1 qui passe pafz;, f(z;)) pouri =
0,1,...,netpar(z, f(z)). La formule de Newton donne

p(x) =p(x) + (. —20) ... - (7 — 2) - " ylwo, ..., 20, 7). (2.5)

Si I'on remplace la difference divisée dans (2.5) par) (¢)/(n + 1)! (voir le lemme précédent)
et si 'on poser = z, on obtient le résultat (2.4) pour = z carp(z) = f(z). Commez est
arbitraire, la formule (2.4) est vérifiee pour taut m|

Exemple 2.3 Dans la situation de la fig. 1.2, oma+ 1 = 7. Comme lar®M€dérivée dein = est
bornée pail, on a que

1
ﬁa

Ip(z) —sinz| < |z(x — 1.5)(x — 3)(x — 4.5)(x — 6)(z — 7.5)(z — 9)]| -
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par exemple
Ip(4) —sin4| < 0.035 ou Ip(1) —sin 1| < 0.181.

Pour le deuxieme exemplg(z) = 1/(1 + 22), la 7®Medérivée est donnée par

(x4 1)(z — 1)x(2? — 22 — 1)(2? + 22 — 1)
(14 22)8 ’

fO(z) =-8!-
qui est maximale pour ~ +0.17632698. On obtient ainsi

| < (2 - 20.25) (4% — 9) (s — 2.25)a] - 2.

p() -

1+x2

Alors, I'erreur peut étré392 fois plus grande que pour I'interpolation si@ .

Question interessanteLa formule (2.4) montre que I'erreur de l'interpolation est un produit de la
(n+ 1)emederlvee def (z), évaluée a un point inconnu, avec I'expression- zo) - .. .- (z — z,,)

qui ne dépend que de la divisign,, . . ., x, }. Il estalors intéressant de chercher, poumdmnné,

la division dea, b] pour laquelle

m[a)g] |(z —20) ... (x — )] est minimal. (2.6)
z€|a,

La réponse a ce probléme peut étre donnée a I'aide de polyndmes de Chebyshev.

uN
i "'r‘."
N'!u l."

MJ “ /
| N v / \ it

.'." ‘)» .

“ "‘
' . | “"" .i‘ ‘. !
i M it '\‘

A AN
HoL

FIG. 1.3 — Les premiers 4 gauche) respectivement 3droite) polydmes de Chebyshev

TQ (Z‘)

Définition 2.4 (Polyndbmes de ChebyshevPourn =0, 1,2, ... et pourz € [—1, 1], on cEfinit

T, (z) = cos(n arccos x). (2.7)

1. Pour une étude des “courbes blanches” dans la fig. 11.3 (a droite)aspade 209 du livre: Th.J. RivliiGheby-
shev Polynomial2nd ed., John Wiley & Sons, 1990 [MA 41/36]
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Propri étés des poly@mes de Chebyshev.
a) Les fonctiond,(z) satisfont la Eccurrence

To(z) =1, T\ (z) =z,
Toi1(z) = 22T, (x) — Ty (). (2.8)

Par congquence];,(x) est un polydme de dedgn dont le coefficient de” est2" !, c.-a-d.,
To(x) =201 + ..
b) |T.(z)] <1 pourz € [-1,1].
km
T, ——)) = (=1)* k=0,1,...,n.
C) (cos( " )) (—1)* pour 0,1,...,n

Q) T, (cos(ZEEDTY)

e) Les polydmesT, (z) sont orthogonaux par rappott la fonction de poidd /v/1 — 22 (voir
le tableau 1.2)

=0 pourk =0,1,...,n — 1.

m Sin=m=0

/11 ﬁTn(x)Tm(x) dr = {7['/2 sin=m#0

0 sin # m.
Démonstration. La formule (2.8) est une conséquence de

cos((n +1)p) + cos((n — 1)p) = 2cos ¢ - cos(ny)

si I'on posecos ¢ = x ety = arccos x. La méme transformation donne

1 1 ™
11 Vs To(2) T () de = /0 cos(nyp) cos(myp) do
et la propriété (e) résulte de I'orthogonaliteds(ny). |

Revenons maintenant a la question de trouver une division satisfaisant (2.6).

Lemme 2.5 Soitg(x) un polyrdome de ded n dont le coefficient de” est2"~! (comme pour le
polyrdme de Chebyshev) et sgft:) # T,,(x). Alors,

max lg(z)| > max |T,(z)| = 1. (2.9)

z€[-1,1 z€[—1,1]

Démonstration. Supposons, par I'absurde, que

< T,
max lg(z)] < max | T(2)]
(voir la fig. 1.4 pourn = 5) et considérons la differenc&z) = ¢(x) — T,,(z). Cette fonction
s’annule au moins une fois dans chacun des intervalles fermés

{COS(M>,COS(I€—W>], k=0,1,...,n—1. (2.10)

n n

Alors, d(z) posséde: zéros dans—1, 1] (si une raciner € (—1, 1) est a I'extrémité de l'intervalle
(2.10), elle doit étre comptée deux fois car a un tel pdjrir) = 0 et¢'(a) = 0). Commed(x)
est un polyndme de degré— 1 (le coefficient der™ est le méme pouy(x) etT,(z)), ceci est une
contradiction &l(x) # 0. i
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VN

FIG. 1.4 — Esquisse pour la&monstration du Lemme

Le lemme précédent montre que

— N est minimal
max [(z—20) . (2~ )
si et seulement ic — ) - ... (v — x,) = 27 "T,44(2), C.-A-d., Si
Tp = COS(M> k=0,1 n (2.11)
k — om + 92 ) — Uy Ly ey .

(points de Chebyshev). Pour répondre a la question (2.6), il faut encore utiliserdmtianz —
atb 4 b=ty qui envoie l'intervallg—1, 1] sur[a, b]. On obtient alors

Théoreme 2.6 L'expression (2.6) est minimale parmi toutes les divisifng =1, ...,z,} Si et
seulement si

E=0,1,...,n. (2.12)

T =

a+b+b—a COS((Zk—l—l)Tr)
2 2 2n+2 7/’

Exemple 2.7 Comme dans la fig. 11.2, nous considérons la foncti¢n) = 1/(1 + 2) sur l'in-
tervalle[—4.5,4.5]. Dans la fig. Il.5, on compare le polyndme d’interpolation basé sur des points
equidistants avec celui basé sur les points de Chebyshev.

-1 -1
FIG. II.5 —Interpolation avec des poinggjuidistants & gauche) et les points de Chebyshédipite)
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1.3 Convergence de I'interpolation

Pour améliorer la précision du polyndome d’interpolation, on augmente, esrajele nombre de
points de la division. Considérons alors une suite de divisions

a:(n), a:(n), o™, 3.1
0 %1

n

Si I'on dénote pamp, () le polyndme d’interpolation satisfaisap,t(xl(m) = f(xl(’”) pour une
fonction f : [a,b] — IR donnée, il est intéressant d’étudier sa convergencef\(els

Théoreme 3.1Soitf € C*[a, b,
If™(z)] < M pour z € [a,b] et n=0,1,2,... (3.2)
et soit (3.1) une suite arbitraire ave¢™ € [a, b]. Alors,

m[a%] |f(z) — pp(x)] = 0 pour n — oc. (3.3)
z€la,

Démonstration. L'hypothése (3.2) appliquée a (2.4) donne

_ A
@) =) < b= oy
L'expression(b — a)"*!/(n + 1)! tend vers zéro pout — oo car elle est un terme de la série
convergente’ “ = 3,5,(b — a)* /k!. m

L'hypothése (3.2) est satisfaite, par exemple, pdugin x, cos x et pour des polyndmes, mais
autrement elle est trés rarement vérifiee. Par exemple,dadnerationnellef (x) = 1/z satisfait
f®)(x) = £n!/2"*". Elle ne vérifie pas (3.2) slt, 2].

Le phénomene de Runge (1901)Pour le reste de ce paragraphe nous allons considérer unique-
ment desfonctions rationnellesf (x), définies sur l'intervallenormali [—1, 1], et la suite des
divisionséquidistantes

x, =—-1+—, 1=0,1,...,n. (3.4)

Le but est d’étudier la convergence ggx) vers f(x). La fig. [l.6 montre les polyndmes d’inter-
polation pour la fonctiorf (z) = 1/(1 + 25z?) sur[—1, 1]. On peut observer que, dans un certain
intervalle autour de I'originey,, (x) converge verg(x), mais au bord de I'intervalle considéré, on
a divergence.

Pour pouvoir mieux comprendre ce phénomeéne, on a besoin de la formule de Cauchy (voir

Analyse II)

1 f(2)
flz) = 211 Jy 2 — x
Dans cette formuley est une courbe fermée autour detelle quef(z) n'a pas de singularité

a l'intérieur de la courbe. Si la courbe est donnée par la paramétrisatioju, b] — €' avec
v(a) = v(b), 'intégrale dans (3.5) est définie par

1@) = o [ L e = L[ LOO)

ComiJyz—w 2 Ja y(t) — 2

dz. (3.5)
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BN LAV IV
n=10

1T o a1V 0 VTh
n=14 n=16

FIG. 1.6 —Le ptenongéne de Runge poyf(z) = 1/(1 + 25z2)

En utilisant la notation
() = (v — xé")) (x— x&m) e (= 2™) (3.6)
pour la division équidistante (3.4), nous obtenons la formule suivante pour le polyndme d’interpo-

lation .

z. (3.7)

Ici, v est une courbe fermée autour du segnfierit 1] telle quef(z) n’ait pas de singularité (pole)
a l'intérieur de la courbe (voir la fig. 11.7).

-1 1

FIG. 1.7 — Courbe admissible pour la formule (3.7)

En effet, la partie droite de (3.7) est un polyndme de deggéx car(m,(z) — m,(z))/(z — =) en
est un. En posant = 2™ pour unk € {0,...,n},ona

(n)

1 — 1

LSO m@ w1 JE )
2miJy 7 — \" Tn(2) 2mi Jy oz — )"

ce qui montre la formule (3.7). La difference de (3.7) et de (3.5) nous donne une autre formule
pour I'erreur de l'interpolation.

Théoreme 3.2 Soity une courbe feri@e autour du segmept1, 1] (voir la fig. 11.7) telle quef(z)
n'ait pas de singulari a I'intérieur de~. Alors, pourx € [—1, 1], I'erreur de l'interpolation est
donree par

1 z) mplx
Fla) = pule) = o [ L. Tl )

T omilyz—x ma(2)
a
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L'idée de I'étude de la convergence ggx) versf(x) est la suivante: si, pour une [—1, 1],
on peut choisir la courbe telle que

[T ()] < " |mp(2)] pourtout z €y (3.9)
avec unx < 1, alors, )
o’ f(z
— < .
£@) = @) < 5 [ 1] (3.10)

et on a convergence pour— oo. |l faut alors étudier la fonctior{/ |7, (z)| pourn — cc.

Lemme 3.3 Pour la divisionéquidistante (3.4) et pour le polgmer, (z) de (3.6) on a

lim \/|m.(2)] = G(2)

OU n—oo
G(2) = exp(3R((= + 1) log(z + 1) — (= — 1) log(z — 1)) = 1). (3.11)

Démonstration. En prenant le logarithme d§f ., ()|, on obtient

n 1 1 n n
log {/|ma(2)] = ~ log [ma(2)| = ~ (log |2 — (| + ... +log | — 2],

ce qui représente une somme de Riemann pour la fonetierog |z — s, z\"), — 2{") = 2/n. On

obtient ainsi (observer gueg w = log |w| + i arg w)

lim log VI (2)| = 5[110g|z — slds = 5%[1 log(z — s)ds = 5%/271 logt dt.

Une primitive delog ¢ estt logt — ¢. Ceci implique

. n 1
lim log \/|ma(2)| = 5%((2 +1)log(z+1)—(z2—1)log(z—1) = (z+ 1)+ (2 — 1)),
et donne la formule du lemme. 0

Pour unz réel et compris dans-1, 1), on a

G(z) = e ' /(1 + 2)1*o(1 — 2)L-w,

en particulierG(0) = 1/e, G(£1) = 2/e (voir fig. 1.8 & gauche). Les lignes de nivegu| G(z) =
Const} sont dessinées dans la fig. 1.8 (dessin a droite).

Théoreme 3.4 (Runge 1901Fi f(z) n’a pas de singularé dans{z | G(z) < G(f3)}, alors

Jim pn(z) = f() pour € [-f,0]

Démonstration. On considére une courbeautour de[—1, 1] qui est en dehors de I'ensemble
{z]G(2) < G(B)} et qui est telle que tous les pdles fe) sont en dehors de. Ceci entraine

pourx € [—03, 3] que
G(x) < G(B) < o min G(2)

avec Unn, < 1. Pour una satisfaisanty, < o < 1 et pourn suffisamment grand, on a

\/ |Tn(2)] < - \n/|7rn(z)| pour Z €.

Ceci vérifie (3.9) pour: € [, ] et la convergence est une conséquence de (3.10). m|
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J/S/

L P R R RS S L
-1 0 1
FIG. I1.8 —La fonctionG(x) (dessina gauche) et les lignes de niveau@¢z) (dessina droite)

ExempleLa fonctionf(z) = 1/(1 +252?) possede une singularité eri/5. La ligne de niveau de
G(z) qui passe pat-i/5 coupe I'axe réel au point ~ 0.726. Alors, la convergence du polyndme
d’interpolation (avec des points équidistants) est établie pdut 0.726 (voir fig. I1.6).

Il est encore intéressant de mentionner que l'interpolation avec des points de @hehyde
meilleures propriétés de convergence.

Théoreme 3.5 Soit f(x) une fois contiiment diférentiable suf—1, 1] et soitp, (x) le polyrbme

d'interpolation passant pafz;, f(z;)) ot z; = cos(ZET) i =0,1,...,n. Alors,

rr[lalxl] |f(z) — pp(x)] = 0 pour  n — oc.
re|—1,

La demonstratiorutilise le theoreme de Stone-Weierstral3 (voir par exemple le chdpdu livre
de Werner & Schabackpour plus de details).

1I.4 Influence des erreurs d’arrondi sur l'interpolation

Représentation en virgule flottante.Chaque nombre réel £ 0 peut s’écrire sous la forme

r=+a-10° (4.1)

ou a, lamantissesatisfaitd.1 < a < 1 et I'exposanb est un nombre entier. Cette représentation
dez est unique. Supposons maintenant qu’on ait seulement un nombre fini de chiffres (glisons
a disposition pour la mantisse, mais que I'on n’ait pas de restriction pour I'expd&&ia dénote
I'arrondi dea, on va calculer en fait avec le nombre

arr(r) = +a- 10
au lieu der. Par exemple, le nombre= 3.141592653 . . . est représenté par

arr(m) = 0.31415927 - 10" (4.2)

si 'on calcule aved = 8 chiffres en base0.
Précision de I'ordinateur. On dénote paeps le plus petit nombre positif tel que

arr(1 + eps) > 1.

2. H. Werner & R. Schaback (197®raktische Mathematik 1Springer-Verlag, 2. Auflage. [MA 65/23]
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Pour un calcul en badd) avec/ chiffres dans la mantisse on a

arr(0.10...049...-10") =1
———
l
arr(0.10...050...-10") =0.10...1-10" > 1.
I I

Dans cette situation, on a alors
eps =5-107%. (4.3)

SiI'on fait le méme calcul en bage(comme tous les ordinateurs le font) on obtient

eps = 27°, (4.4)

Par exemple, sur ur@JUN workstation on a

REAL x4, eps =27 ~ 5.96-107°
REAL * 8, eps =275 ~ 1.11-1071'6
REAL * 16, eps =2 1% ~9.63-10°%.

Théoreme 4.1 Pour unx # 0 on a

larr(z) — x|

< eps, (4.5)
]

c.-a-d., I'erreur relative due I'arrondissement est boée pareps.

Démonstration. Soitz = a - 10° et arr(z) = a - 10°. Si I'on arrondit & chiffres significatifs, on a
la —a| <5-107¢1. Il en résulte

arr(z) —z| la—a|-10° _5-107°1

=5-107" =
2] o -100 = 10— °bs
car|a| > 1/10. O
L'estimation (4.5) peut aussi étre écrite sous la forme
arr(z) = z(1 +¢) ou le| < eps. (4.6)

Cette formule est la base pour toute étude d’erreurs d’arrondi.
Influence des erreurs dangy; sur le polyndme d’interpolation. Supposons que les donnégs

soient erronées et qu’on calcule en fait avec
@- = yz(l + 61') ou |€Z| < eps. (47)

Pour étudier la différence entre le polyndme qui passépay;) et celui qui passe par:;, 3;), on
utilise la formule du lemme suivant.

Lemme 4.2 (formule de Lagrange)Le polyrome d’interpolatiorp(x) qui passe pafz;, y;) pour
i=0,1,...,n estdong par

(4.8)
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Démonstration.Le polyndme; (z) satisfait/;(z;) = 1 etl;(xx) = 0Sik # i. Ainsi, les deux cotés

de la formule (4.8) valeny,, pourx = =y (k = 0,1,...,n). Commep(z) et>" , y;¢;(x) sont des
polyndomes de degré, cette formule est une conséquence de I'unicité du polyndme d’interpolation
(voir le théoreme 1.2). m|

Les polyndmes passant p@t;, y;) et (z;, y;) sont respectivement
p(z) =Y yili(x) et plz) =Y gils(x).
i=0 =0
Si y; est donné par (4.7), la difference satisfait
p(z) = p(x) = eyils(x)
i=0
et on obtient

) — p(a)| < eps- max (] 3" [6:()] (4.9

=0
La fonction}_!" , |¢;(x)| décrit 'amplification de I'erreur dans les données. Sa valeur magimal

Ap = max Y |4i(z)] (4.10)
thﬁ]iZO
s’appelle laconstante de Lebesgassociée aux points), z1, ..., x, et a l'intervalle[a, b]. Cette

constante peut étre calculee numériquement (voir exercice 5).

Points équidistants.Pour la divisionr; = a + (b — a) de l'intervalle[a, b], on a

2n+1
Ayo =~ 3 - 10%, Ayo ~ 10", A, —.
e-n-logn
B . . . — 2i+1)m
Points de Chebyshe\Si I'on choisitz; = 4 + 24 cos((Zntr; ),ona
A, <3 pour n < 20
A, <4 pour n < 100

A, ~ %logn sin est grand.

Expérience nurérique.Considérons la fonctiori(z) = sin z sur l'intervalle|0, 5]. Pourn > 25,
I'erreur de l'interpolation est bornée pai® /26! ~ 3.69 - 10~ quelle que soit la division choisie.

FIG. 1.9 —Influence des erreurs dans Igssur 'interpolation
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Prenons leg;; = sinz; en simple précision (erreur relative eps ~ 5.96 - 107%) et faisons

le calcul dep(z) en double précision. Dans la fig. 11.9 nous voyons le polyndme d’interpolation
obtenu de cette maniere (avec des points équidistants). Son erreur deviensibilena partir de

n = 32, la valeur oleps -A,, dépassé. Evidemment, I'interpolation avec les points de Chebyshev
ne montrera pas ce phénomene.

1.5 Transformation de Fourier discr ete et interpolation trigo-
nometrique

Dans le traitement de signaux, on est confronté a la situation suivante: bedplumigurs milliers

ou des millions) de valeurg;, y;) sont données ou l€s;} représentent une division équidistante
du temps. Typiguement, leg satisfont une certaine périodicité. La fig. 11.10 montre la digitali-
sation d’'un son. On a enregist?8000 impulsions par seconde, doh®24 sont dessinées (ceci
correspond d024/22 = 46.5 millisecondes). On est souvent intéressé a I'étude du spectre d’'un
signal (c.-a-d., la transformée de Fourier ou les coefficients de lads#&FReurier).

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. 11.10 —Digitalisation du son “a” pronon@ par Martin
Rappelons que, pour une fonctidn-périodiquef (z) a valeurs dang? ou danst’, la série de

Fourier est
keZT

ou les coefficients de Fourier sont définis par

L /27r f(z)e ™ dx (5.2)

f(k) - 21 Jo

(voir le cours d’Analyse Il pour les conditions entrainant I'égalité dans (5.LPp8sons mainte-
nant que la fonctiorf (z) est seulement connue pour legle la division équidistante

2l
l‘é:W, 520,1,...,]\7. (53)
Commef(xzy) = f(x) par hypothése, la formule du trapéze appliquée a (5.2) nous donne I'ap-
proximation

1 = —ikx,y
=N Z : (5.4)

£=0

Ceci motive les définitions suivantes.
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Considérons I'espace de suit&¥spériodiques

Py = {(yk)kez | yr € C, Ypsn = Yi}- (5.5)

Définition 5.1 La transforngée de Fourier dis@te(DFT) dey € Py est la suitgz;), 7 ou

— i NZ 72]611 _ i NZ avec W= e27ri/N
*EN = N & '
On la dénote: = Fyy.

Propri étés de la DFT.

a) Poury € Py onaqueFyy € Py.
b) L'application Fy : Py — Py est lintaire et bijective.
c) L'application inverse deéFy est donge par

ou
(Fn2)y : .7-'Nz = zzw (5.7)

Démonstration. En utilisantw® = ™ = 1 etw ¥ = (w™)~* = 1, on obtient

TN = _ 1 NZ —(k+N)t l g = 2,
+ N — N ’

ce qui montre la périodicité de la suite,).
La linéarité deFy est triviale. Pour montrer sa bijectivité et en méme temps la forndu@,
nous calculons

1 N-— 1 N—-1N-1
(.7:N.7:Ny N Z ]-'Ny rW ki — m Z Z ygw*kzw’”
1 N-1 1 N-1 L 1
_ - — =0\ = —,,.
=5 2wl X&) = g

£=0 k=0

e e N sim = 0 (modN)
km m\k

2 W=D (W) :{“’mNI:O sinon

k=0 k=0 wm—1 !

en observant que™ = 1 sim = 0 (modN). i
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FIG. 1.11 — Le spectrogramme pour le son de la fig. [1.10
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ExemplePour lesV = 1024 données de lafig. 11.10, on a calculé la transformée de Fourier discrete
z = Fyy. La suite{|z;|} est dessinée dans I'image du dessus de la fig. 1l.11 peud, ..., 170
(comme legy; sontréels, ona ; = Z; pourl70 < k < N/2 les|z| sont plus petits que 0.072).

On voit bien que les fréquences dominantes du son sont situées dans I'ietgrivall 60 (parce

que la longueur de l'intervalle dans la fig. I1.10 estid24/22000 secondes, la valeur = 60
correspond &0 * 22000/1024 =~ 1390Hz).

La théorie de ce paragraphe est basée sur le faif Grjeest une fonction périodique. Mais, la
période du signal de la fig. 11.10 n’est visiblement pas égale-a 1024. Elle est plutdt proche de
N =997. Si l'on calcule1024 valeurs def(x) sur une période exacte (par interpolation linéaire)
et leur transformée de Fourier discrete on obtient 'image du dessous de ldalfigGette fois,
on peut beaucoup mieux observer la frequence principal©?000/997 ~ 110Hz) ainsi que les
harmoniques (multiples de la fréquence principale).

10

o
T TTHHWH ﬂ:T TTHHW

aaa periode exacte
10°

T TTHHW

107

H
T

.1 ||||‘”|”|ul | " | I l [ |..|HH||||| ,o Illh“‘”ll
g At Ao, v 8 POl RABE.. o, F F T T B

150

O rrmm

Etude de I'erreur. Supposons maintenant que

Yo = f(we), Ty = (=0,1,...,N

pour une fonctionf : IR — € qui est2r-périodique. La formule suivante décrit comment la
transformée de Fourier discrete (5.4) approche les coefficients de Fourier.

Théoreme 5.2Sila ®riey”, 7 (k) est absolument convergente,

In(k) = f(k) = 3 J(k+jN). (5.8)
je
J#0
Démonstration. Lhypothese sur les coefficients de Fourier implique qu’on ait égalité dans (5.1)
(voir le cours d’Analyse Il). Par conséquent, on a

o)=L 5 (S foemgo = £ oy (G E ) -8 e

=0 e ne £=0 je

| 1 sin=k(modN)
] 0 sinon
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Corollaire 5.3 Soitf : IR — € p fois contitiment diférentiable f > 2) et 2r-périodique. Alors,
fy(k) = f(k) = O(N7) pour [k < N/2. (5.9)
En particulier, aved, = 27 /N, on a
N—-1

WY f) - [ fa)de =00, (5.10)

§=0
ce qui signifie que, pour des fonctions lissesériquliques, la formule de tragze est &s pEcise.

Démonstration. Montrons d’abord que les coefficients de Fourier satisfont

If(k)| < C-|k|™"  pour k#0. (5.11)

En effet, plusieurs intégrations par parties nous donnent

~ 2T . —ik o L)1 2 .
f(k) = %‘/0 f(x)e—ka dr = f(!L') e_ik z _}_(12,)” /0 f’(Z‘)e_ka dr
—_——
0
=...= (il;irp 0% £ (z)e ™ dr

etil en résulte (5.11) ave€ = 5~ [ |fP)(z)| dz.

prs

Pour|k| < N/2etj #0onaqudk + jN| > (|j| — 1/2)N et on obtient de (5.8) que

[fv(k) = F(k)| <23°C(j —1/2) PN P =C,-N "

i>1
Observons que la série dans cette formule convergepout. |

Attention.On sait quefy (k) est une suitéV-périodique (propriéte de la DFT) et qiiék) converge
tres rapidement vers zéro (voir (5.11)). Ainsi, péugrand (disong ~ N), fv(k) est une mau-
vaise approximation dé¢(k). Pour|k| < N/2, elle est en général trés bonne.

Interpolation trigonom étrique. Pour la division équidistante (5.3) de l'intervalle 27| et pour
Yo, Y1, - - -, Yn—1 donnés, on cherche un polyndme trigonométrique (une combinaison linéaire finie
de fonctions:***) passant pafz,, y,) pour/ =0,1,..., N — 1.

Théoreme 5.4Soity € Py etz = Fyy sa transfornée de Fourier dis@te. SiN est pair, le
polymdme trigonorétrique

N/2
j 1 —iNz iNz ikx
pn(x) = Z' 2t = §(z,N/Qe Nz/2 4 ZN/2€ N /2> + Z zpe® (5.12)
k=—N/2 k|<N/2

satisfaitpy (z,) = y, pour/ =0,1,..., N — 1.

Remarque. Si leg, sont réels{z;} est une suite hermitienne (c.-a-d., = z;) et le polyndme
pn(x) est une fonction réelle.
Démonstration. Pour/ fixe, la suite{ z,e**¢} est N-périodique erk. Ainsi,

N—-1
pn(xe) = Y 2™ = N - (Fyz), = N - (FxnFny), = ye- O
k=0
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Théoreme 5.5 (Erreur de l'interpolation trigonomeétrique) Soit f : IR — €' une fonctioren-
periodique telle que_, _ - f(k) soit absolument convergente. Alors, le p@lgre trigonorétrique
(5.12) poury, = f(x,) satisfait pour tout: € IR

1f(z) —pn(@) <2 Y [f(k)]. (5.13)

|k|>N/2

Démonstration. On soustrait (5.1) de (5.12):

N/2 N N ) N )
fl@) =pn(z) = 3" (F(k) = fu(R))e™ + 37" fk)e™.
k=—N/2 |k|>N/2
L'assertion est donc une conséquence de (5.8) et de I'inégalité de triangle. m|

Ce théoreme permet une interprétation intéressante. Considéronsnetierf2r-périodique

de frequence maximal® (c.-a-d.,f(k) = 0 pour|k| > M). Alors, le polyndéme trigonomeétrique
pn(x) donne le résultat exagh((z) = f(x) pour toutz) si

N > 2)M. (5.14)

Ce résultat — lehéoreme déchantillonnage- nous donne une formule pour le nombre d’échan-
tillons nécessaires pour une représentation exacte d’une telle fonction.

Pour notre exemple (fig. .10 et fig. 1.11), la frequence maximale est d’enti366Hz (c.-
a-d., M =~ 60). Alors, N = 128 échantillons sont suffisants pour représenter correctement le

N = 256
......... [ N B B
10 20 30 40
N =128
......... [ N B B
10 20 30 40
N =64
......... R N S B
10 20 30 40

FIG. 11.12 —Interpolation trigonongtrique
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signal de la fig. I1.10. Dans la fig. 11.12 sont dessinés les polyndémes trigonom@tpig(ie) (pour
N = 64, 128 et 256) passant par

Ye pour ¢ =0(mod1024/N)

ouy, sont les données de la fig. 11.10. On voit bien la bonne représentation a pakir=de2s. |l
suffit alors d’utiliser chaqu&®M&échantillon (compression des données).

1.6 Transformation de Fourier rapide (FFT)

Un calcul direct deFyy nécessiteV? multiplications et additions. Dans ce paragraphe, nous
présentons un algorithme qui fait le méme travailéivg, N opérations. Cet algorithme est di a
Cooley & Tukey (1965); il est basé sur des idées de Runge (1925).

Lemme 6.1 Soientu = (ug, u1,...,un_1) € Py, v = (vg,v1,...,un_1) € Py et cefinissons

Yy = (Uo,Uo,Ul,Ul,...,UNfl,UNfl) € P2N- (61)
Alors, pourk = 0,1,..., N — 1, 0n a (uoy = e>™/2N = ¢mi/N)

2N(.7-'2Ny)k :N(j: )k+w2 N(j: )

(6.2)
2N(.7‘—2Ny)k+N - N(}—Nu)k - WQN N(}— )

Démonstration. En utilisantws,, = wy, un calcul direct nous donné érbitraire)

1 2N—-1

2N—
2N (Fony)r = Z Y€ ~2migk/2N — Z ?JJWQ_er
Jj=
= (204+1)k
= Yap w_%k + Z Y2041 Won = N(fNU)k + w2_]<cf N(fNU)k

U M v _
¢ WNHC ¢ w2]<€7 u)N”C

)—‘D

La deuxieme formule de (6.2) résulte dg, = —1. O

La formule (6.2) nous permet de calculer (avéamultiplications e2 N additions) la trans-
formée de Fourier discrete dee P,y a partir deFyu et Fyv. La méme procédure peut étre
appliguée récursivement aux suitest v si elles ont une longueur paire. Si I'on suppose que
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N = 2™, on obtient I'algorithme présenté dans le schéma suivant (Notr8 = 23)

Fn/gYo = Yo
/ f _
Yo \ N/8Ys = Y4
Yo Yo (N/4) .}—NM (y4>
F -
i (N/2) - Fuyo ??ﬁ \ " / N/8Y2 = Y2
" / (N4 - P ( ) \ Fysys = ys
Y3 Ye Ye
N-Fy|! (6.3)
1
s \ o / (N/4) - Fnya <y1> /TNy =
(N/2) - Fupo | 22 B\
Y6 N2 ys Fn/gYs = Us
(' Uyr (N/4) - Fya (?J3> )
v \ Fnsys = y3
Fn/gyr = yr

La programmation de cet algorithme se fait en deux étapes. D’abord, on migt; Jedans
I'ordre exigé par I'algorithme (6.3), c.-a-d. qu'il faut inverser les bitagika représentation binaire
des indices:

0= (0,0,0) 0= (0,0,0)
1=(0,0,1) 4= (1,0,0)
2 = (0,1,0) 2 = (0,1,0)
3=(0,1,1) . 6=(1,1,0)
4=(1,0,0) 1=(0,0,1)
5= (1,0,1) 5=(1,0,1)
6= (1,1,0) 3=(0,1,1)
7=(1,1,1) 7=(1,1,1)

Apres, on effectue les opérations de (6.2) comme indiqué dans le schem® @uBline explica-
tion détaillee de la programmation voir le livre “Numerical Recipiés

Pour passer d’'une colonne a une autre (dans le schéma (6.3)) on a be3gin meltiplica-
tions complexes et d& additions (ou soustractions). Comme= log, N passages sont néces-
saires, on a

L N , N .
Théoreme 6.2Pour N = 2™, le calcul deFyy peutétre effecté en 5 log, N multiplica-
tions complexes et Nlog, N additions complexes. O

Pour mieux illustrer 'importance de cet algorithme, nous comparons dans le tdbieé
nombre d’opérations nécessaires pour le calcufFge — avec ou sans FFT.

Applications de la FFT. A part le calcul d’'un spectrogramme (voir la fig. [1.11), la transformation
de Fourier rapide a encore beaucoup d’autres applications.

a) La propriété (voir exercice 6)

Fn(yxz)=N-Fyy-Fnz (6.4)

3. W.H. Press, B.R. Flannery, S.A. Teukolsky & W.T. Vetterling (198®)merical Recipies. The Art of Scientific
Computing FORTRAN Version). Cambridge University Press.
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TAB. I.2 — Comparaison de nombres d'egations

N N? | Nlog, N | quotient
25 =32 ~ 103 160 ~ 6.4
210~ 103 | ~ 108 ~ 10* ~ 100
220 ~ 108 | ~ 102 | ~2-107 | ~5-10*
pour laconvolution
N-1
(y * Z)lc = Z Yk—t Ze (6.5)
=0

de deux suitesV-périodiques implique que x z = N - Fy'(Fyy - Fyz) peut étre calculé
enO(N log, N) opérations.
b) Résolution d’'un systeme linéaire avec une matrice de Toeplitz aireul

Qo aN-1 an-2 - a1 Ty bo

ay Qo aN-1 - QG2 T b1

s ap ap ' ag T = by (6.6)
any—-1 Gn—2 Gn-3 ' Qo TN bn_1

Evidemment, le systéme linéaire (6.6) est équivalent& = b si I'on considéerda;), (z;)
et (b;) comme des suites dais;. On obtient la solution de (6.6) &( N log, V) opérations
avec la formule

v=N"" Fy' (Fnxb/Fya) (6.7)
ou la division est effectuée élement par élément.
c¢) Multiplication d’'une matrice de Toeplitz arbitraire avec un vecteur
ag a_q a_o A_N+1 Zo
aq Qo a_q A_N+2 T
a ay ap a-N43 T2 (6.8)
anN—-1 an-2 GaN-3 Qo ITN-1

En considérant les suites daRsy

S 0N-1,0,0 Ny1,0 Ni2,- .., 0 1)

.,IL'N_l,0,0,...,O)

a =(ag, ay, ..

x =(xg, 1, -

on veérifie facilement que le résultat du produit (6.8) est la premiere @ubétia convolution

a x x. Le calcul de la convolution avec FFT donne alors un algorithme rapide pour effectuer

le produit (6.8).

1.7

Le mot “spline” (anglais) signifie “languette élastique”. On s’intéeeasla courbe décrite par
une languette forcée de passer par un nombre fini de points donnés (dis¢ns parpouri =

Interpolation par fonctions spline
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0,1,...,n). Lafig. .13 montre le spline passant par les mémes données que pour la fig. .1 (pour
pouvoir le comparer avec le polyndme d’interpolation).

10

FIG. 11.13 —Spline cubiqued comparer avec fig. 11.1)
Mathématiquement, ce probleme peut étre formulé comme suit: on chercliengtien s :
[a,b] = R (a = xy, b = x,,) satisfaisant

(S1) s(x;) = y; pouri =0,1,...,n;
(S2)  s(z) est2 fois continlment différentiable;

(S3) /b(s"(x))2 dz — min.

L'intégrale dans (S3) représente I'énergie de la languette déformgeagié principe de Mauper-
tius, est supposée minimale.

Théoreme 7.1Soita = x5 < x1 < ... < x, = bune division don@e,s : [a,b] — IR et
f : [a,b] — IR deux fonctions qui&rifient (S1) et (S2). Supposons que

S"(0)(£'(b) — ' (b)) = s"(a) (f'(a) — 5'(a)) (7.1)

et ques(x) soit un polydme de degd¥3 sur chaque sous-intervalle; i, z;]. Alors, on a

[ @ ar < [ a. (7.2)

Démonstration. Cherchons des conditions suffisantes pgui) afin de satisfaire (S3). Pour ceci
nous considérons des fonctions voisiti¢s) = s(z) + eh(z) ole € IR eth(z) est de classé? et
vérifie

h(z;) =0 pour i=0,1,...,n. (7.3)
Chaque fonctiory (z) satisfaisant (S1) et (S2) peut étre obtenue de cette maniére. La condition
(S3) s’écrit alors

a

= /ab(<:3"(:1:))2 dx + 2¢ /ab s"(z)h" (z) dw + € /b(h"(:v))2 dx

a

/a (5 (@))? da < / "(5(2) + eh"(2))? da

(pour toute € IR), ce qui est équivalent a

/ab s"(x)h"(x)dx =0 (7.4)
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pout touth € C? verifiant (7.3). En supposantz) 3 fois differentiable sur chaque sous-intervalle
de la division, on obtient par intégration par parties que

b

(@) () || - / ()W () da = 0. (7.5)

a

L'hypothese (7.1) implique que la premiere expression de (7.5) est nulle. Ceff{mjeest constant
sur(z;_1, x;), disons égal a;, la deuxieme expression de (7.5) devient

M-

I
=)

b n T;
/ s"(z)h (z)dx =" ozi/ h'(z) dr =
@ i=1 Ti-1

2

par (7.3). Ainsi, (7.4) et par conséquent (7.2) aussi sont vérifies. m|

Le théoreme précédent montre que les candidats a la solution de (S1-S3)ssfomiatiens de
classe’? qui sont des polyndmes de degrpar morceaux.

Définition 7.2 Soita = 7y < z; < ... < x, = b une division déa, b]. Une fonctions € C*[a, b]
s’appelle spline (cubique) si, sur chaque intervadte ,, z;], elle est un polydme de deds 3.
Pour satisfaire la condition (7.1), on a plusieurs possibilités:

— spline naturel:on suppose que

s"(a) =0 et s"(b) = 0. (7.6)

— spline scek: on suppose données les pentes aux extrémités

s'(a) = po et s'(b) = pp. (7.7)

— spline @riodique:on suppose que

§'(a) = s'(b) et §"(a) = s"(b). (7.8)

Evidemment, pour le spline scellé, la condition (7.1) est seulement satisfd# fonctionf ()
vérifie aussi la condition (7.7). Alors{x) minimise l'intégrale de (S3) seulement dans la classe
de fonctions dont les pentes sont fixées aux extremités. Pour le spline pérjddigiteation est
analogue.

Le but suivant est de dériver une construction du spline vérifianj = y; pouri = 0,1,...,n
et une des conditions (7.6)-(7.8).

Interpolation d’'Hermite. Considérons un seul sous-intervalte ;, x;] et cherchons un polyndme
s;(x) de degré vérifiant
Sz'(xi—l) = Yi—1, Sz(%) = Yi, 3;(%’—1) = Pi-1, S;(%) = Di- (7.9)

La solution peut étre obtenue par la formule de Newton en remplacant les deweregnanditions
de (7.9) paw;(z;_1 +€) = y;_1 + €p;_1 ets;(x; — €) = y; — ep;, et en considérant la limite— 0.

Les differences divisées corresponadant aux données (7.9) sont présentélestdalesu 11.3
(h;_1 := z; — x;_1). En utilisant les valeurs encadrées pour la formule de Newton, on obtient

si(x) = yi1 + (x — 2 1) Oy[zi, w5 1] (7.10)
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TAB. I1.3 — Différences divises pour l'interpolation d’Hermite

Ti-1 | Yi-1
Pi—1
Ti-1 | |Yi-1 hi Oyl zi1) — pic1)
Sylxi, 2i-1] hi % (pi + pic1 — 20y, 321))
T Yi hili (i — Oylai, 25-1])
Pi
T Yi

(x —x 1) (x —
hi

* ) (3, — Byl 201 ]) o = 20m1) + (pims — Syl mia ) — ).

Construction du spline interpolant. Pour chaque choix d&, p;, . . ., p,, la fonctions : [a, b] —
IR, définie pars(z) = s;(z) pourz € [z;_1, z;], Satisfait

a) s(z;) =y; pouri =0,1,...,n;
b) s(x) est de classé' ets'(z;) = p; pouri =0,1,...,n;
c) sur chaque intervalle; 1, z;], s(z) est un polyndme de deggé

Pour construire le spline interpolant, il reste a déterminer les pgntes . . ., p, de maniere a ce
ques”(x) soit continue, c.-a-d.,

S (z3) = s714 (), i=1,...,n—1, (7.11)
et qu’'une des conditions (7.6)-(7.8) soit satisfaite. En dérivant (7.10) deux fois, @mbbti

2

s (z;) = (2pi + pi—1 — 30y[zs, xi1])

i
2

ne.. — _

Si (1‘7/_1) hifl

(pi + 2piz1 — 30y[xi, xi-1]).

La condition (7.11) devient alors

Pi— 1 1 Pit1 Sylws, wim1] | 0Y[@iv, xi
+pi-2- +—)+ =3 +
hi 1 P (hiq hi> hi ( hi 1 hi ) (7.12)
pour 1=1,...,n—1.
Ceci donnen — 1 équations linéaires pour les+ 1 inconnuey, p1, - - ., p,. Les deux dernieres
conditions sont données par le type du spline.
Pour lespline naturella condition (7.6) donne
2po + p1 = 30y|xy, x
Po TP ylz1, 2] (7.6)

Pn—1+ 2pn =3 6y[1'na xn—l]-
Pour lespline scek, les valeurs de, et p, sont explicitement données et, pourdgline
periodique on ajoute les conditions, = p, et

Pn—1
hnfl

N 1 > N P 3(6y[xn,xn_1] N 5y[x1,:1:0]>. (7.8)

9. — =
o2 () Tt T
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Le systeme linéaire ainsi obtenu s’écrit matriciellement (posplae scellé)

1 1 1
2 tm)

1 oL 4 L 1 h @

hi hi " ha ha D2 C2

1 1 1 . —
_ . : :
hn—2
Prn— Cn—-1
1 1 1
hn—2 Z(hn—2 + hn—l)
A
avec deg; convenables. Pour=2,...,n —2,0na

. 59[%,%‘—1] 5?J[$i+1,$z’]
S ey e

et pouri = 1 eti = n — 1, il faut encore soustraire le termf&x,)/ho et f'(x,)/h,—1, respective-
ment. La matriced est symeétrique et tridiagonale.

Théoreme 7.3 Soit Ap = c avec deg; satisfaisantc;| < v pour touti. Alors,

h
Ipz-lsgfy ol h= max h;. (7.14)

i=0,...,n—1

En particulier, A est inversible (posey = 0).

Démonstration. Soit p une solution dedp = ¢ et choisissons l'indicé de maniere a ce que
Ipe| > |p;| pour touty. La ligne/ du systemelp = ¢ donne

1 1): Pe—1 Pesi

9 (4~
bt (hzf1+hz

et, en prenant sa valeur absolue,

el 2 (o) < el (—— + )+

ho—1 ~ he hoe-1  he
On en déduit
hg . hg_l max(hg, hg_l) h
< < < —
|pe|_hz+h£717_ 5 Y< 57
carhy; 4+ hp_1 > 2 - min(hg, hg_l). |

Conclusion.Le spline scelléexistetoujours et il esunique La méme démonstration s’applique
aussi au spline naturel et au spline périodique.

La résolution du systeme linéaire (7.13) se fait par élimination. |Dmrée la variablep, dans
la ligne 2 a l'aide de la lignel, puis la variablep; dans la ligne3 a I'aide de la ligne2, etc. On
obtient alors un systeme bidiagonal qui est facile a résoudre.
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1.8 Lerreur du spline

Soient une fonction différentiablg : [a,b] — IR et une divisiom = 25 < 21 < ... < z,, = b.
Considérons le spling(z) satisfaisant (spline scellé)
s(x;) = f(xy), i=0,1,...,n (8.1a)
s'(xo) = f'(z0), s'(xn) = f'(xn). (8.1b)

Ce spline est donné par (7.10) ou les coefficigntsatisfont (7.12)py = f'(zo) etp, = f'(z,).
Le but est d’étudier I'erreuf (z) — s(z) pourz € [a, b].

Lidée importante est de considérer (Jut i, z;]) également le polyndme d’interpolation
d’Hermiteg;(x), défini par

Qi(l‘ifl) = f(fl?iq), qz(fl?z) = f(fl?i), qzl‘(xifl) = f’(fl?iq), q;(fl?z) = f’(%‘)- (8.1)

Il est aussi donné par (7.10) si 'on remplagepar f'(x;). On va estimer séparément les deux
termes dans la formule

f(@) = si(z) = (f(2) — qi(2) + (q:(x) — si(2)). (8.2)

Théoreme 8.1 Soit f(z) de class&€” et ¢;(x) le polyrdome de ded¥ 3 satisfaisant (8.1) (interpo-
lation d’Hermite). Alors, pour: € [z;_q,x;],0n a

hi
. max
384 celwio1,mi]

|f(z) — ai(z)| < LS @) (8.3)

Démonstration. Si I'on calcule le polyndme d’interpolation de degrpassant par

(T, (i), (wia+6 f(ic+6), (-6 flri—e), (o f(w)

avec la formule de Newton, on obtient paurs 0 exactement le polyndmg(z) (voir le tableau
1.3 des differences divisées). L'erreur de ce polyndme d’interpolation gteaitestimée par (voir
le paragraphe 11.2)

|(x —xi1)(x — 21 —€)(x — 2y + €)(x — 23)| - |f(4;(f)| _
Donc, poure — 0,
|f(l‘) N (]Z(l‘)| < (l‘ B xi—l)Q(l' - xi)Q - % . 56{22}?@1‘} |f(4)(£)| :

Comme la fonctiorfx — x;_1)?(z — z;)? posséde son maximum au milieu de l'intervalle ,, z;],
on obtient I'estimation (8.3). O

Pour estimer la deuxieme expression de (8.2), nous soustrayons la formule (7.16)ppur
de la formule analogue poyy(z) et nous obtenons

(@) — sfa) = LI T (i @ — )+ (Flai) — ) (@ —0))- (8:4)
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Il nous faut encore une estimation fiéx;) — p;.
Lemme 8.2 Soit f(x) de classe’* sur [a, b] et notonsh = max; h; oU h; = x;., — ;. Si lesp;
satisfont (7.12)py = f'(z0) etp, = f'(xn),

3

) — il < - max [FO(@)] 85)

x€[a,b]
Si la division estquidistante et sf € C5[a, b],
h4

|f'(2:) —pi] < 60 " Mnax [P (@)]. (8.6)

z€a,b]

Démonstration. (cas équidistant). Les sont définis par (voir (7.12))

%(pm +4p; +pi1) %(f(fl?m) — f(zi1)) =0. (8.7)

Pour estimer la differencf(z;) — p;, nous calculons le défaut qu’on obtient en remplagapar
f'(x;) dans (8.7):

3

%(fl(xil) +4f' () + f,(xiﬂ)) - ﬁ(f(«’fiﬂ) - f(xi71)> =:d;. (8.8)

En utilisant la formule de Taylor (voir le cours d’Analyse ) potitr; + h) et f'(z; + k), par
exemple

h2 h3 h4 1(1 — 4
flzith) = f(fl“i)ihfl(«’fi)ﬂLaf"(fﬂi)igf’"(:ri)wLZf(‘l)(:ri)ihf’/0 ( 4!t)

O (z;+th) dt,

on obtient

d; = h* /01((1 ;!t)g U ;!t)4)(f(5)(xi +th) + fO) (w; — th)) dt.

Comme la fonctior(1 — ¢)3/3! — 3(1 — ¢)*/4! ne change pas de signe $ir1], ceci nous donne
I'estimation

|dz~|gh?’/ol((l;!t)g—3(1_t)4>dt-2- max | fO(z)] .

4! TE[Ti—1,Tit1

=1/30

Notonsd = (di,...,d, 1) ete = (e1,...,e, 1)T ole; = f'(x;) — p;. En prenant la difference

entre (8.8) et (8.7), on obtiente = d ou A est la matrice de (7.13). Le théoreme du paragraphe
I1.7 implique
le;| < h max |d;| < h—4 - max |f®(z)|
=9 1= 60 z€[a,b] ’

ce qu’il fallait demontrer. m|
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Théoreme 8.3 (Erreur du spline scek) Soitf : [a,b] — IRdeclass€!,a =2y <z, < ... <
x, = b une division arbitraire ets(x) le spline qui passe parz;, f(x;)) pouri = 0,1,...,n et
qui satisfaits’(zg) = f'(zo) ets'(xz,) = f'(z,). Alors, avedh; = x;,1 — x; €éth = max; h; on a

5
£(a) = s(a)| < g7 - b max |7, 89)

Si de plus la division estquidistante et sf € C°[a, b],

4 5

h h
_ D max [f® .
[F(@) = s(2)] < g7 max YO+ 50

X (5) . .
: max |18 (8.10)

3
Démonstration. (cas équidistant). Pour € [z; 1, z;], nous estimons séparément les deux termes
dans (8.2). L'estimation du premier terme résulte de (8.3). Pour le deuxieéme, teous utilisons
(8.4) et (8.6). Ceci donne

(x —zi 1) (7 — ) ht 5
) _ .. < chiq - — . ma (5) < . ma: (5) '
n = 81
| | |
-5 -5 5
n=3 1 n=9 n =27 n = 81
' ! .00
Si- il .0000
1 .O5H
:": erreur ."E erreur i erreur W erreur
L _\/;—7"\/- 1 4[\ llll |||‘ /A LA_‘/\ ll'l I‘Il [ | L ul
-5\ i/ 5 —.5\\/; / 5 -5 \A IIN 5 -5 5

FIG. 11.14 —Spline interpolant (sced) pour la fonction (8.11)

Exemple.Considérons encore une fois (voir les fig. 11.5 et 11.6) la fonction

1

= m sur [—]_, ]_] (811)

f(z)
et calculons le spline interpolant (scellé) pour la division équidistapte- —1 + 2i/n, i =
0,1,...,n. Dans la fig. .14, lest dessins du haut montrent le spliagr) pourn = 3, n =9,

n = 27 etn = 81. La fonction f(x) est dessinée en pointilles. Legdessins du bas montrent
les erreurs. Cette fois, la fonctidrt - f()(2)/384 (h = 2/n) est inclue en pointilles (on a choisi
I'échelle sur I'axey de maniére a ce que - ) (0)/384 soit toujours au méme endroit). Pour des
petitsh, quand le deuxieme terme de (8.10) est négligeable, on peut tres bien obsealilitia
de I'estimation (8.10).
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11.9 Exercices
1. Calculer le polyndme d’interpolation passant par ldatgo
0,0), (1,3), 3,1, (52), (8,2),

en utilisant la formule de Newton.

2. Démontrer (par induction) que

ylro, ..., Tn Zy]H

i=0 A I T’
et en déduire que la difference divis€gy[zg, z1,. .., z,] €st une fonction symétrique; c.-a-d. que,
pour toute permutation de{0,1,...,n}
" [ a(0)s La(1)s - '7$o'(n)] = 5ny[$07x17"'7xn]'

3. Nous savons que I'erreur pour l'interpolation linéaleef aux pointszg, =, est

f"(¢(x))

f(@) = p(@) = (@ = 20) (0 = 21) =5, 29 <3 < a1,
si f € C*[xo,71]. Déterminer la fonctiorg(z) explicitement dans le cas of(z) = _, 2o = 1,
T = 2, et trOUVEI’maxlSISQ C(:l?) etminlgmg C($)
4. On veut tabuler la fonctiop = sinz aux points équidistants; = jh, j > 0.
(a) Majorer 'erreur d'interpolation dans l'intervalle:;, z; 1] lorsqu’on fait passer un polyndme
de degré 3 pat;_1, z;, Tiy1, Tito.
(b) Quelk peut-on prendre pour que cette erreur soit0~® pour touti > 0?
5. (a) Montrer que la formule de quadrature

/ m dx ~ Z fex), cp = cos(%) (9.2)

est exacte pour tout polyndnydz) de degré< 2s — 1.
Indication. Vérifier (9.1) pour les polyndmes de Chebystgvz), ..., Tss—1(x).

(b) Effectuez le changement de variables= cos(t) dans(1), a quelle formule de quadrature se
ramene t'on?
6. Considérer la fonctiorf(z) = =3 sur l'intervalle[—1, 1].
(a) Déterminep tel que la droitel(x) = px satisfait

max |f(z) —d(x)|] — min.
z€[—1,1]

(b) Pour quelse;, la droite trouvée peut étre interprétée comme un potya d’interpolation pour
f(z)?
(c) Y-a-t'il une relation avec les points de Chebyshev? Siexpliquer laquelle.
7. Pour un polyndbme(z) = a9 + a1z + ... + apz™, I'algorithme de Horner permet de calculer
by = p(zo) par:
b, = an
b; = a; + xob;y1, 1=n—1,...,1,0.
Notonsg(z) = by + bex + ... + bz !

a) Montrer quen(z) = by + (z — z0)q(x) et quep’(zg) = q(z0).
b) Géneéraliser I'algorithme de Horner pour calcybér) etp’(zy) en méme temps.
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8. Sur lintervalle[—1, 1], considérons la fonction

3z —4
(22 —9)(5z? — 8z + 4)°

flz) =

Représenter graphiqguemefitz) et calculer ces pdles. Trouver (a l'aide de la figure Il'iB}ervalle
maximal|a, 8] C [—1, 1] ou la suite des polyndmes d’interpolations (pour lessitiris équidistantes
z; = —1 + 2i/n) converge (quand — o).

9. Pour une divisiorry < z1 < ... <z, (n > 2), étudier la fonction

M) = b)) b = TTZ=%) 0.2)

i=0 ji (@i = ;)

a) Dessinet\(z) pourn = 2 en considérant la divisiof-—1,0, 1}.
b) Montrer que, sur l'intervallér;_, z;], on a l'identité

(—=1)77*1 sig<j—1

Al (2) = ;Q’&(I)a avec ¢ = { (—1)i~7  sii>]. (9.3)

c¢) Montrer que la fonctior\ (z) de (9.2) ne possede qu’un seul maximum local sur chaquevatie
[j-1,24].
Indication Etudier les extréma du polyndme (9.3).

10. Calculer les constantes de Lebesgue
n
A, = l(z)]|, =1,2,3,...
n xé?_a‘ffu;' i(2)] n

a) pour la division équidistante, = —1 + 2k /n,

b) pour les points de Chebyshey = — cos((2k + 1)7/(2n + 2)).

Pour calculer le maximum de la fonctigi{z) = >7i |¢;(z)| sur[z;_1, z;] utiliser la recherche de
Fibonacci.

11. Calculer a la main la transformée de Fourier disalett suite{0, 1, 2,3,0, —3, —2, —1}.
12. (a) Calculer les coeﬁicienfs(k) de la série de Fourier pour la foncti@r-périodique

dz/m  pour|z| < m,
f@) =1, .
pourz = .

(b) Calculer la transformée de Fourier discréte powrty_, oly; = f(2xl/N), [ = 0,...,N
avecf, la fonction de I'exercice précédent.

(c) Verifier le résultat obtenu dans I'exercice 11 pAue 8.

(d) Estimer la differencéz, — fn (k)|

13. Pour deux suites périodiqgugs Py etz € Py on définit laconvolutiony  z par

N—1
(y * 2) = Z Yk—j%j-
7=0
Montrer quey * z € Py et que
1
N}"N(y*z) =Fny-Fnz (9.4)

ou la multiplication dans (9.4) est effectuée élememtgdément.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Démontrer I'egalité de Parseval (1806) pour la ti@msée de Fourier discrete & Fny).
N-1 N-1
N al? =0 |l
k=0 k=0

Soit N un nombre pair epx(z) le polyndme trigonométrique qui passe fdap,y,) pour { =
0,1,...,N — 1 (voir la formule (5.12) des polycopies). Montrer que

N—1
pn(z) = > ye Sn(z — ) (9.5)
£=0
ou
sin(zN/2) cos(z/2)
N sin(z/2)

La fonctionSy(z) de (9.6) permet d’étudier I'influence des erreurs dangjesur le polyndéme
trigonométrique interpolant. Montrer qgy (z) est2r-périodique et que pour toute [—, 7|

(9.6)

SN(Z’) =

sin(:z:N/Q)‘ < 2

‘SN(Q”)_ zN/2 | =7 N

Calculer a la main le spline nature! (zy) = s”(z,) = 0) qui passe par les points
(_3a0)a (_2a0)a (—1,0), (051)5 (150)5 (270)7 (3a0)

Dessiner les graphes (si possible avant les calculss(€e s'(z), s”(z), s (z).
Indication.Pour des données symétriques par rapporta0, le spline naturel est une fonction paire.
Avec cette observation, on peut réduire la dimension diésys de);.

Pour la fonction .

=z siz >0
f(x)_{O siz <0,

calculer les differences
Af(z),  A’f(z), A%f(z), et B(z)=A'f(s)

0UAg(z) :=g(z +1) — g(z) et A?%g := A(Ag), etc.

Montrer queB(z) est une fonction “spline” (appelée “B-spline”) a suppoompact, c.-a-d. qu’elle
est nulle en dehors d'un intervalle borné.

Calculer les valeurs dB(z) pourz € Z et dessine3(z).

(Spline @riodique. Soient donnész;,y;) pouri = 0,1,...,n avecy, = yo. Montrer I'existence et
l'unicité d'un spline qui passe par tous les, y;) et qui satisfait

s'(zn) = ' (z0) , s"(zn) = 8" (m0) .
(Formule déNewton-Gregory Soit f : [a,b] — IR une fonction différentiable et; = a + ih, (avec

h = (b — a)/n) une division équidistante de, b]. Montrer que l'intégration du spline, défini par
s(xz;) = f(x;) pouri = 0,1,...,n, s'(a) = f'(a) ets'(b) = f'(b), donne la formule de quadrature
suivante:

b 2
[ 3o~ 0( 57 (o) + @)+ 4 S @nmr) + 57 n) ) = 5 (o) = £ (00))

Pourquoi cette formule est-elle exacte pour tout polyndmeegré 3?



Chapitre Il

Equations Differentielles Ordinaires

Ce chapitre est consacré a la résolution numérique d’'un systeme dggudiiferentielles ordi-
naires

yi :fl('rayla"'ayn)a yl(xO) = Y10,

. (0.1)
y;, :fn('rayla"'ayn)a yn(l‘O) = Yno-
En notation vectorielle ce systeme s’écrit
y'=f(,y),  y(@o)=1uo (0.2)
ouy = (y1,-..,yn)" etf: IR x IR" — IR". Voici quelques livres qui traitent de ce sujet.
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1.1  Un exemple: probleme restreinta trois corps

Considérons les trois corps suivants

B
laterre......... massey =1 — u (lune)
lalune......... masseu = 0.012277471 o Y (satellite)
un satellite . .. .. masseec — 0 (négligeable)

A (terre)
et supposons que

— la terre et la lune soient aotation circulaire (dans un plan, vitesse constante) autour du
centre de gravité du systeme. Si le centre de gravité est supposé’étigide, on aA =
—ue' pour la terre eB = (1 — u)e pour la lune (voir la figure).

— le mouvement du satellite soit dii aftace d’attractiondes deux corps. Celle-ci est propor-
tionnelle &m,my/r? oum,, m, sont les masses efla distance entre eux.

En appliquant ldoi de Newtor( massex accélération= force ), on obtient pour le mouvement du
satellite ¢ € @)

e(l—p) A=Y € B-Y
Y = : + : . (1.1)
A=Y [[A=-Y] [[B=Y|* ||B-Y]
attraction de laterre  attraction de la lune
Pour éliminer le facteue’” dansA = —pe et B = (1 — p)e®, introduisons la variablg =
e”"Y = y; + iy,. Dans le systéme de coordonnégs i), la terre et la lune ne se meuvent plus.
Si nous inséron¥ = eity etY” = —eity + 2ie'y’ + e'y” dans I'équation (1.1) nous obtenons
= 1—py—
iy —y = (1) EEZY) Uiy (1.2)

. M . .
e+ yl? 11— p—yl?

En séparant les parties réelles et imaginaires et en introduisant dellaswagiables pour la
vitesse {3 = v}, y4 = y5) Nous obtenons le systeme

Y1 = Y3
[ —
?J? = Y4 , \ (1.3)
Yy = Y1+ 2ys — (L= p) (1 + p) /1y — plyn — 1+ p) /75
Yy = Yo — 2y3 — (1 — p)ya/r7 — pya /73
ou
re =/ (Y1 + 1)+ 13, ro =/ — 1+ 1) + 3.
Pour les valeurs initiales
y1(0) = 0.994, y2(0) =0, y3(0) =0, (1.4)
y4(0) = —2.00158510637908252240537862224, '
la solution est périodique (voir la fig. 111.1, trait continu) de période
T =17.0652165601579625588917206249. (1.5)

Les figures de ce chapitre sont toutes tirees du livre de Hairer, Ngrsetn®eia
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240007
Euler steps .

DOPRI5 =
S

| 6000 RK steps

moon
) initial
—~——"1value

__—RK solution

,,,,,,,,,,,, =

74 steps of DOPRI5
< (polygonal and
interpolatory solution)

FIG. lll.1 — Solution de (1.3) (orbite d’Arenstorf)

Avant de discuter la résolution numérique des équations differentiellestaqmueslons un théo-
reme sur I'existence et I'unicité de la solution (pour une démonstrationlevoaurs d’Analyse ).

Théoréme 1.1 Soit f(z, y) de classeC' dans un voisinage dexg, o). Alors, il existea > 0 tel
que le probkmey’ = f(x,y), y(xy) = yo posede exactement une solution $ug — o, zo + o). O

1.2 M éethodes de Runge-Kutta

Pour calculer une approximation de la solution de

y, = f(xay)a y(xO) = %Yo (21)

sur I'intervalle[z,, ], on proceéde comme suit: on subdivisg, Z| en sous-intervalles d’extrémités
rg <11 <...<xy = Z,0ndénote, = z,,; — x, et on calcule 'approximation, ~ y(z,)
par une formule de type

Yntl = Yn + hn(b(hna Tn, yn)' (22)
Une telle formule s’appelle “méthodeuapas”, car le calcul de, ., utilise uniquement les valeurs
Py Ty Y €T NONAG, 1, T 1, Y1,y - - -

Méthode d’Euler (1768).La méthode la plus simple est donnée par

Y1 = Yo + hf (o, yo) (2.3)

(pour simplifier la notation nous considérons uniquement le premiemnpad)(dans (2.2)) et nous
notonsh, = h). Elle est obtenue en remplacant la solutigm) par sa tangente au poifit,, yo).
L'expérience numeérique de la fig. Ill.1 montre que cette méthode n’est pas@assese.
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Pour la dérivation d’autres méthodes numériques, intégrons (224) ale, + A

zo+h
yroth) =vot [ flty(0) dr (2.4)

Si 'on remplace l'intégrale de (2.4) parf (o, yo), On obtient la méthode d’Euler. L'idée évidente
est d’approcher l'intégrale de (2.4) par une formule de quadrature ayant un ordre péus élev

M éthode de Runge (1895)0n prend la formule du point milieu

y(xo+ h) %yo+hf(xo+g,y(zo+g)) (2.5)

et on remplace la valeur inconnyér, + h/2) par la méthode d’Euler. Ceci nous donne

h h
Y1="% + hf(% + 5%+ §f($o, yo)) (2.6)

En généralisant cette idée a une formule de quadrature d’un ordre plas@heest conduit a
la définition suivante (Kutta 1901).

Définition 2.1 Une nethode de Runge-Kuttas étages est dorae par

kl - f(x()a ?JO)
ke = f(xo + c2h, yo + hagiky)

ks = f(zo + c3h,yo + h(azi k1 + aszks)) (2.7)

ks = f(xO + csha Yo + h(aslkl +...+ as,sflksfl))
y1 = yo + h(biky + ... + bsks)

C; | a; j

ol ¢;, a;;, b; sont des coefficients. On la ré&ggente 'aide du scléma ;
1

Exemples.La méthode d’Euler ainsi que des méthodes de Runge et de Heun sont données dans le
tableau I11.1.

TAB. Ill.1 — Les preméres néthodes de Runge-Kutta

0
0 1/311/3

0 1/2‘1/2 2/31 0 2/3
1 ‘ 0 1 ‘ 1/4 0 3/4

Par la suite nous supposerons toujours que;lsatisfont

i—1
01:0, ci:ZaU, i:2,...,8. (28)
7=1

Ceci signifie quet; = f(xo + ¢;h, y(zo + ¢;h)) + O(h?). Motivés par la relation (1.2.3) pour les
formules de quadrature, nous étendons la notion de I'ordre aux méthodes de Runge-Kutta.
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Définition 2.2 On dit que la néthode (2.7) a I'ordrep si, pour chaque prol@mey’ = f(z,v),
y(xg) = yo (avecf(z, y) suffisamment défentiable), I'erreur apés un pas satisfait

y1 — y(zo + h) = O(RPT) pour  h— 0. (2.9)
La difference (2.9) s’appelle erreur locale de l&thode.

La méthode d’Euler est une méthode d’ordlrear

y(zo + h) = yo + hy'(x0) + O(h*) = yo + hf (w0, o) + O(h*) = y1 + O(h?).

La méthode de Runge est basée sur la formule du point milieu qui est une formule deureadrat

d'ordre2: ) )

y(@o +h) =y + hf(% + 35 y(zo + 5)) +O(h?).
En remplacany(xy + h/2) par la valeury, + (h/2) f(x0, yo) de la méthode d’Euler, on ajoute un
autre terme d’erreur de grande(h?). Ainsi, cette méthode a I'ordpe= 2. La méthode de Heun
(tableau 111.1) est obtenue a partir de la formule de quadrature

ylwo +h) = yo + 5 (£ (w0, y0) +3F (w0 + 5yl + 51))) + O(hY)

si 'on remplacey(x¢ + 2h/3) par I'approximation de la méthode de Runge. La méthode de Heun
a donc l'ordrep = 3.

Expérience nunérique. Considérons les trois méthodes du tableau 111.1 ainsi que deux méthodes
d’ordre 4 (voir le paragraphe 111.3) et comparons leurs performances pour le probleme (Van der
Pol, voir Analyse I, Poly Il, p. 68-70)

Y =1 y1(0) = 2.00861986087484313650940188
yo=1—=vyDy—y  y2(0)=0

Nous subdivisons l'intervall@, 6.6632868593231301896996820305] (sur celui-ci la solution est
périodique) em parties équidistantes et appliquomdois la méthode. Le travail (hombre to-
tal d’évaluations def) est alors dessiné en fonction de I'erreur a la fin de I'intervalle I(fi@).
Comme dans la fig. .3 (intégration numérique), on peut constatetogugfe) dépend linéaire-
ment de— log,,(err) et que cette droite est de peri, oup est I'ordre de la méthode. Il est donc
important d’utiliser des méthodes d’ordre éleveé.

(2.10)

[11.3 Construction de méthodes d’ordre4

Le but est de déterminer les coefficients b, (lesc; sont donnés par (2.8)) afin que I'erreur locale
satisfasse (2.9) avec = 4. Pour cela, on va d’abord calculer les séries de Taylor de la solution
exactey(z, + h) et de I'approximation numériqug, = y(h). Ensuite, on va comparer leurs
coefficients.

Simplification. Si la condition (2.8) est vérifiée, il suffit de considérer des problesméznomes
c.-a-d. des problemes gfine dépend pas de Pour voir ceci, on écrit le systemé = f(z,y)
sous la forme équivalente

Y'= F(Y), ol Y= <x> FY) = <f(xl’y)> (3.1)
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104? fe ‘ 104? fe
C Runge / C Runge
i ‘ Heun i Heun ~/
_ Euler _ Euler ayd
” RK4
103 103
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error ofy; error ofy,
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————————————— RK classique (tableau I1l.2, & gauche)
regle 3/8 de Kutta (tableau Ill.2, a droite)

FIG. lll.2 — Erreur globale par rapport au travail nugrique

avec comme valeur initial®;, = (z,,)”. L'application de la méthode de Runge-Kutta au pro-
bleme (3.1) donne

i—1 s
Ki:F(Y()thZainj):(;_), K:%Jrhzbi](i:(%)

j=1 i=1 Y
ce qui est équivalent a (2.7) car

= T = 1 o + c;ih
Yo+ h ai-K-:( >+h a< )—( G )
° ]2:1 7 Yo JZ:I ! k] Yo + h Z =1 a1]
Série de Taylor de la solution exacteConsidérons le probleme
y' = f(y), y(x0) = Yo (3.2)

En dérivant I'équation (3.2), on obtient pour la solution exacte

y = (f'NHy)
v =N+ D)
yO = ("D 3L LD+ D+ ).

La série de Taylor est donc
h3
y(wo+h) =yo+ hfo+ (f 1)y + 5 ("D +11F), (3.3)
h4
+4 (f"’(f, LR +31 LD+ D+ FTE), + 0.

L'indice 0 indique que I'expression doit étre évaluée a la valeur initjgle
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Série de Taylor de la solution nunerique. Pour calculer la série de Taylor geg, il suffit de la
connaitre pour

1—1
ki=f(vo+hY aijk;). (3.4)
7j=1

On peut considérer (3.4) comme une équation de point fixe et on peut approchkepbasia
méthode des approximations successives. Si I'on commenég paf (o) + O(h), on obtient (en
utilisant (2.8))

ki= fo+ch(f'f), + O(h?).

La deuxieme itération nous donne
ki = fyo + heifo + W° S aije; (f o + O(h?))

h2
= fo+ch(f'f),+ hQEj aiici (f'f'f)o + ?C?(f”(fa ) +O(h?).

Si I'on fait encore une itération et si I'on insere la formule ainsi obtenuns da définition dey;
(voir (2.7)) on obtient

h2
Y1 = yo + h(X;b:) fo + g@zz'bici)(f'f)o

+ 2 (BTB) ", D)y + (65 biase) (77 F),) @5

4

h
ISR o+ (b 307 )y
+ (1255 biay ) (f ' (f, £))o + (24Zijkbiaijajkck)(flflflf))o) +O(1°).

En comparant les coefficients de (3.3) et de (3.5), on trouve les conditions pour lesieatsffic
¢, a5, by impliquant un certain ordre de la méthode.

Théoreme 3.1 (conditions d’ordre) La méthode de Runge-Kutta (2.7) a 'orddesi les coeffi-
cients satisfont (2.8) et

Sibi= 1  (=b +by+b3+by) (3.6a)

Sibici =1/2 (= bacy + bycs + bycy) (3.6b)

Sibic2 =1/3 (= byck + bgci + byc?) (3.6¢)

Yijbiaije; =1/6 (= bsagacy + ba(ascy 4 auzcs)) (3.6d)

Sibicd =1/4 (= bycd + bgcd + bycl) (3.6e)

i biciaije; = 1/8 (= baczasacy + baca(asaca + aszcs)) (3.6f)

i biaijc? = 1/12 (= bgasacs + by(auacs + assch)) (3.69)

ik bigijajecr = 1/24 (= biaszazscs). (3.6h)

(entre parentkses on a explid@tles expressions pour= 4). ]

RemarqueSi la méthode satisfait seulement (3.6a), (3.6a,b) ou (3.6a,b,c,d) elle a alorsesgulem
'ordre 1, 2 ou 3, respectivement.
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Résolution du syséme (3.6) pours = 4. Nous suivons une idée de John Butcher et considérons

le produit
b2 b3 b4 Co C% E]-CLQJ'—C%/Q 1/2 1/3 0
bacy  bscs  bacy 3 ¢ Yja3;—c3/2|=[1/3 1/4 0
d2 d3 d4 Cy CZ Ej Q45 — 03/2 0 0 0
U v
ou

dj= > bia; —bj(1—cj). (3.7)
i=j+1

Nous montrons d’abord quéet U = 0. Supposons, par I'absurde, guesoit inversible. Comme

UVes = 0, on obtient dond’e3 = 0, ce qui est impossible car

2 2
Co

C
Seso= =5 #0
J

Par conséquence, il existe un vecteug: 0 tel quew” U = 0. On a donay” UV = 0 et la forme
particulier de/'V nous montre que est forcement de la forme” = (0,0, «) aveca # 0. La
relationw” U = 0 nous donne les conditions nécessaites 0 pouri = 2, 3, 4, c.-a-d.

bQ(]_ — CQ) = b3a32 + b4a42 (38a)
b3(1 — c3) = byays (3.8b)
b4(1 — 04) =0. (38C)

Un calcul direct montre que le trois conditions (3.6d,g,h) peuvent en effet étre &aplaar
(3.8a,b,c) sans changer de solutions.

Le systeme (3.6a,b,c,e,f)—(3.8a,b,c) consiste@yuations non linéaires pour [e&parametres
b, a;; (lesc; sont donnés par (2.8)). On espere trouver une solution ayant deux degrés de libertée.
La solution est donnée par I'algorithme suivant.

Algorithme. Poserc; = 0, ¢4 = 1; c3 eteg sont des paraetres libres; calculeby, b,, b3, by tels
gue la formule de quadrature soit d’ordde(conditions (3.6a,b,c,e)); calculer;; de (3.8b) a4, et
a3y du syséme lireaire (3.6f)—(3.8a); finalement calcules;, a1, a4, de (2.8) pour = 2, 3, 4.

Parmi cette classe de méthodes d’ortlrkes plus celebres sont données dans le tableau Ill.2.
La “RK solution” de la fig. lll.1 a été obtenue par la méthode de gauche. Elle est Isas la
formule de Simpson.

TAB. Ill.2 — Méthodes de Kutta (1901)

0 0
1/21/2 1/3| 1/3
/21 0 1/2 2/3| -1/3 1
1 0 0 1 1 1 -1 1
1/6 2/6 2/6 1/6 1/8 3/8 3/8 1/8
“La” méthode de Runge-Kutta regle 3/8
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I1l.4 Un programme a pas variables

Pour résoudre un probleme réaliste (par exemple celui de la fig. lll.1), anl @apas constants
est en général inefficace. Mais comment choisir la division? L'elale choisir les pas afin que

I'erreur locale soit partout environ égaldal (fourni par I'utilisateur). A cette fin, il faut connaitre
une estimation de I'erreur locale. Inspiré par le prograrfmB@RAL pour I'intégration numérique
(voir I.6), nous construisons une deuxieme méthode de Runge-Kuttg,as@mme approximation
numeérique, et nous utilisons la differenge— y; comme estimation de I'erreur locale du moins
bon résultat.

Meéthode embdtée. Soit donnée une méthode d’'ordsea s étages (coefficients;, a;;, b;). On
cherche une approximatign d’ordrep < p qui utilise les mémes évaluations flec.-a-d.,

U1 = yo + h(biki + ...+ byks) (4.1)

ou lesk; sont donnés par la méthode (2.7). Pour avoir plus de liberté, on ajoute souvent un terme
contenantf(xy, ;) a la formule (il faut en tous cas calculéfz,, y;) pour le pas suivant) et on
cherchey, de la forme

?/jl =1%o =+ h(glkl —+ ... —f-/l;sks +Bs+1f(fl'1, y1)> (42)

Exemple. Prenons une méthode d'ordre-= 4 as = 4 étages et cherchons une méthode emboitée
d’ordrep = 3 qui soit de la forme (4.2). Les conditions d’ordre sont obtenues par le théoreme
du paragraphe I11.3 (on augmenteale 1 et on ajoute ur{s + 1)®M€étage avec pour coefficients
as+1; =b;pouri =1,...,s):

by +bo+bs 4 by + b5 =1 (4.3a)

Doy 4 bycs + by + bs = 1/2 (4.3b)

5203 +E3c§ + by + by = 1/3 (4.3¢c)

bsazaco —1—54((14202 + a43c3) +55/2 =1/6. (4.3d)

Cecireprésente un systeme linéairel @guations pous inconnues. On peut arbitrairement choisir
bs et résoudre le systeme pour les autres variables. Pour le iheiX /6, on obtient ainsi:

51 = 2b1 - ]_/6, EQ = 2(]_ - Cg)bg,

? A i (4.4)
b3 = 2(1 — Cg)bg, b4 = 0, b5 = 1/6

Calcul du h “optimal”.  Si I'on applique la méthode avec une certaine valgutestimation de
I'erreur satisfait f < p)

v — 1 = (y1 — y(zo + 1)) + (y(zo + h) — 51) = O(WP) + O ~ C - WL, (4.5)

Le h “optimal”, noté parigpt, est celui ou cette estimation est procherde

Tol~ C - iy (4.6)
En éliminantC de (4.5) et de (4.6), on obtient

p+1/  Tol
lyr — Bl
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(le facteur0.9 est ajouté pour rendre le programme plus sar).

Algorithme pour la sélection automatique du pas. Au début, I'utilisateur fournit un sous-
programme qui calcule la valeur déz, y), les valeurs initiales,, y, et un premier choix dé.
A) Avec h, calculery,, err = ||y, — 41| ethopt de (4.7).
B) If err<Tol (lepasestaccepté)then
To:=2o+h, yo:=y1, h:=min(hopt Tend— o)
else (le pas estrejeté)
h:= hopt
end if
C) Sizy = zengON a termingé, sinon on recommence en (A) et on calcule le pas suivant.

Remarqued! est recommandé de remplacer (4.7) par

hopt = h - min (5, max(0.2,0.9(Tol/err)/®+1)))

Pour la norme dans (4.7) on utilise en général

. 1 O~/ Yit — Jit\2 .
o — Jniz:l( ) 6 =1 tmax(yohll) (@49

(yio, yi1, Yi1 €St Iaz'émecomposante dgy, y1, 1, respectivement). Ceci représente un melange entre
erreur relative et erreur absolue.

Exemple numérique. Cet algorithme a été programmé (en utilisant la “rejlg” et la méthode
emboitée (4.4)) et il a été appliqué au probleme (une réaction chimétigrusselator”)

vy =14yl —4y (0) =15
Yy = 391 — Y1y y2(0) = 3
sur l'intervalle[0, 20]. Les résultats obtenus avéal = 10~ * sont présentés dans la fig. I11.3:

(4.9)

i) en haut, les deux composantes de la solution avec tous les pas acceptés;

i) au milieu les pas; les pas acceptés étant reliés, les pEésdjtant indiqués par;

iii) les dessin du bas montre I'estimation de I'erreur locale ainsi que les valeurs exactes de
I'erreur locale et de I'erreur globale.

I11.5 Convergence des neéthodes de Runge-Kutta

Si I'on appliqgue une méthode a un pas

Yn+1 = Yn + hnq)(xn; Yn, hn) (51)

a une équation différentiell¢’ = f(z,v), y(xy) = yo, On cherche a connaitre la grandeur de
I erreur globaley(x,,) — yy.

Théoreme 5.1 Soity(x) la solution dey’ = f(z,y), y(xy) = yo sur l'intervalle [z, X].
Supposons que

a) I'erreur locale satisfasse pour € [zq, X| eth < hmax

ly(x + h) = y() — he (2, y(z),h)|| < C- h* (5.2)
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— initjal h

FIG. 1.3 — Slection du pas, Tok 104, 96 pas accefs+ 32 pas rejets

b) la fonction®(z, y, h) satisfasse une condition de Lipschitz

|®(z,y, h) — @2, 2, h)[| <A |ly — 2| (5.3)
pourh < hnyax €t(z,y), (z, 2z) dans un voisinage de la solution.

Alors, I'erreur globale admet pour,, < X I'estimation

¢ A(xn—1x0)
ly(a) = gull < 1P - - (Xm0 — 1) (5.4)
ou h = max; h;, sous la condition qué soit suffisamment petit.

RemarqueDans la fig. Ill.2, on a constaté que, pour un calcul avec des pas constants, kgoreur
bale se comporte comneg,,(fe) ~ —C| - log,,(err)/p, ce qui est équivalentérr ~ C(fe) 7 ~
C5h?. Ceci concorde bien avec la formule (5.4).

Démonstration. L'idée est d’étudier I'influence de I'erreur locale, commise&lli€pas, sur I'ap-
proximationy,,. Ensuite, on va additionner les erreurs accumulées.

Propagation de I'erreurSoient{y,} et{z,} deux solutions numériques obtenues par (5.1) avec
pour valeurs initialegy, et zy, respectivement. En utilisant la condition de Lipschitz (5.3), leur
difference peut étre estimée comme

lyns1 = 2Znaall < lyn = zall + haAllyn = 2zall = (1 + ha)lyn = 2all < € lyn = 2all- (5.5)
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y(7n)
solution exacte E, =e,
Yo
méthode de Runge-Kutta In
o 1 T2 X3 N Ty = X

FIG. 1.4 — Estimation de I'erreur globale

Récursivement, on obtient alors

hp—1A hp—2A . In*Ii)

= il = e g — 5.

||yn_zn|| <e - €
et I'erreur propagéé’; (voir la fig. I1.4) satisfait

1B < e les|] < ChYT eten, (5.6)

Accumulation des erreurs propags.L'inégalité du triangle, ainsi que (5.6) nous donne (voir la
fig. l11.5 pour I'estimation de la somme)

||y(xn yn|| < Z ||E || < C’th'i‘l Azn—w;)

< Ch”(hoe wn-w1) 4 pohan—e) L 4 p oA —wn) +h,H)

< Ch / " Mt gy — oL G (ehtrmmmo) — 7).

o —A o A
eA(In*I)
T
To r1 T . Tn_1 Ty -

FiG. Ill.5 — Estimation de la somme de Riemann

Il reste a justifier 'application de (5.3) dans (5.5), car I'estimation (5.8%twalable que dans
un voisinagell = {(z,y) |||y — y(z)|| < b} de la solution exacte. Si I'on suppose queoit
suffisamment petit, plus précisemenbsst tel que

%(eA(XIO) _ 1) < b,

on est sUr que toutes les solutions numériques de la fig. 111.4 restent/dans m|
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Supposons maintenant que (5.1) représente une méthode de Runge-Kutta et vérifions les hy-
pothéeses du théoreme précédent. La condition (5.2) est satisfaite pouéthmend’ordrey (par
définition de I'ordre). Il reste a vérifier la condition de Lipschitz (5.3) plauionction

By, 1) = 3 biki(y) (5.7)
ou _
ki(y) = f(x+cih,y+hzaijkj(y))- (5.8)

Lemme 5.2 Si f(z, y) satisfait une condition de Lipschiliz (z,y) — f(x, 2)|| < L|jy — z|| dans
un voisinage de la solution d¢ = f(z,y), 'expression®(z, y, h) de (5.7) erifie (5.3) avec

A= L(X 101l + (hanax D) 3 [bicig| + (L) Y [brcjazel + ... (5.9)

,] 1,5,k
Démonstration. La condition de Lipschitz pouf(z, y) appliquée a (5.8) nous donne

1k (y) = k()N = |1f (2, 9) = (=2, 2)|| < Llly — 2]
[k2(y) — k2(2)|| < Llly — 2z + hasi (k1 (y) — k1(2))]] (5.10)
< L(1 + hmaxLlaz |)|ly — =]l

etc. Les estimations (5.10) insérées dans

1 (2,y,h) = (z,2,h)|| < Z [bil - ki (y) = ki(2)]]

i=1

impliquent (5.3) avead donné par (5.9). O

1.6 M éthodes multipas (multistep methods)

Déja longtemps avant la parution des premieres méthodes de Runge-Kutiggddnds a résolu
numeériquement des équations differentielles (1855, publié dans un livre de Bast888). Son
idée était d'utiliser I'information de plusieurs pas précédents (etcpéer v, Vi 1, - - - Yn_kt1)
pour obtenir une approximation précise gle:,,;1). C’est la raison pour laquelle ces méthodes
s’appellent aujourd’hui méthodes multipas (contrairement aux méthodes a un pas).

Méthodes d’Adams explicites Soit donnée une divisiomy < ... < x, < T, < ...de
I'intervalle sur lequel on cherche a résoudre I'équation differeetigll= f(z,y) et supposons
gu’on connaisse des approximations v, 1, ---, %Y. k+1 de la solution pouk pas consécutifs

(y; ~ y(z;)). Comme pour la dérivation des méthodes de Runge-Kutta, on intégre I'équation
differentielle pour obtenir

Y(oin) = y(ea) + [ f(t,y(t) dt. (6.1)
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Mais, au lieu d'appliquer une formule de quadrature standard a I'intégrale ded6.dg@mplace
f(t,y(t)) par le polyndbmep(t) de degré — 1 qui satisfait (on utilise I'abréviatior; = f(x;, y;))

p(x;) = fj
pour (6.2)
j=nn—1,....,.n—k+ 1.
Tp—k+1 + - Tpn—1 Iy Tp+1
L'approximation dey(z, ;) est alors définie par
Tn+1
Ynt+1 = Yn + /x p(t) dt. (6.3)
Si I'on représente le polyndmet) par la formule de Newton (voir le paragraphe 11.1)
k-1 j—1 '
p() =Y (TI(t = 2ni)) - 07 Flwn, Tncr, - 2nsj] (6.4)
§j=0 i=0
la méthode (6.3) devient
k-1 Tn41 j=1 .
Ynt1 = Yn + Z (/ H(t — Tp_j) dt) <07 flXn, Tp_1, ... Tpj]. (6.5)
j=0 7T =0

CaséquidistantDans la situatiorr; = z, + jh les differences divisées peuvent étre écrites sous
la forme _
- Vi
wa[l‘nal‘n—la---axn—j] = j’h] (66)
oUV = s Vi = fo— fots V2fu = V(VE) = fu — 2fa1 + fa_s, ... sONt ledifferences
finies regressivesga distinguer des difféerences finies progressigs = f,.1 — f.). La formule
(6.5) devient alors (poser= z,, + sh)

k—1
Yn+1 = Yn +h Z ’Yjvjfn (67)
§=0
ou
1 oot is+j—1
2 - d:/ ds. 6.8
% j!/og)(ws)sO(j)s (6.8)

Les premiers coefficientg; sont donnés dans le tableau I11.3.

TAB. Il.3 — Coefficients pour les @thodes d’Adams explicites

jlo 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 E § E ﬁ 19087 5257 1070017
i 2 12 8 720 288 60480 17280 3628800
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Des cas particuliers sont:

k=1: Ynil = Yn + hfn (méthode d’Euler)
3 1
k=2: yn+1:yn+h(§fn_§fn—l)
.. _ 23, 16 5
k_3- Yn+1 —yn+h(ﬁfn 12fn—1+ 12fn—2>
. 59 37, 9
k=4t ypir =g+ h(ofa— 3ot + o facs — 5ifacs).

Si I'on veut appliquer cette méthode (par exemple avee 3) a la résolution dg' = f(x,y),
y(x9) = yo, il faut connaitre trois approximations initialgg y; ety,. Ensuite, on peut utiliser la
formule récursivement pour calculgy, y4, etc. Adams a calculé la série de Taylor de la solution
exacte (autour de la valeur initiale) pour déterminer les approximational@stgui manquent.
Evidemment, on peut aussi les obtenir par une méthode a un pas.

RemarqueDans la construction de la méthode (6.5), on a utilisé le polyndme d’interpo}gtipn
en-dehors de lintervallg:,, .1, z,,]. On sait bien (voir le chapitre 1) que ceci peut provoquer de
grandes erreurs. La modification suivante est aussi due a J.C. Adams (1855).

Méthodes d’Adams implicites.L'idée est de considérer le polyndrmp&(t) de degré: qui satis-
fasse

P (xj) = f; pour j=n+1lnn—1,....n—k+1 (6.9)
(attention:f,, .1 = f(xn+1,Yns1) €St €NCOre inconnu) et de définir 'approximation numérique par
Tn41 "
Gort =wnt [ Pt (6.10)
Tn

Comme précédemment, la formule de Newton donne

k
- Z( H — Tn—it+1 ) : 6jf[xn+1a Tny - axn—j—i—l] (6.11)
§=0

et la méthode devient

Tn+1 ] L

Yni1 = Un + Z / I~ nsn) dt) - [ty Tns s tnmga) (6.12)

Pour le cas équidistant, elle est donnée par
k .
Ynt1 = Yn + 0 Y YV frin (6.13)
j=0

ou les coefficients; sont donnés par (voir tableau 111.4)

1

. : (Y (sti—2
%._ﬁ 5 Z1;[0(2—1+s)d8—/0 < f >ds. (6.14)
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TAB. lll.4 — Coefficients pour les @thodes d’Adams implicites

ijlo 1 2 3 4 5 6 7 8
" 1 1 1 19 3 863 275 33953

1] - - . — — —
i 2 12 24 720 160 60480 24192 3628800

Des cas particuliers sont:

k=0: Ynt1 = Yn + Nfns1t = Yn + hf (Tni1, Yngr)

1 1
E=1: ynyr =y +h(5fnin + 3f)

5 8 1
k=2: yn+1:yn+h(ﬁfn+l+ﬁfn_ﬁfnfl>

9 19 5 1
E=30 o =Y+ h(gpfan 5500 = ifaci + 55 0a2)-

Chacune de ces formules représente une équation non linéairg,poude la forme

Yn+1 = N + hﬁf(l‘n-l-la yn-i-l) (615)

(par exemple, pout = 2 onag = 5/12 etn, = y, + h(8f, — fn_1)/12). On peut résoudre ce
systeme par les méthodes du chapitre VI (méthode de Newton) ou simplementpthbde des
approximations successives.

M éthodes pedicteur-correcteur. La solution de (6.15) est elle-méme seulement une approxima-
tion dey(z,.1). Ainsi, il n’est pas important de résoudre (6.15) a une trés grande précisideeL'i
est de calculer une premiere approximation par une méthode explicite et de rcoetigevaleur
(une ou plusieurs fois) par la formule (6.15). Avec cet algorithme, un pas de la mgtrerdela
forme suivante:

P: on calcule le prédicteug, .1 = y,+h Eé‘?;& v,V f, par la méthode d’Adams explicit®; ;1
est déja une approximation gézr,, ., );
E: evaluation de la fonction: on calcuféﬂ = [(Tni1sUns1);
C: l'approximation corrigée est alors donnée par; = 1, + h3 foi1;
E: calculerf, 1 = f(Tni1, Ynt1)-
Cette procédure, qu’on dénote PECE, est la plus utilisee. D’autres pivssibont: de faire plu-

sieurs iterations, par exemple PECECE, ou d’'omettre |a dernieheaiiem def (c.-a-d. PEC) et
de prendref,, . ala place d¢,, .1 pour le pas suivant.

Méthodes BDF (backward differentiation formulas). Au lieu de travailler avec un polyndme
qui passe par leg;, on considére le polyndmgt) de degré:, défini par

q(t) Yn—1 y Yni1
q(z;) = y; Yn—t1 §
pour
j=n+1n,....n—k+1
Tp—k+1 «-- Tpn—1 Iy Tn+1

et on déterming,, ., de facon telle que

¢ (Tn+1) = f(@ni1, ¢(Tn11))- (6.16)
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Comme dans (6.11), la formule de Newton donne

ko j—1

q(t) = Z( 11— $n—z’+1)) YTyt Ty ooy T (6.17)

=0 =0
Chaque terme de cette somme contient le fagteurz,, ). Alors, on calcule facilement (x,, 1)
et on obtient

ko g-1

Z( H(%H — xnf'H»l)) . 5jy[$n+1, Tny--oy $n7j+1] = f(fl?n+1; yn+1)- (6.18)

j=1 =1

Pour le cas équidistant, cette formule devient (utiliser (6.6))

k
1_ .
> =Vt = hfair. (6.19)
7j=1
Des cas particuliers sont:
k=1: yn+1_yn:hfn+1
3 1
k=2: §yn+1 - Zyn + §yn—1 = hfn—i—l
11 3 1
k=3: gyn-kl — 3yn + §?Jn—1 - gyn—Q = hfni1
25 4 1
k=4: Eyn—l—l - 4yn + Z))yn—l - gyn—Q + Zyn—?) = hfn—i—l

De nouveau, chaque formule définit implicitement 'approximation numéngqug(les méthodes
BDF sont tres importantes pour la résolution de problemes dits “raides”).

104

103/
/ f o /,/ f
| Vs error ofy, error ofys
102 i\HH 1 ‘HHH\/\ ‘HHH\/\ ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 102 j\HH/\ ‘HHH\ 1 ‘\HH’T\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1
1072 10+ 10°® 108 102 10+ 10°® 108

FIG. 111.6 — Erreur globale par rapport au travail nugrique

Expérience nunerique. Pour plusieurs valeurs dg nous avons appliqué la méthode d’Adams
explicite (en pointilles dans la fig. lll.6& = 1,2, 3,4) ainsi que la méthode d’Adams implicite
(sous la forme PECE, trait continki,= 0, 1, 2, 3, 4) au probleme (2.10). Comme dans la fig. I1l.2,
le travail numeérique est dessiné en fonction de I'erreur globale a la fimtirvalle.

On constate que cette erreur se comporte corimaour les méthodes explicites et comme
R+ pour les méthodes implicites. Pour pouvoir expliquer ce comportement, nous allons étudie
I'erreur locale (ordre), la stabilité et la convergence des méthoddgamsul
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1.7 Etude de I'erreur locale

Toutes les méthodes du paragraphe précédent sont de la forme

k k
> QiYnri =0 Bifasi (7.1)
=0 =0

ou«y # 0 et|ag| + |G| > 0. Une méthode est explicite 8j = 0, sinon elle est implicite.

Définition 7.1 Soity(z) une solution de/ = f(z,y(x)) et soity, ., la valeur obtenue par la
méthode (7.1) en utilisant; = y(z;) pouri = n,...,n + k — 1 (valeurs sur la solution exacte,
voir fig. 11.7). Alors,

erreur locale := y(zp1) — Ynik- (7.2)

On dit que la néthode (7.1) a I'ordre si I'erreur locale estO(h”*).

Yn+1 Yntk—1 y(x)
Tn Tpn+1 -+ Tpik-1 Tnitk

FiG. lll.7 — Définition de I'erreur locale

Pour étudier I'erreur locale d’'une méthode multipas, on considere le diddidtl). Ceci nous
conduit a 'opérateuf., défini par

k
L(y,z,h) = Z(azy x +1ih) — hBy (v + Zh)) (7.3)
=0

Commey; = y(x;) pouri = n,...,n+k— 1 dans la définition ci-dessus, orfa= f(x;, y(z;)) =
y'(x;) pouri =n,...,n+ k — 1, et en soustrayant la formule (7.1) de (7.3) on obtient

L(y, zn, h) = ay (?J(%M) - yn+k) — hpy, (?/(%Jrk) — fn+k>a

ce qui est équivalent a

of

L(y,xn, h) = (Oé/c[ Gy y( ))(y(anrk) — Yntk) (7.4)

(rargument ded f /0y peut étre different pour chague ligne de cette matrice; voir le théorése de
accroissements finis). La formule montre que I'erreur locale de la méthodee6TIQjr" ) si et
seulement sL(y, z, h) = O(h”*') pour toute fonctiony(x) suffisamment differentiable.

Théoreme 7.2 Une nethode multipas a I'ordre, si et seulement si ses coefficients satisfont

k k
Sa=0 et Yot =q) B pour g=1,...,p. (7.5)
i =0 =0
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Démonstration. Dans la formule (7.3), en développant les expressigast ih) ety'(x + ih) en
série de Taylor, nous obtenons

k
L(y,x,h):ZQZZy(q (— _ hZﬁZZyr+1 Zh)
=0 ¢20 =0 >0
Kk
=1 (o) + Xy ,<zam—qm@-q—l>'
= 921 " =0 i=0
La conditionLZ(y, z, h) = O(h"*") nous donne les équations (7.5). 0

Exemple (méthode d’Adams explicite & pas). Poui; < k, considérons I'équation différentielle

y' = qx?"' avec comme solutiop(r) = x9. Dans cette situation, le polynomét) de (6.2) est

égal af(t,y(t)) et la méthode d’Adams explicite donne le résultat exact. Par conséquent, on a
L(y, z, h) = 0 (voir formule (7.4)) ce qui implique

k
Z(az x +1ih)! — ghBi(z + ih)q_1> =0

=0

et aussi (7.5) (en posant= 0). Ainsi, I'ordre de cette méthode est k£ (on peut en fait montrer
gu’il est égal &).

De la méme maniéere, on montre que la méthode d’Adams implicite a I'préfe: + 1 et la
méthode BDF l'ordrey = k.

111.8  Stabilit &

La structure simple des conditions d’ordre pour les méthodes multipas (voir (7.5)etpdem
construire des méthodes avec un ordre maximal. Mais, ces méthodes sootHas?

Exemple (Dahlquist 1956). Posoris= 2 et construisons une méthode explicite & 0; norma-
lisationa, = 1) avec un ordre maximal. Les conditions (7.5) awee 3 nous donnent la méthode
d’ordre 3 suivante

Yn+2 + 4yn+1 - 5yn = h(4fn+1 + 2fn) (81)
Une application a I'équation différentiell¢ = y, y(0) = 1 donne la formule de récurrence

Yns2 + 41 = h)yni1 — (5+2h)y, = 0. (8.2)
Pour résoudre (8.2), nous inséraps= (" et obtenons I'équation caractéristique
C+4(1—h)—(5+2h) =0 (8.3)
avec comme solutioty = 1 + h + O(h?), (; = —5 + O(h). La solution de (8.2) est alors
Yo = C1({" + C2(3 (8.4)
ou les constantes; et C, sont déterminées par = 1 ety; = " (on a choisi la valeuy; sur la

solution exacte). Pout grand, le term&',(3 ~ C»(—5)" est dominant et on n’a aucun espoir que
la solution numérique converge vers la solution exattgig. 111.8).
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.0 | | | 5 | | | | 1.0
FIG. 1l.8 — Instabilite de la néthode (8.1)

La raison de la divergence de la solution numérique dans I'exemple précétigneds poly-
nome

k
p(Q) =" ;¢ (8.5)
=0
possede une racine qui est plus grandeligere valeur absolue.

Pour trouver une condition nécessaire pour la convergence, considérons le grgblent
avec des valeurs initialeg, y1, . . ., yx_1 perturbées. La solution numeériqyg satisfait

plnik + -+ oY =0 (8.6)

et est donnée par une combinaison linéaire de

C e si ¢ est une racine simple gg¢) = 0,
™ si ¢ est une racine double g¢¢) = 0,
mond™y L, nt si ¢ est une racine de multiplicité

Pour que la solution numérique reste bornée, il faut que les conditions de la défsuivante
soient remplies.

Définition 8.1 Une nethode multipas est stable, si les racines du paiyep(¢) satisfont
i) sip(¢)=0alors|C| <1,

i) si p(¢) = 0et|¢| =1 alors¢ est une racine simple g&¢).

Pour les méthodes d’Adams, on a

p(Q) = ¢- 1) (8.7)

Elles sont donc stables. Les méthodes BDF sont stables seulement gagifvoir les exercices
17 et 18).

RemarqueDonnons encore sans demonstration un résultat intéressant qui s’appelleianer
barriere de Dahlquist”. Pour une méthode stable, I'opgdsatisfaitp < k£ + 2 (si k£ est pair),
p < k+ 1 (sik estimpair) ep < k (si la méthode est explicite).
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111.9 Convergence des néthodes multipas

Pour I'étude de la convergence des méthodes multipas, nous nous contentons du caarégladist
cas général étant trop technique.

Théoreme 9.1 Supposons que lgsvaleurs de @part satisfassenty(z;) — y;|| < Coh? pour
i=0,1,...,k— 1. Sila nethode multipas (7.1) est d’ordgeet stable, alors elle est convergente
d’ordre p, c.-a-d. que I'erreur globale satisfait

ly(zn) — ynl| < CHP pour r, — To = nh < Const (9.1)

Démonstration. Le point essentiel de la démonstration est le suivant: on écrit formefiela
méthode multipas (7.1) sous la forme d’'une méthode a un pas et on applique les ideei&ede |
monstration du paragraphe III.5.

Formulation comme une &hodea un pasLa méthode multipas (7.1) est de la forme (nous sup-

posonsy, = 1)
k—1

Yn+k — — Z QiYnti + h\IJ(l‘n, Yns -+ - Yntk-1, h) (92)
=0

Pour une méthode explicitg( = 0), ¥ est donné par

k—1
‘I’(IL‘”, Yns -y Yntk—1, h) - Z ﬁ’if(xTH»i: yn+z)
=0

et pour une méthode générale= Y (x,, Yy, - - -, Ynik—1, h) €St défini implicitement par
k-1 k—1
U= Bif (Tnsis Unsi) + Bef (Tnsr hY = 3 aipnsi). 9.3)
=0 =0
Considérons maintenant les super-vecteurs

Yn = (yn+k717 N T yn)T

et écrivons la méthode (9.2) sous la forme

Vi1 = AY, + hd(zp, Yo, h) (9.4)
ou
-y —Qp_g ... —Op —Qp U(z,Y,h)
1 0 0 0 0
A= IR 0 |, ®(z,V,h) = 0 (9.5)
1 0 0

(si lesy, étaient déja des vecteurs, il faudrait rempladedans (9.4) pardl ® I, etc; cependant
nous n’utiliserons pas cette notation jugée trop lourde).
Erreur locale.Considérons des valeuss, . . ., y,.«_1 Sur la solution exacte, notons

Y(xn) = (y(anrkfl)a Tt y(anrl)J y(xn))T (96)
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et appliquons une fois la méthode multipas. Ceci donne
Yoo = AY (2,) + h®(z,, Y (2,), ).

La premiére composante dé_; — Y (z,+1) est exactement I'erreur locale (7.2), tandis que les
autres composantes sont égales a zéro. Comme la méthode ajp paidrbypothése, nous avons

Vi1 — YV (2nir)|| < C1AP pour  x,4; — o = (n+ 1)h < Const (9.7)
Propagation de I'erreur (stabil&). Considérons une deuxieme solution numérique, définie par
Zni1 = AZy + h®(2y, Zn, )

et estimons la difféerencg, ., — 7, 1. Pour les méthodes d’Adams, on a

Yntk — Zntk Yntk—1 — Zntk—1 U(2y,Yn, h) — ¥(zpn, Z,, h)
Yn+k—1 _ Zn+k—1 _ Yn+k—1 _ Zn+k—1 i h 0
YUn+1 — Zn+1 YUn+1l — Zn+1 0

En utilisant la norme infinie et une condition de Lipschitz p@uiqui est une conséquence de celle
de f(x,y)), on obtient
Va1 = Zngal] < (L4 AV, = Zal. (9.8)

Pour une méthode générale, on est obligé de choisir une autre norme pour art®/8j. La
stabilité de la méthode implique que ceci est possible (voir Hairer, Na@&s@fanner (1993),
paragraphe 111.4).

Accumulation des erreurs propags Cette partie de la démonstration est exactement la méme que
pour les méthodes a un pas (voir le paragraphe 111.5 et la fig. 111.9). Au lieu de €6(8)5), on
utilise (9.7) et (9.8). m|

méthode multipa

o 1 T2 XT3 T =X

FIG. 111.9 — Estimation de I'erreur globale pour desatinodes multipas
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111.10 Exercices
1. Appliquer la méthode d’Euler, de Runge et de Heun (vdilei@u 111.1) au probleme
y' = Ay, y(0) = yo. (10.1)
Montrer que la solution numeérique est donnée par
Yn = R(hA)"yo,

et calculerR(hA) pour les trois méthodes.

2. Ecrire I'equation différentielle
2 +2=0, 2(0) =1, 2(0) =1,

sous la forme (10.1). Calculer la solution exacte et la smlutumérique avec la méthode de Runge
sur[0,1] avech = 1/2.

3. Montrer que l'ordre d’'une méthode de Runge-Kutta exglioe peut pas &étre plus grand que le
nombre d’étages; c.-a-g.< s.
Indication. Appliquer la méthode &' = v, y(0) = 1 et observer que; est un polyndme eh de
degrés.

4. Donner la famille a un parametre des méthodes de RHKoiesl, d'ordrep = 2 as = 2 étages (avec
comme parametre libre,). Etudier le comportement de la solution numérique potiedamille
guandes — 0.

5. Calculer toutes les méthodes de Runge-Kutta expliaitesp = s = 3.
6. Pour le probléeme de Van der Pol

Il = Y2, yl(o) = 27
h=(1—y2)ys —y1, y2(0) = 1/2,

calculer le terme dominant de I'erreur locaiee(le coefficient du termé?+!) pour la méthode de
Runge d'ordre 2 (tableau 111.1).

7. Calculer I'erreur locale d’'une méthode de Runge-Kuttarpéquation difféerentielle

Y == y1(0) =0
Yy =17y yp(0) =0

avecr etq des entiers positifs. En déduire la condition

s i—1
bic?™'S a ! = r+q<p
2 S S

pour une méthode d’ordpe

8. (Runge 1905). Considérons une méthode de Runge-lduttatages avec l'ordre = s < 4 et
supposons que tous les coefficiemisetb; soient non-négatifs. Montrer que la constante de Lipachit
A de®(z,y, h) (voir le lemme du paragraphe 111.5) satisfait

(1+hA) < ehE

ou L est la constante de Lipschitz pour la fonctiffr, y). En déduire que I'estimation (5.4) reste
vraie si I'on remplace\ parL.
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9. Soiterr; une estimation de I'erreur aveme pas et définissongs par
err; = ;- hj.

Si on a fait le calcul jusqu’aun-eéme pas, c.-a-d., si on connait les valeuré deterr; pouri < n, il
faut trouver une valeur raisonable payy, .
(@) L'hypotheésep,, .1 = ¢, nous conduit & la formule courante du cours.

(b) (Gustafsson 1992). Montrer que I'hypothésén ¢, = Alnp,_1 (C.-a-d..on11/0n = ©n/Pn—1)
nous conduit a la formule

h% ( Tol err,_; > 1r

hnsr = 0.9
+1 =09 e

ETrTy, ETrTy

10. (“Dense output”). Soify, } la solution numérique obtenue par une méthode de Rungfe-Kiordre
4 (avec des pas constants). Pourwug (z,,z,+1), hous considérons le polynémngz) de degré3
qui satisfait

u(Tn) = Yn, U,(xn) = f(zn,yn), U(Tni1) = Yntis UI($n+1) = f(Znt1,Yns1)
(interpolation d’Hermite, voir 11.7). Montrer que, pouribr € (z,,Z,+1), ON a

u(z) —y(z) = O(AY).
11. Montrer que la formule delilne

Yn+1 = Yn—1+ %(fnJrl +4fn + fn71>

est une méthode multipas d’ordtejui est stable. Expliquer pourquoi ses coefficients sonhises
gue pour la formule de quadrature de Simpson.

12. Calculer la solution générale de
Yn+3 — OYn+2 T 8Yn+1 — 4yn =0,
puis donner une formule pour la solution particuliere @qiisfaity, = —1, y1 = 0, y2 = 4.

13. (a) Appliquer la méthode d’Adams explicite
3 1
Yn+l = Yn + h(gfn - Efnfl)
avech = 1/8 au probleme;’ = 32, y(0) = 1, y(1/2) =?
Poury; utiliser la valeur obtenue par la méthode d’Euler exgicit
(b) Appliquer la méthode d’Euler explicite au méme pasbE, également avéc= 1/8.
(c) Comparer les deux résultats numériques avec la soletiactey(1/2) = 2.
14. En utilisant le theoreme binomial généralisé (Ksa 1), montrer que pour les coefficienis des
méthodes d’Adams explicites, fanction grératrice G(t) := 3252, v,t! devient
G(t) = —t/((1 —t)log(1l —t)).
En déduire la formule

1 1
Ym + 5Ym-1+ 3YVm-2+ ...+ Yo = 1. 1)

2 3 m+1
Calculer a l'aide d€1) les~; pourj = 1,2, 3, 4.

. . e )z s, 5+]_1 _ o i (—8
Indication. Utiliser 'égalité (") = (=1)7 (7).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Veérifier que la méthode BDF/apas est d’ordre = k.
Quel est le polyndme(¢) de la méthode d’Adams explicitekapas?
Montrer que le polyndme(¢) de la méthode BDF & pas est donné par
k1 )
p(Q) = =" -1
=17

En utilisant la transformatiog = 1/(1 — z), montrer que la méthode est stable si toutes les racines
de

koq o
p(z) =) 57 (10.2)

sont en dehors du disqlie— 1] < 1; elle est instable si au moins une racine de (10.2) se troans d
ce disque.

RemarqueLe polyndme (10.2) est une somme partielle de la série pdug(1 — z).

En calculant numériquement les racines du polynde&),lmontrer que la méthode BDF est stable
pourl < k < 6, mais instable pout = 7.

Une méthode multipas est dite symétrique si

ap_; = —a, Pr_i=0, pouri=0,1,... k.
Démontrer que I'ordre (maximal) d’'une méthode symeigst toujours pair.
Soitp(¢) un polyndme quelconque de dedrgatisfaisanp(1) = 0 eto(1)’ # 0.

(&) Montrer qu'il existe une unique méthode multipas iripdi d’'ordrep = k+1 dont le polyndme
caractéristique esgt(¢).

(b) Montrer gqu'il existe une uniqgue méthode multipas eif#i d’ordrep = k& dont le polyndme
caractéristique est(¢).

Le polyndme caractéristique
o(Q) =" -1,

définit les méthodes de Nystrom ou de Milne-Simpson. @eatgourk = 2 la méthode explicite et
implicite a I'aide de I'exercice précédent.
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Chapitre IV
Sysemes d’Equations Lineaires

Considérons un systeme d'équations linéaitgs §; donnés)

1121 + 122 + ... + ATy = b1

A21T1 + Q22%2 + ... + Aoy = bQ

(0.1)

U1 T1 + Gpa®y + ...+ UppTp = by

et cherchons sa solutian, . . ., z,,. Tres souvent, il est commode d'utiliser la notation matricielle
Az =b. (0.2)

Rappelons que le systeme (0.2) posseéde une solution unique si et seuletnent i 0.
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IV.1 Elimination de Gauss

Soit donné le systeme (0.1) et supposonsdjted # 0. Siay; # 0, on peut éliminer la variable
x1 dans les équatior’san a l'aide de I'equatiori, c.-a-d., on calcule

EH:@ pour 1=2,...,n (1.1)
a1
et on remplace la lignepar
ligne: — /¢;; * lignel.

De cette maniere, on obtient le systeme équivalent

1 1 1 1
(1) (1) (1) bﬁ’

ai’ 1 +aiyx2+ ...+ ay, T, =
ag;xg +...+ agyxn = bg) (1.2)
agg)aa +...+ aggxn = bg)
ou (1) (M
(117) K 0 4t pour i=2,...,n (1.3)
by’ = by, b;” =b; — lib

(sia;; = 0, on échange la premiere ligne de (0.1) avec une autre ligne pour arriyeta0; ceci
est toujours possible cdet A # 0).

Le systeme (1.2) contient un sous-systeme de dimensierl sur lequel on peut répéter la
procédure pour éliminet, dans les équationsa n. On multiplie la ligne2 de (1.2) par;, =
a$y) /Sy et on la soustrait de la ligne Aprésn — 1 étapes

(A,0) — (AW bWy o (AP p@y 5 (AD pDy = (R, ()
on obtient un systeme triangulaire

1121 + 71229 + ... +TipTy = C1

T99X9 + ...+ T9,L, = Co

(1.4)
T'npnTn = Cp
qui se résoud facilement
Tp = Cp/Tnn, z; = (¢ — Z i)/ Tii pour i=n-—1,...,1. (1.5)
j=i+1
Théoreme 1.1 Soitdet A # 0. L’€élimination de Gauss donne
PA=LR (1.6)
ou P est une matrice de permutation et
1 i1 T2 ... Tin
14 1 r e Top
L= : R= R (1.7)

Enl R gn,n—l 1 Tnn
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La formule (1.6) s’appelle@omposition LR (left - right) de la matricé.

Remarqueles colonnes et les lignes d’une matrice de permutai@ont des vecteurs unité. On
adet P = +1. Un exemple est

0 1 0 ligne 1 ligne 2
P=|1 0 0], P | ligne2 | = | lignel
0 0 1 ligne 3 ligne3

Démonstration. Supposons que toutes les permutations nécessaires soient déja faiteguavant
I'on commence I'élimination des variables (par abus de notation, nous écrivandieu deP A
dans cette démonstration). En utilisant les matrices

1 1
—ly 1 0 1
Ly=| -tz 0 1 , Ly=1|0 —l3n 1 , . (1.8)
by 0 ... 0 1 0 —lp ... 0 1

le premier pas de I'élimination de Gauss correspond a une multiplicatidrastecL, le deuxieme
aveclL,, etc.,

LA=AD [,AD =A@ [, A2 = gD — R

Par conséquent,

R=(Ly-ilnz... L) A et A=(LyiLus-...-L)"" - R

Il reste a montrer que la matridede (1.7) est égale &.,,_1L,,_» - ... - L;)"!. Pour ceci, nous
appliguons la méme procédure a la matdicé.a multiplication del. avecL; élimine les élements
de la premiere colonne en-dessous de la diagonale, puis la multiplicatiofagémine ceux de
la deuxiéme colonne, etc. Finalement, on obtignt 1L, »-...- L;) - L = I =identit, ce qu'il
fallait demontrer. O

Calcul du déterminant d'une matrice. La formule (1.6) implique quéet P - det A = det L -
det R. Commedet P = (—1), ouo est le nombre de permutations dans I'élimination de Gauss,
on obtient

det A= (=17 -ry1-... "o (1.9)

Résolution de systmes lireaires.En pratique, on rencontre souvent la situation ou il faut résoudre
une suite de systemes linéairgés = b, Ax' = b, Ax" = 1", etc., possédant tous la méme matrice.
Tres souvent, on connditseulement apres la résolution du premier systeme.
C’est la raison pour laquelle on écrit, en général, le programme pElimiiiation de Gauss en

deux sous-programmes :

DEC - calculer la décomposition LR (voir (1.6)) de la matrice;

SOL — résoudre le systeméx = b. D'abord on calcule le vecteur (voir (1.4)), défini par

Le = Pb, puis on résoud le systeme triangulaite = c.

Pour le probleme ci-dessus, on appellee foisle sous-programm®EC et puis, pour chaque
systeme linéaire, le sous-programsieL.
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Codt de I'élimination de Gauss.Pour le passage déa A", on a besoin de

n — 1 divisions (voir (1.1)) et de

(n — 1)? multiplications et additions (voir (1.3)).
Le calcul deA® nécessiten — 2 divisions et(n — 2)? multiplications et additions, etc. Comme le
travail dG aux divisions est ici négligeable, le coit total de la dguasition LR s’éléve a environ

n 3
(n—1)2+(n—2)2+...+22+12z/0 xQda::% opérations

(opération= multiplication+ addition).

Le calcul deb™) nécessiten — 1 opérations (voir (1.3)). Par conséquent, on obtieavec
~ (n—1)+...+2+ 1=~ n?/2opérations. Similairement, la résolution du systeme (1.4) se fait
enn?/2 opérations.

En résumé, I'appel au sous-programBEC nécessiter n3/3 opérations, tandis queOL a
seulement besoin de n? opérations (sur des ordinateurs sériels).

V.2 Le choix du pivot
Dans I'élimination de Gauss, il faut au début choisir une équation (ayee: 0; cet eléement
s’appelle “le pivot”) a I'aide de laguelle on éliming dans les autres équations. Le choix de cette

equation (choix du pivot) peut-il influencer la précision du résultat numérgjlien fait le calcul
sur ordinateur en virgule flottante?

Exemple 2.1 (Forsythe)Considérons le systeme

1.00-107* -2, + 1.00- 25 = 1.00

(2.1)
1.00-2; + 1.00-zo = 2.00
avec pour solution exacte
1 0.9998
= ——— =1.00010001... = — =10.99989998 . ... 2.2
17 0.9999 ’ 2= 0.9999 (2.2)

Appliquons I'élimination de Gauss et simulons un calcul en virgule flottante Zaghiffres signi-
ficatifs (en baseé0).
(1 _

a) Sil'on prenda;; = 1.00 - 10~* comme pivot, on obtienty,; = as;/a;; = 1.00 - 104, asy =
1.00 — 1.00 - 10* = —1.00 - 10* ets" = 2.00 — 1.00 - 10* = —1.00 - 10*. Par conséquent,
2o = b /all) = 1.00 (exacte!), mais pour, nous obtenons

r1 = (b — a1925)/a; = (1.00 — 1.00 * 1.00)/(1.00 - 10~*) = 0.

Le résultat numeérique, obtenu pouyr, est faux.

b) Sil'on échange les deux équations de (2.1), le pivot @étet I'elimination de Gauss donne:
ly = 1.00-1074, aly) = 1.00—1.00-10~* = 1.00 etb" = 1.00—2.00%1.00-10~* = 1.00.
De nouveau, on obtient, = bgl)/a%) = 1.00. Mais cette fois le résultat pour est

r = (bl - CL12£L'2)/CL11 = (200 — 1.00 % 100)/100 = 1.00.

Les deux valeurs numériques (payret aussi pout;) sont correctes.
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Pour mieux comprendre dans quelle partie de I'élimination de Gauss on a perdu uneainform
tion essentielle, considérons les sous-problemes (addition, soustractilbiplioation, division)
séparement et étudions leur “condition”.

Condition d’'un probl eme.Considérons une application : IR" — IR, le probleme consistant
a calculerP(x) pour les données = (x1,...,2,). Il est intéressant d’étudier I'influence de
perturbations dans sur le résultaP (z).

Définition 2.2 La conditions d'un problemeP est le plus petit nombre tel que
| — i

|2i]

< eps — [P(@) = Plx)] < k-eps (2.3)

[P ()]
On dit que le pro#meP est bien condition®d, six n’est pas trop grand. Sinon, il est mal condi-
tionré.

Dans cette définitionepsreprésente un petit nombre. &psest la précision de I'ordinateur
(voir le paragraphe 11.4) alors; peut étre interprété comme I'arrondi de Remarquons encore
gue la conditionc dépend des donnéeset du probleméP, mais qu’elle ne dépend pas de l'algo-
rithme avec lequel on calcufe(z).

Exemple 2.3 (multiplication de deux nombres eels) Soient donnés les nombres et x5, con-
sidérons le probléme de calculBtz,, z5) = x; - z5. Pour les deux valeurs perturbées

Ty = 21(1+€), Ty = 22(1 + €3), le;| < eps (2.4)
ona L
T1-To —T1°T
L2 ! 2:(1+€1)(1+€2)—1:€1+62+€1-62
T+ To
Commeepsest un petit nombre, le produit -
obtient

‘fl-f2_x1-x2‘§2.eps 2.5)

Tl - X9
On a donas = 2 et ce probleme est bien conditionné.

Exemple 2.4 (soustraction)Pour le problemé(x,, z5) = z; — x4, un calcul analogue donne

= =S E e R

T — X2 T1 — X9 |ZC1-(172|

K

Si signe; = —signe, (ceci correspond a une addition et non pas a une soustractiom) enlale
probleme est bien conditionné.

Par contre, si;; ~ x, la conditions = (|z1| + |z2|)/|z1 — 22| devient tres grande et on est
confronté a un probléme qui est extremement mal conditionné. Pour mieuseitilistfet de cette
grande condition, considérons I'exemple numérique

! ! our lequel 2/50
To = —— K~

51’ 52
En faisant le calcul aveg chiffres significatifs (en bas#)), on obtientz; = 0.196 - 107!, z, =
0.192-10 ' etz — 2, = 0.400 - 10~2. Comme les deux premiers chiffres sont les mémes pour
et z,, la soustraction les fait disparaitre et on n’a plus qu’un chiffre qui estfgigtif (le résultat
exactestl /(51 - 52) = 0.377 - 10~3). On parle déxtinction de chiffres

= 100.

T =
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Explication du choix du pivot. Si /5, est tres grand (ce qui est le cas dans la situation (a) de
'exemple de Forsythe) alors,
a%) = Q9o — 6210112 ~ _€2la12 To = Y2 ~ ﬁ (2 7)
bgl) = by —Lloby = —lyb ? . .

Q5o a2

Cette valeur, obtenue pous, est en général correcte. Mais le calcuhde

T = (b1 - a12$2)/a11

nécessite une soustraction qui est tres mal conditionnée £ar ~ b; et, a cause de I'extinction
de chiffres, on perd de la précision.
La conclusion de cette étude est qu'il faut éviter desrop grands.

Recherche partielle de pivot.Lidée est de ne pas se contenter d'un pivot qui soit different de
Zéro @1, # 0), mais d’échanger les équations de (0.1) afin quesoit le plus grand élément (en
valeur absolue) de la premiére colonneAleDe cette maniére, on a toujoyfs | < 1. La méme
stratégie est repétée pour les sous-systemes apparaissaneliicaisdtion de Gauss.

IV.3 La condition d’'une matrice

Pour étudier la condition du probléeme “résoudre = ", on a besoin de normes de vecteurs et de
matrices.

Rappel sur la norme d’une matrice.Pour une matrice & lignes etn colonnes, on définit

A
4] = max [|Az] = max 1221 (3.1)
z]|=1 220 |||
c.-a-d., la norme dé est le plus petit nombrgA|| qui posséde la propriété
|Az|| < [|A|| - [|=|| pourtout = € IR". (3.2)

Evidemment|| A|| dépend des normes choisies d&tiset IR™. Il y a des situations ou I'on connait

des formules explicites polJtd ||. Par exemple, siI'on prend la méme norme dans les deux espaces
alors,

pour |z|) =X, ||, ona

| All+ :jg?_fn(;%ﬂ); (3.3)

pour |zl = (i, i)'/, ona

| Al = \/ plus grande valeur propre da” A; (3.4)

pour ||z|le = max;=i ., |z;|, oOna

n

Alloo = max (3 Jayl). (3.5)

=1,..., =
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La normel| A|| d’'une matrice satisfait toutes les propriétés d’'une norme. En plus ezifeey(7|| =
1 pour la matrice d’identité efA - B|| < ||A]| - || B]].

Apres ce rappel sur la norme d’une matrice, essayons d'estimer la condition derpeoht =
b. Pour ceci, considérons un deuxiéme systéme linekire- b avec des données perturbées

aij = aij(1 +€i5),  leiy] <ea,

B 3.6
b; = b;(1+¢), lei] < e, (3.6)

ou ¢, et ¢, spécifient la précision des données (par exemplel eps ¢, < epsou epsest la
précision de l'ordinateur). Les hypothéses (3.6) impliquent (au moins pour les ngrmjeset

|- [loc) que - R
A=Al <ea-[lA]], 16— 0l < ey ||b]]. (3.7)

plus loin, on donnera une estimation améliorée valable si (3.6) est satisfait

Théoréme 3.1 Consicrons les deux syames ligairesAz = b et A7 = b ol A est une matrice
inversible. Si (3.7) estérifie et sie, - ©(A) < 1, alorson a

-l __ s(4)
fel = T=ean(A)

. (EA + Gb) (38)

ou x(A):= ||A]| - []JA~!|. Le nombres(A) s’appelle condition de la matricd.

Déemonstration.De b — b = Az — Az = (A — A)Z + A(Z — z), nous déduisons que

~

-z =AT(—(A- A7+ (0 -b)). (3.9)

Maintenant, prenons la norme de (3.9), utilisons I'inégalité du triangle, fiesaons (3.7)||z|| <
|z|| + ||z — =|| et]|b]| = ||Az|| < ||A]| - ||z||- Nous obtenons ainsi

|2 =2l <A (ea- AN - (l2ll + 12 = 2]) + e - [|A]] - [l]]).
Ceci donne I'estimation (3.8). m|

La formule (3.8) montre que pour, - k(A) < 1, 'amplification maximale de I'erreur des
données sur le résultat ested).

Propri étés dex(A). Soit A une matrice inversible. Alors,

a) k(A)>1 pourtouteA,
b) k(aA)=~r(A) poura #0,

Q) #(4) = max [[ Ay / min |4z].

La propriété (c) permet d’étendre la définition ged) aux matrices de dimension x n avec

m # n.
Démonstration. La propriété (a) est une conséquenca de||I|| = ||[AA7L|| < [|A]] - ||AY|. La
propriété (b) est évidente. Pour montrer (c), nous utilisons

A1 A -1
1) = g B L 1420 i}
ATl T A B




Syoelres U EQualiOlls Lealles

TAB. IV.1 — Conditions de matrices de Hilbert et Vandermonde

n 2 4 6 8 10 12

k(H,) |27 28-10* 2.9-107 3.4-101 3.5.10'% 3.8.10'
k(V,) | 8 5.6-102 3.7-10* 2.4-10° 1.6-10° 1.0-10'°

Exemples de matrices ayant une grande conditionConsidérons les matricd$, (matrice de
Hilbert) etV], (matrice de Vandermonde) définies par<£ j/n)

1 n i—1\"
H, = (z +j— 1)i,j:1’ Vi = (Cj )i,j:l'
Leur condition pour la normg- ||, est donnée dans le tableau IV.1.

Exemples de matrices ayant une petite conditionlUne matricel/ est orthogonale §i’U = 1.
Pour la norme euclidienne, sa condition vaaar ||U|l, = 1 et|[U ||, = 1 (linverseU ! = UT
est aussi orthogonale).

Concernant l'interpolation avec des fonctions splines, nous avons rencontréizenatir le
paragraphe 1l.7, cas équidistant)

1
‘11 o n (3.10)

Le facteurl/h n’influence pas<(A). Posons aloré = 1. Avec la formule (3.5), on vérifie fa-
cilement quel|A||. = 6. Pour estimef|A~!||., écrivonsA sous la formed = 4(I + N) ou I
est l'identité etV contient le reste. On voit quEV||,, = 1/2. En exprimantA~! par une série
géomeétrique, on obtient

1 1
—1 9 3
147 oo < 7 (1INl + IV + NI +.) < 5.

Par conséquent,,,(A) < 3 indépendamment de la dimension du systeme.

Il'y a des situations ou I'estimation (3.8) est trop pessimiste. Cormidépar exemple, les
systemesixz = b et A7 = b ou

=) =6 A ) -G,

La difference des solutions satisfait

)

Le probleme est donc trés bien conditionné. Par contre, la conditibnde la matriced de (3.11)
estr(A) = 3 - 10® et I'estimation (3.8) est obsoléte.

Théoréme 3.2 Consickrons les sysimes Az = b et A7 = b ou A est inversible. Si (3.6) est
vérifie etsies - k.(A) < 1, alorsona

&= ol rel4)

- (€ € 3.12
olhe =T ea-mfA) A+ (3-12)
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ol rie(A) := [[|A™] - |A] [|oo-

RemarqueSi B = (b;;) est une matrice arbitraire, on dénote pBf la matrice dont les élé-
ments sontb;;|. On utilise une notation analogue pour des vecteurs. Pour deux vectedrs
(w1,...,2,)" €ty = (y1,...,9,)", ONn €crit|z| < |y| sion a|z;| < |y;| pour tout:.

Démonstration.Exactement comme dans la démonstration du théoreme précédent, nous obtenons

|7 — x| < [A7(ea JA] (]2 + |7 — ) + & - |A] - |2])

3.13
1A JAL- (ea - (la] + |7 - 2]) + €0 - |a]). (5.13)

En prenant la norme infinie de cette relation, nous arrivons au résultat (3.12). O

Si I'hypothése (3.6) est vérifiee, I'estimation (3.12) est une améimrate (3.8) car on a
toujours
Fe(A) < Foo(A). (3.14)
De plus, la valeur..(A) est invariante par rapport a une multiplication a gauche avec une matrice
diagonale, c.-a-d.,

ke(DA) = k.(A) si D =diag(d,...,d,) avec d; #0. (3.15)

Ceci est une conséquence|ded| = |D| - |A| et de|(DA)~!| = |[A='D~!| = |A™!| - [D7'|. En
particulier, pour une matrice diagonale (voir (3.11)), on a toujeu(®) = 1.

IV.4 La stabilit € d’un algorithme

Le but de ce paragraphe est d’étudier I'influence des erreurs d’arrondi suul@atr@eur I'eélimi-
nation de Gauss. Commencons par la définition de la stabilité d’'un algorghaneec quelques
exemples simples.

Un algorithmepour résoudre le problenf(z) est une suite d'opérations élémentaifges.. ., f,
(addition, soustraction, multiplication, division, évaluation d’'une racine, d'onetfon €lémen-
taire,. . .) telle que

P(x) = falfa-r(-- - fa(fi(2)) .. ). (4.1)

En général, il existe beaucoup d’algorithmes différents pour résoudréreerproblemé®(x).
L'amplification de I'erreur, en faisant I'opératiofy, est décrite par la condition( f;) (voir la
définition dans le paragraphe IV.2). L'estimation

K(P) < k(f1) - 6(f2) - .- 6(fa)- (4.2)
est une conséquence simple de la définition de la condition d’'un probleme.
Définition 4.1 Un algorithme est nuBriguement stable (au sens de “forward analysis”) si
k(f1) - k(f2) - ...  k(fn) < Const k(P) (4.3)
ou Const n'est pas trop grand (par exemple, Coasb (n)).

La formule (4.3) exprime le fait que l'influence des erreurs d’arrondi durant le caécl )
n’est pas beaucoup plus grande que I'influence d’erreurs dans les données (qui somi@sdvita



Syoelres U EQualiOlls Lealles

Exemple 4.2 Soitz = 10* et considérons le probléme de calculg(z(1 + z)). Examinons les
deux algorithmes suivants:
/! T N\ 1
N ozl S oz ) — r(x+1)
Toutes ces opérations sont tres bien conditionnées (voir le paragraphe iMs).c&t algorithme
est numériquement stable.
o 1z N1 1 1
b) T - = )
N4+l — 1+l S x x+l x(r41)
Dans cet algorithme, seules les trois premieres opérations sont bieri@omgis. La soustraction,

a la fin, est trées mal conditionnée dafr ~ 1/(z + 1). Ainsi, cet algorithme est numériqguement
instable

a) x

La vérification, si un algorithme (non-trivial) est stable (au sens de ‘dodvanalysis”), est
souvent tres complexe et difficile. Pour cette raison, Wilkinson a introduit utne ééfinition de
la stabilité d’un algorithme.

Définition 4.3 Un algorithme pour ésoudre le promeP (x) est nunériquement stable (au sens
de “backward analysis”) si le esultat nurariquey peutétre interpett comme unésultat exact
pour des don@es perturbesz (c.-a-d.,y = P(Z)) et si

7 = il < Const: eps (4.4)

|$i|

ou Const n’est pas trop grand et eps est |@g@sion de 'ordinateur.
RemarquePour I'étude de cette stabilité, il ne faut pas connaitre la condition du pneble

Exemple 4.4 Considérons le probleme de calculer le produit scalairer; + x5 - x4. On utilise
I'algorithme

/t A ) \
, T3, T3, - To + T3 - Ty, 4.5
(xl X9, T3 x4) N - Pa Ty T T T3 - T4 ( )

Le résultat numérique (sous l'influence des erreurs d’arrondi) est

(#1(1+ 1) - wo(1+ e2) (1 +m) + 23(1 + €3) - 24 (1 + ea)(1+ 1) ) (14 75)
ou |e), |n;| < eps Ce résultat est égald - 7, + 3 - 74 si 'on pose

§1:Z‘1(1+61)(1+T]1), ,/I'\3:I3(1+€3)(1+772),
f2:$2(1+62)(1+773), /l'\4:l‘4(1+64)(1+773).

Ainsi, (4.4) est vérifié pouConst= 2 (on néglige les produits-n;). En conséquence, I'algorithme
(4.5) est toujours numériguement stable (au sens de “backward analysis”).

Cet exemple montre bien gu’un algorithme peut étre stable, méme si le bkt mal condi-
tionné. Ainsi, il faut bien distinguer les notions “stabilité numérique’cetridition d’un probleme”.
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La stabilité de I'elimination de Gauss.Soit donnée une matriced (det A # 0) ayant la dé-
compositionA = LR (on suppose que les permutations nécessaires sont déja effectuees). E
appliquant I'elimination de Gauss, nous obtenons deux matficesR, qui représentent la dé-
composition exacte de la matrice := L - R. Pour montrer la stabilite numérique (au sens de
“backward analysis”) de I'elimination de Gauss, on a besoin de trouver umeatistin de la forme

|ai; — aij| < |a;;| - Const- eps En tous cas, il faut estimer la differenég — a;;.

Théoreme 4.5 (Wilkinson) Soit A une matrice inversible el, R le résultat nurdrique de leli-
mination de Gauss (avec recherche de pivog-d-|/;;| < 1 pour toutz, j). Alors,

|aij —CLZ']'| < 2am1n(z— ]_,j) - eps (46)
ol a = max; |a§f>|.

Démonstration. Lors de lak®M€étape de I'élimination de Gauss, on calcaé@ a partir dea (k=1),
Sil'on prend en considération les erreurs d’arrondi, on obtient

~(k ~ -
ay) = @8 — Ly -ag " - (1 + en) (1 + mign) 47
_ k=) _ 5 o) (4.7)
- az] — Yk " ak;] + H/Z]k;
ou (en négligeant les terméXeps))
~(k > ~(k—
el < 1850 il + 1] - 185 V1 - leijul < 2-a - eps (4.8)

Par définition ded, on aa; = S5\ By, - 7y = S By, - a,ﬁ’;*” et, en utilisant la formule
(4.7), on obtient poui > j

J j
~ ~(k—1 ~(k
(i = Z(az(j )~ az(j) + pijr) = ag + Z Hijk (4.9a)
k=1 k=1
caraz(-j-') = (0 dans cette situation. PouK j, on a

i—1 i—1

d; = S (Al Y — a4 pge) + G - T = aig + S pige (4.9b)
k=1 k=1
carl; = 1 et7 Tij = a( Y. Les formules (4.9a) et (4.9b), ensemble avec I'estimation (4.8), dé-
montrent I'estimation (4 6) O

Congquencel’élimination de Gauss est stable (au sens de “backward analysis"yjsok&ent
(k) .
max|ay;| / max a| (4.10)

n’est pas trop grand.

On peut montrer que le quotient (4.10) est born&pat, oun est la dimension de la matrice
(voir exercice 9). Mais, en général, cette constante est beaucoypepiies Pour illustrer ceci, nous
avons pris un grand nombre de matrices de dimensions comprise2 en¢ dont les éléements
sont des nombres aléatoires dans, 1]. Nous avons dessiné dans la fig. IV.1 le quotient (4.10) en
fonction de la dimension de la matrice (chaque point représente la moyefafa&deantillons).
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4F quotient (4.10) xﬁ

L |
10° 10
FIG. IV.1 — Stabilitt nunérique de IElimination de Gauss

IV.5 Lalgorithme de Cholesky

Etudions I'élimination de Gauss pour le cas important ou

A estsynetrique(A” = A) et

A estdéfinie positivez” Az > 0 pourz # 0).
Le théoreme suivant montre que, dans cette situation particulierestpas nécessaire d’effectuer
une recherche de pivot.

Théoreme 5.1 Soit A une matrice sy#trique et @finie positive.
a) L’élimination de Gauss est faisable sans recherche de pivot.
b) La decompositio = LR satisfait

R=DL" avec D = diag(r11, ..., nn). (5.1)
Démonstration.a) On aa;; = e! Ae; > 0 (avece; = (1,0,...,0)7) car la matriced est définie
positive. Alors, on peut choisit;; comme pivot dans la premiere étape de I'élimination de Gauss.
Ceci donne . .
_ (01 a (1 _ (G a
A=(" %) — A0 = (b L) (5.2)
< (1) Qi1 9 . aquival .
olc;;” = a; — Pl ai; pouri, j =2,...,n, ce qui est équivalent a
W 1 T
cV=C-—-a-a. (5.3)
aii

La matriceC'(!) est symétrique (trivial). Montrons qu’elle est aussi définie positive. Becif nous
prenons ury € IR"™", y # 0. Il faut montrer que,”C(Vy > 0. La partition de (5.2) et le fait que
A soit définie positive impliquent

T a1 al T 2 T T
(a:l,y)(a C)(y>:a11x1+2x1-y a+y Cy>0. (5.4)

En posant:; = —y%a/ay; dans (5.4), on obtient de (5.3) que
1
y"cWy =y"Cy - a—n(yTa)2 > 0.

Par récurrence, on voit que la deuxieme et aussi les autres étapekngiedion de Gauss sont
faisables sans recherche de pivot.
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b) La formule (5.1) est une conséquence de I'unicité de I'élimination de Gauss poorades
trices inversibles. En effet, on peut écrite= DL” et on obtientd = A” = RTL” = L(DL"),
dou L = L.

Pour montrer l'unicité de I'elimination de Gauss, supposdns LR = LR et considérons
lidentite L~'L = RR~". Le produit de deux matrices triangulaires inférieures reste une matrice
triangulaire inféerieure; de méme pour les matrices triangulairesigsupés. Comme les éléments
de la diagonale d& ' L sont tous égaux & on a

L7'L=RR'=1, (5.5)

ce qui impligue 'unicité de I'élimination de Gauss. O
La décomposition

A=LDLT (5.6)

s’appelledecomposition rationnelle de Choleskyommer;; > 0 (A est définie positive), on
peut considérer la racinB'/? = diag(\/T11, - --,/Tnn), €t la décomposition (5.6) deviert =
(LD'?)(D'2L") = (LD'?)(LD'?)". Par abus de notation, en écrivanipour D'/, nous
obtenons lalecomposition de Cholesky

EH 0
A=LL"T ou L=1| 1 .. . (5.7)
ot oo g
Une comparaison des coefficients dans I'identité- LL” donne pour

>k iy = linlgy + ...+ o1l g1 + Ciglr,
et on en déduit I'algorithme suivant:

Algorithme de Cholesky.
for k:=1tondo
Uk := (agr, — E?: gij)lﬂi
fori:=k+1tondo
Cig = (i — X521 Lijlig) [ L
Le cdit de cet algorithmeEn négligeant les racines, le nombre d’opérations nécessaires est

d’environ
n n 3

Z(n—k)-k%/o (n—x)xdxzz.

k=1
Ceci correspond a la moitié du colt de la decomposition LR.

Pour résoudre le systemr = b, on calcule d’abord la décomposition de Cholesky (5.7).
Puis, on résoud successivement les deux systdmes b et Lz = ¢, dont les matrices sont
triangulaires.

Comme pour I'élimination de Gauss, on peut étudier la stabilité de I'atgugtde Cholesky.
On a I'estimation suivante.

Théoréme 5.2 Soit A une matrice sy#trique et @finie positive. Notond = L - LT, ol L est la
matrice triangulaire obtenue par I'algorithme de Cholesky. Alors,
|aij — aij| S ag - HIIII(Z,]) - €eps (58)

ou ap = Max; j |CLZ]| = max; |azz| -
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Ce résultat demontre que I'algorithme de Cholesky est toujours numériqueaet § n’est
donc pas nécessaire de faire une recherche de pivot, si la mdtist symétrique et définie
positive.

IV.6 Systemes surdterminés — nethode des moindres cares
Considérons un systeme d’équations linéaires

a11T1 + 1272 4+ ... + ATy = b1

a21T1 + 92972 4+ ... + Aop Ty = bQ

(6.1)

A1 L1 + QmaTo + ... + QnTn = b

oum > n (matriciellement:Az = b avecx € IR" etb € IR™; A est une matricen x n).
Evidemment, le systeme (6.1) ne possede, en général, pas de solutier.addde chercher un
vecteurr tel que

|Az — b||» — min (6.2)

pour la norme euclidienne. Une justification probabiliste de cette condition seraelolans le
paragraphe IV.8. Le nom “méthode des moindres carrés” indique le choix de la norme dans (6.2)
(la somme des carrés des erreurs doit étre minimale).

Théoreme 6.1 Soit A une matricen x n (avecm > n) et soitb € IR™. Le vecteur: est solution
de (6.2) si et seulement si
AT Ax = ATb, (6.3)

Leséquations du systne (6.3) s’appellent&quations normales”.
Démonstration. Les minima de la fonction quadratique
f(z) = ||Az — b||> = (Az — b)T (Ax — b) = 2T AT Az — 22T ATH + b7
sont donnés pdr = f'(z) = 2(z7 AT A — T A). m

Interprétation geonetrique.L'ensembleE = {Ax | x € IR"} est un sous-espace linéaire B&'.
Pour unb € IR™ arbitraire,z est une solution de (6.2) si et seulementsi est la projection
orthogonale dé sur E. Ceci signifie quedz — b L Az pour toutz € IR". On en déduit que
AT(Az — b) = 0 et on a ainsi établi une deuxieme démonstration de (6.3).

Exemple 6.2 Pour étudier le phénomene de la thermo-électricité, on fait I'éxpée suivante. On
soude un fil de cuivre avec un fil de constantan de maniere a obtenir une boucle fémpeént
de soudure est maintenu a température fi¥ex 24°C), alors que I'on fait varier la températuife
de l'autre. Ceci génere une tensionlaquelle est mesurée en fonction’dgvoir le tableau 1V.2
et la fig. IV.2). Les données du tableau IV.2 sont prises du livre de P.R. Bevihgton

On suppose que cette dépendance obéit a la loi

U=a+bT+cT? (6.4)

1. P.R. Bevington (1969)Data reduction and error analysis for the physical scienddsGraw-Hill Book Com-
pany).



SyoelTies U EGQualiOlls Lealles Il

TAB. IV.2 — Tensions mesées en fonction de la teraature T’

i T°C U | i T;COU | i T°C U
0 —08)| 8 35 042]15 70 1.88
5 —069| 9 40 061]16 75 210
10 —053|10 45 082|17 80 2.31
15 —034 |11 50 1.03[18 85 254
20 —0.15]12 55 1.22(19 90 2.78
25 0.02|13 60 14520 95 3.00
30 020]14 65 1.68|21 100 3.22

N O O s W N~

et on cherche a déterminer les parameiréset c. Les données du tableau 1V.2 nous conduisent
au systeme surdéterming € 3, m = 21)

Ui = a+ bT; + 17, i=1,...,21. (6.5)
En résolvant les équations normales (6.3) pour ce probleme, on abtiert0.886, b = 0.0352 et

c = 0.598 - 10~*. Avec ces parametres, la fonction (6.4) est dessinée dans la fig. IV.2. @rvebs
une trés bonne concordance avec les données.

Ty T

| T |
0 50 100
FIG. IV.2 — Tension en fonction de la tef@mture et scekma de I'exgrience

Remarqueles équations normales (6.3) possedent toujours au moins une solution (la projection
sur E existe toujours). La matricda” A est symétrique et non-négative’ (A7 Az = || Az||? > 0).

Elle est définie positive siles colonnesdsont lineéairement indépendantes:(# 0 pourz # 0).

Dans cette situation, on peut appliquer I'algorithme de Cholesky pour résoudredensy&.3).

Mais, souvent, il est préférable de calculer la solution directemen6.@¢ $ans passer par les
equations normales (6.3).

V.7 Decomposition QR d’'une matrice

Dans I'élimination de Gauss, on a multiplié 'équatidn = b par la matrice triangulairé,,_; -
... Ly - L. De cette maniere, on a réduit le probleme origin&@®a = ¢ ou R est une matrice
triangulaire supérieure. Malheureusement, la multiplicatiodde- b avecl; ne conserve pas la
norme du vecteur.
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Pour résoudre (6.2), nous cherchons une matrice orthoggnaliée que

c

QT(Ax—b):Ra:—c:(R(;,>I—(C/,/> (7.1)

ou R' (une matrice carrée de dimensiohest triangulaire supérieure gt, ¢’)T est la partition
dec = Qb telle qued € IR" etc” € IR™". Comme le produit par une matrice orthogonale ne
change pas la norme du vecteur, on a

|Az = b]l3 = |Q" (Az = D) |3 = |Rz — c[|3 = |[R'z — [[5 + [|<"[[5. (7.2)
On obtient alors la solution de (6.2) en résolvant le systeme
Rx=C. (7.3)

Le probleme consiste a calculer une matrice orthogo@ale.-a-d.,Q”@Q = I) et une matrice
triangulaire supérieur® telles que” A = R ou de fagon équivalente

A=QR. (7.4)

Cette factorisation s’appelle la “décomposition QR” de la matdAcBour arriver a ce but, on peut
se servir des rotations de Givens (voir exercice 12 du chapitre V) ou desa@fiele Householder.

Réflexions de Householder (1958Wne matrice de la forme
H=1T1-2uu" ou w'u=1 (7.5)

a les propriétés suivantes:
— H est une réflexion a I'hyper-plafy: | u’'z = 0}
car Hr =x —u- (2u'z) et Hx +z L u.
— H est symétrique.
— H est orthogonale, car

H'H = (I - 2uu™)"(I = 2uu”) = I — 4un” + 4vu™uu® = 1.
En multipliant A avec des matrices de Householder, nous allons essayer de transfoememe
matrice de forme triangulaire.

Lalgorithme de Householder - Businger - Golub.Dans unepremere étape on cherche une
matriceH; = I — 2uqul (u; € IR™ etulu; = 1) telle que

ap X e X
ma=|0 . (7.6)

0 x o x
Si I'on dénote pard, la premiere colonne dd, il faut que H; A; = aje; = (a4,0,...,0)7 et on

obtient|a;| = ||H1 A1]]2 = ||A1]]2. La forme particuliere déf;, implique que

HIAI = Al — 211,1 . U{Al = (x1€q.
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L'expressionu? A; est un scalaire. Par conséquent,
Uy = C- U1 ou = Al — 16y (77)

et la constant€’ est déterminée pdu, ||, = 1. Comme on a encore la liberté de choisir le signe
dea;, posons

) = —Sigr‘(an) . ||A1||2 (78)
pour éviter une soustraction mal conditionnée dans le calcul deA; — aqe;.

Calcul deH; A. Notons pard; et (H, A); les j8MeScolonnes ded et H, A respectivement. Alors,
ona

N 2
(HlA)j = Aj — 2U1U{A]’ = A]‘ — ﬁ . U?Aj * U1 ou B = . (79)
Le facteurs peut étre calculé a I'aide de

val

gt =

1
= Q(A?Al — 20[10,11 + Oé%) = —Q1 (0,11 — Oél). (710)

Dans unedeuxemeétape on applique la procédure précédente a la sous-matrice de dimension
(m — 1) x (n — 1) de (7.6). Ceci donne un vectely € IR™! et une matrice de Householder

Hy, = I — 2uyul. En posantu, = (0,13)”, une multiplication de (7.6) par la matridé, =
I — 2usul donne

a;p X -0 X a;p X -+ X ap X X --- X
0 0 0 ag X --- X
HQHlA:HQ C = HQC - 0 0 X e X
0 0 0 0 X - x

En continuant cette procédure, on obtient aprésapes (aprés— 1 étapes sin = n) une matrice
triangulaire

/
QT
Ceci donne la decomposition (7.4) av@€ = H,, - ... - HyH,.

Codt de la decomposition QR.La premiéere étape exige le calcul depar la formule (7.8)€& m
opérations), le calcul d&/v{ v, par la formule (7.10) (travail négligeable) et le calcul(@g A),
pourj = 2,...,n parlaformule (7.9)& (n — 1) - 2- m opérations). En tout, cette étape nécessite
environ2mn opérations. Pour la décomposition QR, on a alors besoin de

2(n> + (n — 1)+ ...+ 1) ~ 2n3/3 opérations sin = n (Matrice carrée);

2m(n+ (n — 1) + ...+ 1) ~ mn® opérations sin >> n.
En comparant encore ce travail avec celui de la résolution des équationsleofmann?/2
opérations pour le calcul dé” A et ~ n?®/6 opérations pour la décomposition de Cholesky de
AT A), on voit que la decomposition QR coflite au pire le double.

Remarque. Si les colonnes de la matricé sont linéairement indépendantes, tousdesont
non nuls et I'algorithme de Householder—Businger—Golub est applicable. Une petite atamtific
(échange des colonnes dé¢ permet de traiter aussi le cas général.

Concernant la programmation, il est important de ne calculer ni les matfices la matrice
Q. On retient simplement les valeutset les vecteurs; (pouri = 1,...,n) qui contiennent déja



1UVU Syoelres U EQualiOlls Lealles

toutes les informations nécessaires pour la décomposition. Comme ponuiridtion de Gauss, on
ecrit deux sous-programmes. DECQR fournit la décomposition QR de la mat(x-a-d. lesy;,

v; et la matriceR). Le sous-programme SOLQR calclé b et la solution du systéme triangulaire
R'z = ¢ (voir (7.3)). Le calcul deQ”v = H,, - ... - H,H,b se fait avec une formule analogue
a(7.9).

Exemple 7.1 Si les colonnes dd sont “presque” linéairement dépendantes, la résolution du pro-
bleme (6.2) a I'aide de la décomposition QR est préférable a celleqiegions normales. Consi-
dérons, par exemple,

1 1 1
A=1€e 0], b=10
0 € 0
ol e est une petite constante, disefis< eps Avec un calcul exact, on obtient
v, (1+€e 1 ) o <1>
AA_< ) A= (]
et la solution est donnée par
1 1
= = — = — O 2 .
T1=T2 =5 T2 o +0(€)

Un calcul en virgule flottante fait disparaitrecfedansA” A et cette matrice devient singuliére. On
n’obtient pas de solution.

Par contre, I'algorithme de Householder—Businger-Golub donne (en négliggant= —1,
v = (2,6,0)T,... etalafin

-1 -1 ~1
R=|0 2-¢], Qb= €/Vv2
0 0 —e/V?2

La résolution de (7.3) donne une bonne approximation de la solution exacte.

IV.8 Etude de I'erreur de la méthode des moindres cares

Comme c’est le cas dans I'exemple du paragraphe IV.6, nous cherchons les pegsametr, =,
d’une loi

i%@%zb (8.1)

qui relie les variables et b (les fonctions:;(¢) sont données, p. ex;(t) = #~'). Supposons que
pour plusieurs valeurs dddisonst, . . ., t,,, m > n) I'on puisse mesurer les quantit@s. . . , b,,.
On obtient ainsi le systeme surdéterminé

Zaijxj :bi; izl,...,m (82)
7j=1

oua;; = c;(t;). En pratique, le$; sont des mesures |égérement erronées et il est naturel de les
considérer comme des valeurs plus ou moins aléatoires. L'étude dei'deda solutione, obte-
nue par la méthode des moindres carrés, se fait alors dans le cadre deiladbégrobabilités.
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Rappel sur la théorie des probabilitts. Considérons desgariables akatoiresX (dites “conti-
nues”) qui sont spécifiees par une fonction de dengite R — IR, c.-a-d., la probabilité de
I'evénement que la valeur d€ se trouve dans l'intervalli, b) est donnée par

b
Pla< X <b)= / f(z) dz (8.3)
avecf(z) > Opourz € Ret (% f(x)dr=1.

On appelleesgrance(mathématique) de la variable aléatakde nombre réel

px=B(X)= [ af(@)dr, (8.4)

—0Q
etvariancela valeur

o0 o0

(o= nx)2f(@)de = [ *f(2)do - sk (8.5)

—00

o% = Var(X) :/

—00

Exemple 8.1 Si une variable aléatoire satisfait (8.3) avec (voir la fig. IV.3)

f(z) = \/%-a -exp(—%(x ; M>2> (8.6)

alors on dit que la variable aléatoire satisfaitdanormaleou laloi de Gauss — Laplacque I'on
symbolise parN(u, 0?). On vérifie facilement que est I'espérance et? la variance de cette
variable aléatoire.

La loi normale est parmi les plus importantes en probabilités. Une raisdaestu “théoreme

de la limite centrale” qui implique que les observations pour la plupart des erpési@hysiques
obéissent a cette loi.

95 %

Ww— 20 h—o0 W w+o w20

FIG. IV.3 — Fonction de densi pour la loi normale

Rappelons aussi quevariables aléatoired’, ..., X,, sont indépendantes si, pour tautb;,
ona

=1

Lemme 8.2 SoientX et Y deux variables datoires in@pendantes avec comme fonctions de
densié f(z) etg(y) respectivement et soient 3 € IR aveca # 0. Alors, les variables &atoires
aX + fetX +Y posedent les fonctions de deresit

o0

: (:1: — ﬂ) et (f *9)(z) = / f(z=y)gly) dy. (8.8)

m (6 —00
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Leur esggrance matematique est
E(aX + ) = aE(X) + 3, E(X+Y)=E(X)+ E(®Y) (8.9)
et leur variance satisfait
Var (aX + 3) = o’Var(X), Var (X +Y) = Var(X) + Var(Y). (8.10)
Démonstration.La fonction de densité pour la variable aléateit® + 5 découle de (pout > 0)

pusereacnnCax < [ i

Les propriétés (8.9) et (8.10) poaX + 3 en sont une conséquence directe.
CommeX etY sont supposées indépendantes, on obtient (en posant+ y)

P(a§X+Y<b)://a<z+y<bf( dxdy—/ / g(y) dy d=

et on trouve la fonction de densité pakir+ Y. Un calcul direct donne

B(X +Y) = / / dydz—/ / (@ +9)f(2)g(y) dydz = E(X) + E(Y)

et, de facon similaire, on obtient

var(X +) / / () dydz — pi
:/7 /, (v +9)*f(2)g(y) dyde — (nx + py)* = Var(X) +Var(Y). g

RemarqueSi X etY sont deux variables aléatoires indépendantes qui obéissent a la loi normale
les variables aléatoiresX + 3 et X + Y obéissent aussi a cette loi (exercice 13).

Revenons maintenant au probleme (8.2). Pour pouvoir estimer I'erreur du résuttatique
x, faisons les hypotheses suivantes:

H1: La valeurb; est la réalisation d’'une épreuve pour une variable aléalg)ir®n suppose que
les B; soient indépendantes et qu’elles obéissent a la loi de Gauss—Laplage avetme
espérance et comme variance (le§; sont inconnus, mais le§ sont supposés connus).

H2: Le systeme surdéterminé (8.2) possede une solution unique si 'on rempadceée les
nombress;, c.-a-d. gu'il existe un vecteyre IR" tel queA¢ = Bouf = (Bi,...,08n)".

Motivation de la méthode des moindres cares.Par I'hypothese H1, la probabilité qug soit
dans lintervall€b;, b; + db;) avecdb; (infinitésimalement) petit est

—exp(—5 ("), @)
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—C. eXP(_§Z( — @) ) :C_exp(_%i(bi—Z?1a¢j§j)2>'

i=1 i i=1 Oi

Selon une idée de Gauss (1812), la “meilleure” répangeour les¢; (inconnus) est celle pour
laquelle la probabilité (8.11) est maximale (“maximum likelihood”). Alors, attualex,.. ., z,

de fagon a ce que

Z(——Zf-xj>2—>min. (8.12)

210-Z

Sil'onremplace;/o; parb; eta;; /o; para;;, la condition (8.12) est équivalente a (6.2). Par la suite,
nous supposerons que cette normalisation soit déja effectuée doend,pouri = 1,...,n).

Estimation de I'erreur. La solution de (8.12) est donnée par= (AT A)"1AT). La solution
théorique satisfaig = (A7 A)~' AT 3. Alors,

r—§&= (ATA)ilAT(b — ﬂ) ou x;,—& = i Oéij(b]
j=1

ol «;; est I'élement, j) de la matricel A" A)~' A”. L'idée est de considérer la valeur comme
la réalisation d’'une variable aléatoif& définie par

Xi= Z ; Bj ou Xi—&= Z wij (B — ;). (8.13)
Jj=1 j=1
Théoreme 8.3 SoientBy, ..., B, des variables @atoires in@épendantes aveg;, comme esp

rance eto; = 1 comme variance. Alors, la variable&dtoire X;, définie par (8.13), satisfait
ol ¢;; est lei®MEelement de la diagonale det”A)!

Remarqueles autres élements @’ A)~' sont les covariances d€; et X.

Démonstration. La formule (8.9) donné?(X;) = &;. Pour calculer la variance dg;, nous uti-
lisons le fait quevar (B;) = 1 et la formule (8.10). Ceci donne avec= (0,...,0,1,0,...,0)T
que

Z = |lef (AT A) AT = el (ATA)TTATA(ATA) ey = el (ATA) e = €

|

Exemple 8.4 Pour I'expérience sur la thermo-€lectricité (voir le paragraphe 1\d6)a supposé
gue les mesurelg ont été faites avec une précision correspondant & 0.01. Pour le systeme
surdéterminé (on écrit;, x4, x3 poura, b, c etb; pourl;)

1 T; T? bi .
_,x1+_.x2+—-x3:—, Zzl,...,21
g; g; g; i

la matrice(A” A)~! devient
0.356-10~* —0.139-10"°  0.113-1077
(ATA)' = -0.139-10°  0.765-10"7 —0.713-107° (8.15)
0.113-10°7 —0.713-107° 0.713-10" "
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et on obtient

ox, = 0.60-1072, ox, =0.28-1073, ox, = 0.27-1077.

Ceci implique qu’avec une probabilité 88%, la solution exacte (si elle existe) satisfait

a = —0.886 £ 0.012, b = 0.0352 &£ 0.0006, c=0.598-10"* 4 0.054 - 10~*.

Test de confiance du modle. Etudions encore si les donnégs b;) sont compatibles avec la loi
(8.1). Ceci revient a justifier I'hnypothese H2.
En utilisant la décompositiof ik de la matriceA, le probleme surdéterminér = b se trans-

forme en (voir (7.1))
(}g> = <cc'l'> ou ((ff,) =Q"b. (8.16)

La grandeur d¢jc”||2 est une mesure de la qualité du résultat numérique. Théoriquement, si I'on a
(3 alaplace dé et¢ ala place de:, cette valeur est nulle.

Notons les éléments de la matri€epar ¢;;. Alors, les éléments du vecteur= Q" sont
donnés par; = E;’;l q;ib; et ceux du v,ecte_m” satisfont ausst; = >°7" ¢;i(b; — ;). Il est alors
naturel de considérer les variables aléatoires

ZﬂB Bj), i=n+1,...,m. (8.17)

Le but est d’étudier la fonction de densite@g", ., C?.

Lemme 8.5 SoientB,, ..., B,, des variables d@atoires in@épendantes satisfaisant la loi normale
N(f;,1). Alors, les variables &atoiresC,,, 1, ..., C,,, définies par (8.17), sont irgghendantes et
satisfont aussi la loi normale avec

Démonstration. Pour voir que leg”; sont indépendants, calculons la probabiité;; < C; <
bi,i=n+1,...,m). Notons paiS 'ensembleS = {y € R" | a; < y; < b, i=n+1,...,m}
et parC et B les vecteurgC', ..., C,,)" et(By,..., B,)". Alors, on a

Pla; <C; < biyi=n+1,. (CES) P(QT(B - §) € S)
(a) LN 5
= P(B — —— “dyy .. dyn, 8.19
(B—peQ(S // eXp( 2;:1:%) yi .. dy (8.19)

2

—%; Z)d21--- zm:iﬁ \/_eXp( )dZi-

=n+1 7%

L'identité (a) est une conséquence de l'indépendance3ded (b) découle de la transformation
y = Qz, cardetQ = 1 ety y? = 3, 22 (la matrice) est orthogonale). En utilisast = {y €
R™ | a; < y; < b;}, on déduit de la m&éme maniere que

2

P(a; < Ci < b)) = P(C € S;) _/ \/_eXp )dzi. (8.20)

Une comparaison de (8.19) avec (8.20) déemontre I'indépendancg.de. . ., C,, (voir la défini-
tion (8.7)).
Le fait que leg”; satisfont la loi normaleV (0, 1) est une conséquence de (8.20). m|
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Théoreme 8.6 (Pearson)SoientYy, ..., Y, des variables d@atoires inépendantes qui @issent
alaloinormaleN (0, 1). Alors, la fonction de dendtde la variable &atoire

VE+Yy ...+ Y} (8.21)

est donge par (voir fig. IV.4)

1 n/2— —z
fn(x)zwg_—r(n/z)'x /2L el (8.22)

pourz > 0 et par f,(x) = 0 pourz < 0 (“loi de x* an degés de liberg”). L'espérance de cette
variable akatoire vaut: et sa variancen.

0 10 | 20 | 30 40
FIG. IV.4 —Fonction de densit (8.22)

Démonstration. Considérons d’abord le cas= 1. Pour0 < a < b, on a

P(a<Y? <b)=P(a<V;<Vb)+P(—/a>Y,>-Vb)

:2/\/?)#.6I2/2daj:/bi.et/2.ﬁ,
va \2m o 27 Vit

ce qui démontre (8.22) pour= 1 carI'(1/2) = /7.

Pour le cas général, nous procédons par récurrence. Nous utilisons latrésulemme 8.2
qui affirme que la fonction de densite B¢+ . . .+Y;?, | estla convolution de celle d§’+...+Y;?
avec celle d&? ;. Le calcul

1 T B . e
(hwﬁwzﬂfﬂmammmmﬁw_”me(Wﬂﬂemﬁ
e—x/? = )
= — " /Ztn/Q—l dt
\/Q-F(l/Q) -2n/2.T'(n/2) /0 (z 1)
p(nt1)/2=1 —x/2 1
] / (1 _ S)l/an/Q—ldS — fn+1(l')
V2-T(1/2) - 27/2 . T(n/2) Jo
nous permet de conclure. -

Pour les variables aléatoiré$ de (8.17), ce theoreme montre que
S c? (8.23)
1=n+1

est une variable aléatoire ayant comme fonction de defisitg(z) (on rappelle qu’aprés norma-
lisation, on as; = 1 pour les variables aléatoirés).
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Appliquons ce résultat a 'exemple du paragraphe V.6 (voir la formulation (8.D2Ns ce
cas, on d|c”||? = 25.2 etm — n = 18 degrés de liberté. La fig. IV.4 montre que cette valeur de
||c"||3 est suffisamment petite pour étre probable.

SiI'on avait travaillé avec le modele plus simple

U=a+bT (8.24)

(a la place de (6.4)) on aurait trou{é”’||2 = 526.3 etm — n = 19. Cette valeur est trop grande
pour étre probable. La conclusion est que, pour les données du tableau 1V.2, la loi (fM4ises
probable que la loi (8.24).

IV.9 Exercices

1. Pour calculer I'inverse d’'une matrice dont la dimensioest tres grande, il existe un algorithme qui
exige envirom? opérations. Donner cet algorithme.

2. Supposons que la decompositibik de la matriceA est & disposition. Pout, v, b des vecteurs
donnés, trouver un algorithme efficace pour résoudred@nye

(A+uww)z=0b

qui utilise uniquement la résolution des systemes b et A~'u. Cet algorithme est connu sous la
formule de Sherman - Morrison - Woodbury.
Indication. Calculer d’abord une formule pour .

3. Considérons le probleme de calculer le produit saalair
n
i=1
Quelle est sa condition?
4. SoitA une matricen x m a coefficients réels. Montrer que
T T
[All = 1[4 lloo et [All2 =142 -

5. Considérons une matrice-bande avec une largeuréunfénp, et une largeur supérieugg, (c’'est-a-
dire,a;; = 0sii —j > pyetsij —i > p,). Montrer que les matrices et R de la decomposition
LR avec et sans la recherche de pivot ont aussi une structurardie.bPour le cas tridiagonal,
pe = py = 1, donner les largeurs des bandes apparaissants dansdespdisitions et estimer le colt
en opérations des algorithmes.

6. Pour résoudre le systeme linéaire
n .
Zc;_l:vj = b;, i1=1,...,n (9.1)
j=1

(matrice du type Vandermonde), dériver un algorithme @aiessite seulemett(n?) opérations.
Indications.

(&) Le systeme (9.1) est équivalent a
n
> p(cj)z; = b(p) pour degp <n—1,
j=1

ol b(p) = X0y djb; et p(i) = X0y djil 1
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(b) Choisir poutp(t) les éléments de la baset — c1, (t —c1)(t —c2), (t—c1)(t —e2)(t—c3), ...

7. Soit
2 (s + 1) i
Eo2(EeR) &
A= = 2(% + 1)
. 1
hn—2

1 1 1
hn—2 2 (hn72 + hn71>
la matrice qui apparait dans l'interpolation avec dessgli(voir le paragraphe I1.7).

Montrer que sa conditioR. (A) = ||Al|||A~"|| peut devenir arbitrairement grandexsix 4; / min h; —
co. Par contre, on a.(A) < 3 olk.(A) = || |A]-|A7 ]|

Indication Utiliser les propriétés (4.15) et (4.14).

1 0
A:(_14)
4 1

(b) Démontrer que pour des matrices symétriques noussaeoiours|| Alls < ||A]|:.

8. (a) Pourla matrice

calculer||Al|1, ||All2 et]|Al|so-

9. Les valeurs de la suitg = exp(k%/® — (k — 1)?/%) peuvent &tre calculées par les formules:

bp = exp(k?/3 — (k — 1)%/3),

b = exp(k?/?)/ exp((k — 1)*/?)),

b = exp((2k — 1)/ (k% + (k(k = 1))*/* + (k = 1)*/?)),
Calculer a l'aide d’une calculatrice la valeur pdue= 100000 (le résultat est

b100000 = 1.01446656424210809769528199600) et pourk grand, quelle formule est préférable pour
un calcul en virgule flottante?

10. Les racines du polyndme — 2pz — g = 0 peuvent &tre calculées par

AL =p+\/p?+q, A2 =p—/p*+q

Montrer que poup > 0 (grand) ety > 0 (trés petit) cet algorithme est numériquement instahle.
l'aide de la relatiom\; Ay = —gq, trouver un algorithme qui est numériquement stable.

11. Soient donnés,, z-, ..., z,. Une estimation de la variance peut &tre calculée pancteades deux
formules suivantes:
1 " 1 & 2
2 _ 2 _ 2 2 _ o
g _n—l(;$z ’I’L/L) g n_I;(Z’Z /1,)

oupu = % >, z; est 'espérance. Quelle formule est la plus stable?

a) Appliquer les deux algorithmes a I'exemple= 2, z; = 3001, z2 = 3003 et simuler un calcul en
virgule flottante aved chiffres.

b) Etudier l'influence des erreurs d'arrondi pour les degodthmes, sin = 2 mais quer; etzs
sont arbitraires.
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12. a) Calculer la decomposition de Cholesky= LL” pour la matrice de Hilbert

|
A= (7> , n=3,6,9,12, 15.
t+7—1/)5-1,.n

b) Comparer le résultat numeérique avec les valeurs exacte

_ VT (G- (1)
GG R G R ©2)

Combien de chiffres sont exacts?
c) Si L dénote le résultat numérique, calculer le resida LL .
Calculer aussi le résidd — LL” pour la matricel., donnée par (9.2).

13. Pour une matricd = (a;;) notons pal(az(f)) les matrices des étapes intermédiaires de I'éliminatio
de Gauss. Montrer gu’avec une recherche de pivot partaile,

(k) n—1 .
fglﬁ?mij | <2 'Hzlgex|azy|- (9-3)

Pour la matrice suivante, on a égalité dans la formule:(9.3

1 1

-1 1 1
A=1]-1 -1 1 1
-1 -1 -1 ... -1 1

14. SoitA une matrice an lignes etn colonnes . > n). On définit pour les matrices non-carrées,

k(A) := max ||Az|| / min ||Ay]].
|lzl|=1 [lyll=1

Pour la norme Euclidienne, montrer que, (A7 A) = (k2(A))%.
Indication. Transformer la matrice symétriqué’ A sous forme diagonal®; > \o > ... >\, > 0
et montrer que

max [|[Az|> =X, min |Az|3 = \,.

llzll,=1 lz],=1

15. Voici quelques valeurs pour la densitée I'eau en fonction de sa températdie

TPC]| 0 5 10 15 20
o(T) ]0.999868 0.999992 0.999728 0.999126 0.998232

(a) Approcher ces valeurs par un polyndme de degré 2 gdéttles moindres carrés).
(b) Pour quelle valeur d&, la densité est-elle maximale et quelle est cette valeximede?

Indication. Si vous préférez calculer avec des nombres plus petitssfa transformation: = 7'/5,

f(T) = 1= o(T).
16. SoitA une matrice inversible de dimensienMontrer que la decompositiaR R (ou () est orthogo-
nale etR triangulaire supérieure) est unique, si 'on supposergue 0 pouri =1,...,n.

17. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes obéissaatl@ hormale N (u1,0q) et
N (2, 02) respectivement. Montrer queX + g (poura > 0) et X + Y obéissent aussi a cette
loi.
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18.

19.

20.

SoitX une variable aléatoire qui obéit a la lpt avecn degrés de liberté (c.-a-df,,(z) de (8.22)
est sa fonction de densité). Montrer que

E(X)=n et Var(X) = 2n.

Effectuer une étude compléte de I'erreur du modéavie a I'exercice 60. Pour cela, trouver les
écarts types des coefficients du polyndme et effectueestrde confiance du modele.
Indication. ||c”||? = ||Az — b||?.

Les élements de la diagonale@e= (AT A)~! jouent un rdle important pour I'étude de I'erreur de
la méthode des moindres carrés. Supposons que nousadsposition la décompositicB R de la
matrice A.

(@) Déemontrer queC' = (RTR)~!.

(b) Trouver un algorithme pour calculer la diagonale(@@n n?/6 opérations ¢ = nombre de
colonnes ded; 1 opération = 1 multiplication + 1 addition).
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Chapitre V

Valeurs et Vecteurs Propres

Soit A une matrice carrée de dimensigrdont les e€léments sont soit dafig soit dansC. Le
probleme consiste a calculere ¢ etv € €™, v # 0, tels que

Av = M. (0.1)

Si cette équation est vérifieg,s’appellevaleur proprede la matriced et v est levecteur propre
correspondant. L'équation (0.1) est équivalente au systeme\7)v = 0 qui possede une solution
non nulle si et seulement si

Xa(A) =det(A — AI) = 0. (0.2)

Le polyndmey 4 () est lepolyrdme caradtristiquede la matriced. Les valeurs propres désont
alors les zéros du polyndme caractéristique.

Bibliographie sur ce chapitre
Tous les livres cités dans le chapitre IV, et en plus

B.N. Parlett (1980)The Symmetric Eigenvalue ProbleRrentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ.

B.T. Smith, J.M. Boyle, Y. Ikebe, V.C. Klema & C.B. Moler (1970)atrix Eigensystem Routines:
EISPACK Guide 2nd ed., Springer-Verlag, New York.

J.H. Wilkinson (1965)The Algebraic Eigenvalue Proble@larendon Press. [MA 65/72]

J.H. Wilkinson & C. Reinsch (1971Handbook for Automatic Computation, Volume II, Linear
Algebra Springer-Verlag, New York.

V.1 La condition du calcul des valeurs propres

A cause des erreurs d’arrondi, les éléements d’'une matrjgour laquelle on cherche les valeurs
propres, ne sont pas exacts. lls sont plutdt égaisx & a;;(1 + €;;) avecle;;| < eps(eps la pré-
cision de I'ordinateur, est supposée étre tres petite). Il est abmsiportant d’étudier l'influence
de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres deka Patir montrer
ceci, considérons la famille de matrices

Ale) = A+ eC ou le] <eps et |cj| < |agl (1.1)

(éventuellement, la derniére hypothéese va étre remplacégflax || A|).
Dans le premier théoréme nous allons montrer que les valeurs prdpjete A(¢) dépendent
continlment de. Puis, nous verrons qude) est méme différentiable et analytique\$i) est une



112 valeuls €l vecleuls FIOPIes

valeur propre simple dd. Une situation moins favorable survient lorsque les valeurs propres sont
multiples.

Théoreme 1.1 (continuié des valeurs propres)Soit

() = det(A = A1) = (=1)" T[(h = A)™ (1.2)

i=1

le polyrome caracgristique deA et choisissons up > 0 afin que les disques
Di={\e ;A= N[ <p}

soient disjoints. Alors, poufe| suffisamment petit et podr= 1,...,k exactementn; valeurs
propres ded(e) = A + eC' (compees avec leur multiplic) se trouvent dans le disquig.

Démonstration. L'idée est d'utiliser le theoreme de Rouché (voir Analyse 1) :es fonctions
f(A) etg(A) sont analytiques a l'intérieur du disqlie= {\; |\ — a| < p}, continues au bor@D
et si elles satisfortf (\) — g(\)| < |f(\)| surdD, alors les deux fonctiong(\) etg(\) possédent
le méme nombre de zéros a l'intérieur Be

Posonsf(A) = xa(A) etg(A) = xaiec(N). On voit de (1.2) quexa(A)| > C; > 0 pour
A € 0D;. La differencey 4..c(\) — xa(A) contient le facteur et peut étre écrite sous la forme
Xa+ec(A) — xa(A) = €- h(A, €). Sur 'ensemble compaétD; x [—1, 1], le polyndbmeh est borné,
disons pacC, > 0. En conséquence, pol# < min(C,/Cs,1), 0n a

Xatec(A) = xa(M)] < [e] - C2 < C1 < [xa(N)] pour A€ dD;

et le théoreme de Rouché implique qug,.c(\) et x4(\) possédent le méme nombre de zéros
dansD;. O

Théoreme 1.2 (diferentiabilit & des valeurs propres)Soit \; une racine simple dg 4(\) = 0.
Alors, pour|e| suffisamment petit, la matricé(e) = A + ¢C pos®de une valeur propre unique
A1 (€) proche de),. La fonction), (¢) est analytique et on a

u;Cvy

A(€) =X +e€- + 0O(€%) (1.3)

uivy

ou v, estle vecteur propra droite (Av; = A v,) etu, estle vecteur propra gauche¢; A = A\ uj).
Démonstration. Soit p(A, €) := xatcc(A) = det(A + eC' — AI). Comme

_ Op
p()‘lao) =0 et a()‘lao)#oa

le theoréme des fonctions implicites garantie I'existence d’une fonctitareliftiable\, (¢) (méme
analytique), tel que\; (0) = A\, etp(A;(€), €) = 0. Il existe donc un vecteur, (¢) # 0 tel que

(A(e) = Ma(e)Tva(e) = 0. (1.4)

La matrice dans (1.4) étant de rang- 1, on peut fixer une composantd &t appliquer la regle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationsetléesnéats
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de la matriced + ¢C' — X (¢)I et donc differentiables. Aprés la normalisation &\)7 v, (\) = 1,
la fonctionwv, (\) reste différentiable.

Pour calculer)|(0), nous pouvons dériver I'équation (1.4) par rappok @& poser ensuite
e = (0. Ceci donne

En multipliant cette relation parf, on obtient.}(C — X, (0)I)v; = 0, ce qui démontre la formule
(1.3). O

ConsquencesSi A est une matricaormale(c.-a-d.,A*A = AA* ou, de facon équivalente, s'il
existe une matrice unitairg telle queV*AV = diag(\y,...,\,)), on au; = v; et la formule
(1.3) donne (en négligeant le terrtike?))

[Ai(e) = M| < e [|C] (1.6)

car [v;Cvy| < Jjvi]| - ||C]| - ||v1]]- Ceci signifie que le calcul d'une valeur propre simple d'une
matrice normale (p. ex., symétrique ou anti-symétrique) est trés bienticomdi.

Sila matrice n’est pas normale, le calcul)dgvaleur propre simple) peut étre mal conditionné.
Considérons par exemple la matrice

a=(o5) o w=(o) mmm ()
—\o 2 o) M"T AT a2 \—a

dont les valeurs propres sont toutes simples. Dans cette situation, la formuledts3filonne
Ai(e) = A =€ (c11 — acy) + O(€?) et le calcul de\; = 1 est mal conditionné si est grand.

Exemple 1.3 Considérons la matrice (boite de Jordan)

A1

N
A— P R (1.7)

Le polyndbme caractéristique de+ ¢C satisfait

det(A + eC — M) = (A — A)" — (=1)" - € ey + O(e2) + O(e - [Ar — A|).

Sic, # 0, les terme®(e?) et O(e - |\ — A|) sont négligeables par rapport ac,,. Les valeurs
propres ded + ¢C sont alors approximativement données par les racines de

M =N"—(=1)"-€-¢uu=0, cad A=A+ (c-co)/ (1.8)
(observer quée - c,,;)*/™ donnen valeurs complexes distinctes — multiples des racines de I'unité).
Expérience nunérique. Prenons la matrice (1.7) avec o
A = 1letn = 5. Les éléements de la matricé sont 1L
des nombres aléatoires dans l'intervalld , 1]. Le des- @ M
sin ci-contre montre le$ valeurs propres del + ¢C 2 =
poure = 10=*,107°,...,107'°, L'erreur est~ 10~! pour okt
e = 1075 et~ 1072 poure = 107'°, ce qui correspond a 9 ﬁ%%t) 11 ¢
la formule (1.8) pour. = 5. A
Consquence.Si la dimensiormm d’une boite de Jordan ¢ 2
est plus grande quk le calcul de la valeur propre de cette —1r

matrice estrés mal conditiona ¢
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En pratique, on est souvent confronté a degrices syratriquesA a coefficients réels. Dans
cette situation, il est raisonnable de supposer@seit aussi symétrique (on utilise seulemept
avec: > j, c.-a-d., on fait les mémes erreurs dagset dans:;;). Le théoreme suivant montre que
la formule (1.3) reste vraie méme si les valeurs propres ne sont pas simpies.|® calcul des
valeurs propres d’une matrice symétrique est toujours bien conditionné.

Théoreme 1.4 (cas sy@trigue) SoientA etC des matrices sy@triques et notons pax;,..., \,
(pas recessairement distincts) les valeurs propresidalors, les valeurs propres;(¢) de A+ eC'
satisfont

Ail€) = N +e-vf Cu; + O(?) (1.9)
ou vy,...,v, est une base orthonormale d&" formée des vecteurs propres de(Av; = \;v;,
vlv; = 1,v]v; = 0 pouri # j).

Démonstration. Dans une premiere étape nous diagonalisons la matride maniere a ce que
des valeurs propres identiques soient groupées ensembles. Nous choisissons donciege matr
orthogonaldV telle que

T (NI O) T _<Cu CQT1)
WAW_<0 V). wrew = (¢ (1.10)

(A est diagonale et contient les valeurs propres differentes;dé,; et Cy; sont symétriques).
Dans une deuxiéme étape, nous construisons une matfigeelle que

( I 0) <)\1I+€C11 602Tl ) ( I 0) o <D1(€) 602Tl ) (1.11)
B(E) I 6021 A + 6022 —B(E) I - 0 DQ(G) '
devienne triangulaire par blocs. Cette transformation ne change pas les vatguespPour arri-
ver a ceci, la matricd = B(¢) doit satisfaire

(MI —A)B + €BCyy + €0y — eBCy B — €CyB = 0. (1.12)

Comme), I — A estinversible, le théoreme des fonctions implicites implique que, gsuffisam-
ment petit, 'équation (1.12) peut &tre résolue. On obtient alors

B(G) = € - (A - )\1[)71021 —+ 0(62). (113)

Avec cette formule, on peut calculér, (¢) de (1.11):

D1(€) = )\1[ +e€- 011 + 0(62).

La matriceC; est symétrique et peut étre diagonalisée a I'aide d’'une matrice orthogdnale
Toutes ces transformations nous donnent

U™ 0N/ I 0\ .r I 0\/U 0\ (D) eUTCL
< 0 I) <B(e) I) WA+ )W (—B(e) I) < 0 I> - < 0 D) > (1.14)
ou N
D (e) = diag(\y + edy, ..., M\ + edyy) + O(e?)
(m est la multiplicité de la valeur proprl ). L'application du theoreme de Gershgorin (voir plus

bas) a la matric@l(e) démontre que les: valeurs propres dd + ¢C', qui sont proches dg&,,
satisfont\;(¢) = A + ed; + O(€?).
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Pour calculerl;, nous comparons les coefficientsddans l'identité (1.14). Ceci donne pour
1=1,...,m

d; = vl Cv; ou (Ul,Ug,...):VI:W<g ?)

Les propriétés des sont faciles a vérifier. m|

Théoreme 1.5 (Gershgorine)Soit A une matricen x n (avec de€léements dang: ou dansc).
Si )\ est une valeur propre d4, alors il existe un indice tel que

n
A —a;] < Z |aijl, (1.15)
=1
o
c.-a-d. que toutes les valeurs propres dise trouvent dans I'union des disques
Dy ={\; [A—aul <3 layl}-
J#i

Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons l'indicéel que|v;| > |v;| pour
toutj. La lignei de I'equationAv = Av donne

Zaijvj = ()\ — aii)vi-

JF

En divisant paw; et en utilisant I'inégalité de triangle, on obtient
U.
A= aal = X a2 <3 Jayl. -
i Vit i

Condition du calcul des vecteurs propresConsidérons la situation ou toutes les valeurs propres
de A sont distinctes. La démonstration du théoreme sur la differentiloiés valeurs propres
montre (voir formule (1.4)) que les vecteurs propres normaligesde A + ¢C sont des fonctions
analytiques de. Pour étudier la condition du calcul des vecteurs propres, nous exprirh@ns
dans la base des vecteurs propres (de droite)

v1(0) = av;. (1.16)
=1
La formule (1.5) donne alors
Z()\] — )\1)0@'7]]‘ + (C - )\II(O)I)UI =0. (117)
7j=2

En multipliant (1.17) par le vecteur propre de gauah€observer que:;v; = 0 pour: # j), on
obtientw; (pouri > 2) de la relation\; — \; ), ujv; +ufCv; = 0. La normalisation|v; ()||5 = 1
donne (en la dérivant);v;(0) = 0 et on en déduit que; = — Y , a;viv;. Sil'on insére les
formules poury; dans (1.16), on obtient pour(¢) = v, + ev(0) + O(e?) la relation

n *
u;Cvy

> m(vz — voiv;) + O(€%). (1.18)
1=2 v) g Y

vi(e) =v1 +e€
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De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur proprépend de la grandeur
ufv; (comme c’est le cas pour la valeur propre; voir la formule (1.3)) et aussi detéandesentre
A; et les autres valeurs propres de

Un algorithme dangereux.Une possibilité de calculer les valeurs propres d’une mattieest
la suivante:calculer d’abord les coefficients du poyme caractristique x 4(A\) et determiner
ensuite les&os de ce polygime Si la dimension del est tres petite (disons < 3) ou si I'on
fait le calcul en arithmétique exacte, cet algorithme peut étreutikss Par contre, si I'on fait le
calcul en virgule flottante, cet algorithme est numériquement instable. @ovosg] par exemple,
le probleme de calculer les valeurs propres de la matrice diagonale

A = diag(1,2,3,...,n) (1.19)
dont le polyndme caractéristique est

XA =1 =2 =N)B=A) ... (n—2N)
= (=1)" A" + ap A" Fan AP a )+ ap.

Les coefficients calculés satisfoiit = a;(1 + ¢;) avecle;| < eps Cette perturbation dans les
coefficients provoque une grande erreur dans les zéros de (1.20). Les résultatisjunesr@our
n =09,11,13,15 (aveceps~ 6 - 10~%, simple précision) sont dessinés dans la Fig. V.1.

(1.20)

Conclusion.Eviter le calcul des coefficients du polyndme caractéristique.

n=29 2- n=11
RS S S S S ¢ SR R S OF ©@ & & & @ odfio ofme & O
-2k
13 7 15 5 ?
n= % % 2 =
L = o
o o
2 f2 Y2 Sfw © © © © © © o o OH &% &= &% o o o
&
X 2 X
= =
-2 o
=

FIG. V.1 —Zeéros de (1.20) avec des coefficients perésrb

V.2 Lameéthode de la puissance

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d’'une matriest basé sur l'itération

Yk+1 = Ay (2.1)

ouy, est un vecteur arbitraire. Dans le théoréme suivant, on demontrg guel*y, (méthode de
la puissancgtend vers un vecteur propre deet que lequotient de Rayleigh; Ay /viyx €St une
approximation d’'une valeur propre de

Théoreme 2.1 Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres. .., A\, et de vecteurs
propresvy, . .., v, (normali€s par||v;||s = 1). Si|A1| > [A2] > [A3] > ... > |\,], les vecteurg
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de l'itération (2.1) werifient

i = At (a1v1 + O(| A2/ M 7)) (2.2)
(le nombrea; est &fini pary, = >, a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (en supposant que
ay # 0)

rA Aok
—y;kyi’“ = A+ O(‘/\—j‘ ). (2.3)

Si A est une matrice normale (&-d. que les vecteurs propres sont orthogonaux), I'erreur dans
(23) est(’)(|)\2/)\1 |2k)

Démonstration. Exprimons le vecteur de dépagt dans la base des vecteur propres, c.-gyd=
>, a;v;. Par récurrence, on voit que

Y = Akyo = zn: ai)\fvi = )\If (alvl + zn: a; (j:-i)kvl), (24)
i=1

=2

ce qui déemontre la formule (2.2). De cette relation, on déduit que

. . - — .
Ur Ay = YrYpt1 = Z |ai|2|)\z~|2k)\i + Z a;ajl; )\?Hvi v (2.5)
i=1 i
n
* — ~F *
Yk = Z |ai|2|)\i|2k + Z a;a;l, )\fvi v;. (2.6)
i1 it

Sia; # 0, laformule (2.3) est une conséquence de

veAye _ ] M A (T4 O([Xe/M[Y))
YRV a1 [ (A2 - (14 O([A2/ M [F))

2.7)

Pour une matrice normale, le deuxieme terme dans les formules (2.5) et (2.6)erdteti®ex-
pressionD(| A,/ |*) peut étre remplacée pér(|\;/\;|?*) dans (2.7) et dans (2.3). i

2 10
Exemple 2.2 Considérons lamatrice A =1 2 1 dont la valeur propre la plus grande
0 1 2

esth\; = 2(1+cos(m/4)) ~ 3.414213562373095. Quelques itérations de la méthode de la puissance
nous donnent
Yo = (17 17 1)T7 vy = (3: 4; 3)T7 Yo = (10, 14, 10)T

et une premiere approximation de est obtenue par

* A ¥ 11
yidy _ vive 16 g 41176,
v uin

RemarquesLes éléments du vecteyy, croissent exponentiellement avecll est alors recom-
mandé de normalisey, aprés chaque itération, c.-a-d. de remplagepar y/||yx||. Sinon, on
risque un “overflow”. Sij\y/\;| est proche dé, la convergence est trés lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante.

M éthode de la puissance inverse de WielandBupposons gqu’on connaisse une approximation
1 de la valeur propre cherch@g (il n’est pas nécessaire de supposer gusoit la plus grande
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valeur propre ded). L'idée est d’appliquer l'itération (2.1) a la matri¢el — 7). Les valeurs
propres de cette matrice sdit; — )~'. Si u est proche de;, on a

Lo
—ul = A=l

our 1> 2

et la convergence va étre trés rapide. Litération devient glars= (A — uI) 'y, ou

(A= pD)yrs1 = Y- (2.8)

Apres avoir calculé la decomposition LR de la matrice- 1.1, une itération de (2.8) ne colte pas
plus cher qu’une de (2.1).

Exemple 2.3 Pour la matriced de I'exemple précédent, choisissons- 3.41 ety, = (1,1.4,1)7.
Deux iterations de (2.8) nous donnent

236.134453781513 56041.9461902408
y1 = | 333.949579831933 |, Yo = | 79255.2785820210
236.134453781513 56041.9461902408

et on obtient
~ 237.328870774159.

L yi(A=pD) 'y yive

AL —341 yin Y
De cette relation, on calculg et on obtient I'approximatiof.41421356237333. Les13 premiers
chiffres sont corrects.

La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la congioghe
d’autres algorithmes. Si I'on veut calculer toutes les valeurs propres d’utiee@n utilise des
méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procede de la manieresuiva

e on distingue les casi symétrique oud quelconque.

e on cherchel telle queT ' AT = H devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice
tridiagonale, si4 est symétrique); voir V.3.

e on applique I'algorithme QR a la matridé (voir V.6).

e si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut également appliquethiad®&le
bissection (voir V.4).

V.3 Transformation sous forme de Hessenberg (ou tridiagonale)

Avec la transformatiom = T'u (ou T est une matrice inversible) le probleme = \v devient

T 'ATu = \u. Donc, les valeurs propres dé et deT AT sont les mémes et les vecteurs
propresv; de A sont connectés avec les vecteurs proprede Tt AT parv; = Tu;. Le but de

ce paragraphe est de trouver une matfidelle queT—' AT devienne “plus simple”. La situation
idéale serait trouvée §i—' AT devenait triangulaire — mais une telle transformation nécessiterait
déja la connaissance des valeurs propres. Alors, on ché&reblequeT ' AT soit sousforme de
Hessenberg

* % . :
T'AT = H = £ x| (3.1)

*
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c.-a-d.,h;; = 0 pouri > j + 1. Pour arriver a ce but, nous considérons les deux algorithmes
suivants.

a) Transformations élementaires.Comme pour I'€limination de Gauss, nous utilisons les trans-
formationsL; pour faire apparaitre les zéros — colonne par colonne — dans (3.1).

Dans un premier pas, nous choisisskns 2 tel que|ay; | > |a;;| pourj > 2 et nous permutons
les lignes2 et k, c.-a-d., nous formonB A ou P est une matrice de permutation convenable. Pour
ne pas changer les valeurs propres, il faut également permuter les calatiegeci correspond
au calcul ded’ = PAP~' carP? = I etdoncP = P~'). Sid),, = 0, on a aussit}; = 0 pour
i > 3 etle premier pas est terminé. Sinon, nous déterminons

1 ! ! !

Gy G - Oy

0 1 Ay, Gy ... Ao,
Ly=|0 =l 1 telleque LA’ =| 0 % ... =«
0 -l ... 0 1 0 * ... %

Pour ceci, on définit;, = a}, /al,. Une multiplication & droite avec

)
—_

Lyt =

)
"y
- W
[}
—_

0 lpp ... 0 1
ne change pas la premiére colonne/de!’.
On répéte la méme procédure avec la sous-matride d&., ' de dimensiom — 1, et ainsi de

suite. A cause des multiplications a droite avec, cet algorithme colite deux fois plus cher que
I'élimination de Gauss (dorwe 2n?/3 opérations).

ExemplePour la matrice

3 2 1 1 0 0
A=1[12 1 3 on prend Ly=10 1 0
1 3 1 0 —1/2 1
et on obtient
3 2 1 3 5/2 1
LyA=|2 1 3 1, puis L,AL;'=|2 5/2 3 |=H.
0 5/2 —1/2 0 9/4 —1/2

Cet exemple montre déja le désavantage de cet algorithme. Si I'camgartine matrice symeétrique
A, la matrice de Hessenbeff}, obtenue par cet algorithme, n’est plus symétrique en général.

b) Transformations orthogonales.A la place del,, nhous utilisons des réflexions de Householder
(voir 1V.7). D’abord, on déterming), = I — 2a,as (||ds|l, = 1) tel que@Q.A; = aje; ol
Ay = (ag1,...,a,1)7. En posant, = (0,%,)7 etQ, = I — 2uyul, la matriceQ, A contient
des zéros dans la premiere colonne a partir du troisieme élémentultiplivation a droite avec
Q5" = QY = @, ne change pas cette colonne.

Dans le pas suivant, on appligue la méme procédure a la sous-matrice de dimendi, etc.
Finalement, on arrive a la forme de Hessenberg (3.1) avec la tranforndation Q,,_; - ... - Q,,
qui est une matrice orthogonale (c.-a@l.! = T7).
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RemarqueSi A est une matrice symétrique, la matride= 7' AT, obtenue par I'algorithme (b),
est aussi symétrique c@rest orthogonale. Ceci implique qéEest automatiqguemetridiagonale
et symétrique.

V.4 Méethode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale

di e
es dy e3
A= e; o . (4.1)
" " en
en dy

On observe tout d’abord que si un élémenest nul, la matriced est déja décomposée en deux
sous-matrices du méme type. On peut donc supposer, sans restreindredéitgegae

e; #0 pour 1=2,...,n. (4.2)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la vajeur\) du polyndme caractéristique sans
connaitre ses coefficients. En effet, si I'on pose

d e dy e
A1:(d1), AZZ(l 2)7 As=| e dy e3 ’

€9 dQ es d3
et si 'on définitp;(\) := det(A; — AI), on obtient

po()\) =1
pi(A) =di = A (4.3)
pi(A) = (di — Npi_1(\) — e2pi_2(N), i=2,...,n.

La formule de récurrence dans (4.3) est obtenue en développant le détermianedieded; —\/
par rapport a la derniere ligne (ou colonne).

En principe, on peut maintenant calculer les valeurs propres @e-a-d. les zéros de,()\))
de la maniere suivante : chercher un intervall@g{}) change de signe et localiser une racine de
pn(N) = 0 par bissection. Les évaluations gg \) sont faites a I'aide de la formule (4.3). Mais il
existe une astuce interessante qui permet d’améliorer cet algorithme.

Théoreme 4.1 Si (4.2) est @rifie, les polydmesp; () définis par (4.3) satisfont

a) p.(A) pa1(N) <0 si p,(\) =0 (\ € R);

b) pi_1(A) pisi(A) <0 si p;(A) =0 pouruni € {1,...,n—1};
c) po(X

~—

ne change pas de signe sk
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Démonstration. L'affirmation (c) est triviale.

Sip;(A\) = 0 pour uni € {1,...,n — 1}, la formule de récurrence (4.3) donne l'inégalité
pis1(MNpi_1(A) < 0. Pour démontrer (b), il suffit d’exclure le cas,;(\)p;_1(A) = 0. Si deux
valeurs consécutives de la sufte(\)} sont nulles, la formule de récurrence montre gg) = 0
pour touti, ce qui contredip,(\) = 1.

Nous démontrons par récurrence que

toutes les racines gg(\) sont réelles, simples et séparées par celles dé¢)). (4.4)

Il 'y a rien a démontrer poui = 1. Supposons la propriété vraie pauet montrons qu’elle
est encore vraie pour+ 1. Comme les zérog; < ... < \; dep;()\) sont séparés par ceux de
pi—1(A\) etcommep; ;(—o0) = 400, NOUS avoNs S|g1;a 1(A;) = (=1)7*!. Alors, on déduit de (b)
que sigm;.1(\;) = (—1)7. Ceci et le fait quey; 1 (A) = (—1)"T' A\ + ... montrent quey; 1 ()
possede un zéro réel dans chacun des intervalles ogverts\), (A1, As), ..., (A;, 00).
L'affirmation (a) est maintenant une conséquence de (b) et de (4.4); voir la figure V.2.0

Définition 4.2 (suite de Sturm) Une suite(py, p1, - . ., p,) de polyrdmesa coefficientséelles s’ap-
pelle une suite de Sturm, si elléenfie les conditions (a), (b), (c) du €breme 4.1.

Théoreme 4.3 Consicerons une suite de Sturfp, p1, . . ., p,). Si 'on définit

w(A) = nombre de changements de signes{gg()), p1(A), ..., pn(N)}, (4.5)

alors le polydomep, (\) pos&de exactement

w(b) — w(a) (4.6)
zéros dans l'intervalléa, b) (sip;(A) = 0, on c&finitsigrp;(\) = sigrp;—1(A)).

Démonstration. Par continuité, I'entiew(\) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctionsp;(\) devient nulle. La fonctiorpy(A\) ne change pas de signe. Supposons alors que
p:(\) = 0 pouruni € {1,...,n — 1}. La condition (b) et la continuité de;(\) montrent que
seulement les deux situations suivantes sont possopesti():

‘5\—6 A Ate ‘5\—6 A Ate
pia(A) | +  +  + pia(AN)| - - -
pi(A) =+ 0 F pi(A) += 0 F
pini(A) | - - - pini(A) | +  +  +
N e A
N X
\//\\/ pa(N)
\//\\//\ ps(N)
.\

FIG. V.2 —Suite de Sturm
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Chaque fois, on a(\ + ¢) = w()\) = w(\ — ¢) et la valeur des(\) ne change pas sitraverse
un zéro dey;(\) pouri € {1,...,n—1}. -
Il reste a étudier la fonctiow()\) dans un voisinage d'un zérbde p, (). La propriété (a)
implique que pour les signes ge(\) on a seulement les deux possibilités suivantes:
‘ A —e ‘ A—e A A +e€
pa(A) | — = =
Pn(N) — 0 +

pnfl()\)

3\+ €
_l’_
Pn(N) -

o+ (>

+
+

c.-a-d.w(A+ €) = w(X — €) + 1. Ceci démontre que la fonctian \) est constante par morceaux
et augmente dé sa valeur si\ traverse un zéro de, (). O

M éthode de bissectionSi I'on applique ce théoréme a la suite (4.3), la differen@e — w(a) est
égale au nombre de valeurs propres de (4.1) dans l'interjvalle. On obtient toutes les valeurs
propres ded de la maniere suivante:

e on cherche un intervalle, b] qui contienne toutes les valeurs propresddg.ex., en appli-
quant le théoreme de Gershgorin). On a doncwjug = 0 etw(b) = n.

e onpose = (a+b)/2 eton calculev(c). Les differences (c) —w(a) etw(b) —w(c) indiquent
combien de valeurs propres desont dansa, ¢) et combien sont darjs, b).

e on continue a diviser les intervalles qui contiennent au moins une valeur progre de

On peut facilement modifier cet algorithme pour calculer la valeur propre la piits pe la3eme
plus grande valeur propre, etc.

Pour éviter un “overflow” dans le calcul gig()\) (sin et ) sont grands), il vaut mieux travailler
avec

et utiliser le fait que

w(A) = nombre d’éléments négatifs parriif; (A), ..., fu(A)} (4.8)

(attention: sp; 1(\) est zéro, on posg () = —oo; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de l'algorithme, on utilise la récurrence

fl()\) - dl - )\
gy e fica(N) sifisi(A) #0 (4.9)
fi2) = &= {|ei|/eps Si fi-1(\) = 0.

La formule pour le cas;_;1(\) # 0 est une conséquence de (4.3).f3i;(A\) = 0 (c.-a-d.,
pi—1(A) = 0), on remplace cette valeur pgs;| - eps Ceci correspond & ajouter la perturbation
lei| - epsad;_;.

V.5 Lit ération orthogonale

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la méthode de la puissance faoagraphe V.2)
afin de pouvoir calculer les deux (trois,.) valeurs propres dominantes en méme temps. Cette
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généralisation motivera I'itération QR qui constitue I'algorithleglus important pour le calcul
des valeurs propres d’une matrice.

Geéreralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux valeurs propres domi-
nantes).Considérons une matricé dont les valeurs propres satisfont

|A1] > A2 > ..o > A (5.1)

La méthode de la puissance est basée sur l'itération= Ay, (voir (2.1)) et nous permet d’ob-
tenir une approximation d&, a I'aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en méme temps)
la deuxieme valeur propre,, nous prenons deux vecteusset z, satisfaisani;z, = 0 et nous
considérons l'itération

Yp+1 = Ayp,

Zer1 = Az — Brr1Yrs (5-2)
ou 341 est déterminé par la conditigf), z;+1 = 0. Par induction, on voit que
Yr = Akyo (5.3)
2k = A*20 — ey
ou~; esttel que
Yrze = 0. (5.4)

Ceci signifie que le calcul dgz;. } correspond a la méthode de la puissance appliqugecambi-
née avec une orthogonalisation (projectiondde, sur le compléement orthogonal gg).
En exprimant les vecteurs initiaux dans la base de vecteurs prapres, v, de la matriced

(on supposgu; | = 1),
n n
Yo =D a;v;, Z =Y bv;,
i=1 i=1
les vecteurg,, z; deviennent

n

= Z ai)\fvi, R = Z(bz - %az‘))\fvi- (5.5)
i=1

=1

Comme nous I'avons constaté dans le paragraphe V.2 petiro, le termea; \fv, est dominant
dansy, (sia; # 0) et on obtient une approximation du premier vecteur prepréue peut-on
dire pour la suite;,?

La condition (5.4) d’orthogonalité implique que

ZZ@Z (bj — Vi@, )\f)\fvaj =0. (5.6)

Cette relation définit,,. Comme le terme avec= j = 1 est dominant, on voit que, ~ @1/a1.
Par la suite, nous allons supposer gue# 0 eta;b, — asb; # 0. En divisant (5.6) pan, on
obtient

iy (by — k1) A} (1 + O(|)\2/)\1|k)> = —a1(by — a2) N (UTUZ +O([Aa/M[") + 0(|)\3/)\2|k)>-

Maintenant, on peut insérer cette formule dans (5.5) et on en déduit

2 = M (by — ka2) (v2 — vivz - v1 + O Ao/ M) + O As/Ae")). (5.7)
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Visiblement, le vecteug,, s’approche (pout — oo) d’'un multiple devy, — vivy - vy, qui est la
projection orthogonale de, a I'hyperplanv;-. Concernant les valeurs propres, on a le résultat
suivant.

Théoreme 5.1 Consicerons les vecteurg., 2, donrés par (5.2) et notons

Ur = U/ |vkll2, 26/2k]2) (5.8)

(observer qué/;:U;, = I). Si (5.1) est grifie, on a que

U AU, — (Aol ;) pour & — oo. (5.9)
2

Démonstration.L'élément (1,1) de la matricE;; AU}, est le quotient de Rayleigh (2.3) qui converge
vers)\;. En utilisant (5.7), on voit que I'élement (2,2) satisfait

2p Az, (v2 — Vg - v1)*(Aava — Mwivg - v1)  Ag(1 — [vfve]?) )
ZEz, (vy — vivg - v))* (v — vivy - vy) 1 —|vfwel? >
De facon similaire, on obtient pour I'elément (2,1)
25 Ayy, (Ve — vivg - v1)* A0y _0
[[26l2 - [lykll2 [v2 — vive - vifl2 - [|or |2
Finalement, I'élément (1,2) dé; AU}, satisfait
yr Az . v} (Agvg — A\vivg - v1) _ (A2 — A1)vfvg
1ell2 - [[2]2 [viflz - lva = vive - volla /1 — Joru,)?
Cette expression est en général non nulle. O

RemarqueAvec la notation (5.8), l'itération (5.2) peut &tre écrite sous la forme

AUy, = Up 1 Ry (5.10)

ou Ry, est une matrice x 2 qui est triangulaire supérieure.

M éthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres) simplemenit ération
orthogonale. La généralisation de I'algorithme précédent au cas ou I'on vdatilea toutes les
valeurs propres d’'une matrice est évidente: on choisit une matrice orthogénate-a-d., on
choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnes@g qui jouent le role deyy, zo, etc. Puis, on
effectue I'itération
for k=1,2,...
7y = AU
U.Ry = Zp, (décomposition QR)
end
Si (5.1) est vérifié et si la matridé, est bien choisied; # 0, a;b, — asb; # 0, etc), une générali-
sation du théoreme précédent donne la convergence de
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vers une matrice triangulaire dont les élements de la diagonale sont lassvaitepres del. On
a donc transformé! en forme triangulaire a I'aide d’'une matrice orthogonakecomposition de
Schu).

Il'y a une possibilité intéressante pour calcdlgde (5.11) directement a partir dg ;. D’une
part, on déduit de (5.10) que

Tp 1 = U AUy 1 = (Ur_,Up) Ry (5.12a)

D’autre part, on a
Ty = Uy AU, = U AU, U Uy = R (U Ug). (5.12b)

On calcule la décomposition QR de la matrife.; et on échange les deux matrices de cette
décomposition pour obtenr.

V.6 L algorithme QR

La méthode QR, due a J.C.F. Francis et a V.N. Kublanowskast la méthode la plus couram-
ment utilisée pour le calcul de 'ensemble des valeursnesop . (P.G. Ciarlet 1982)
... the QR iteration, and it forms the backbone of the most affeclgorithm for computing
the Schur decomposition. (G.H. Golub & C.F. van Loan 1989)

La version simple du célebre algorithme QR n’est rien d’autre que lhadétdu paragraphe
précédent. En effet, si 'on posg, = U;_,U; et si 'on commence litération aved, = I, les
formules (5.11) et (5.12) nous permettent d’écrire I'algorithme précédent conitne s

TO = A

for k=1,2,...
QiR =T, (déecomposition QR)
Ty, = RpQx,

end

LesT; qui sontles mémes que dans V.5 convergent (en général) vers une metngelaire. Ceci
nous permet d’obtenir toutes les valeurs propres de la matricar lesT), ont les mémes valeurs
propres qued (voir (5.11)).

Cet algorithme a été développé indépendamment par J.G.F. Francis (136i)\éN. Ku-
blanovskaya (1961). Un algorithme similaire, qui utilise la décomposition L& @lace de la
décomposition QR, a été introduit par H. Rutishauser (1958).

Exemple nunmérique. Appliquons la méthode QR a la matrice

10 2 3 5
3 6 8 4

A=10 5 4 3 (6.1)
0 0 4 3

On peut montrer (voir exercice 9) que, pour une matrice de Hessedbéogtes les matrices,
sont aussi sous forme de Hessenberg. Pour étudier la convergence vers unetraatgickire, il

suffit alors de considérer les 'elémetfféﬂ- (=1,...,n — 1) de la sous-diagonale. On constate
que
(k+1)
ti 7 )\z
+1i o Qi (6.2)

k .
tz(Jr)l,i t



1290 valeuls €l vecleuls FIOPIes

§@@A A
1P "C°csa,,
F o %5 AAA
E o © S,
E AN
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104 32 7, Teg fooa,
E o OoO AAAA
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10_§ DD ° 5 AAAA
C o © 5 Aa
E | o 1 ‘ | ° 4. | ‘ )
0 10 20 30 40 50

FIG. V.3 —Convergence de la@hode QR (sans shift)

(M~ 143, h ~ T.86, Ay ~ 2.70, Ay ~ —1.86). Comme|\;11/\;| < 1, les élements.?) ,

convergent, pout — oo, linéairement ver8 (voir la Fig. V.3, ou les valeurbgi)l,ﬁ sont dessinées
en fonction du nombré de l'itération).

Remarques. (a) Comme le calcul de la décomposition QR d’'une matrice pleine estdtgsux
(O(n?) opérations), on applique I'algorithme QR uniquement aux matrices de Hessenhagy. D
cette situation une itération nécessite seulerddnt') opérations.

(b) La convergence est tres lente en général (seuldméaire). Pour rendre efficace cet algo-
rithme, il faut absolument trouver un moyen pour accélérer la convérgence.

(c) Considérons la situation odi est une matrice réelle qui possede des valeurs propres com-
plexes ('hypothese (5.1) est violée). L'algorithme QR produit une suite deaasifi qui sont
toutes réeelles. Dans cette situation, Tgsne convergent pas vers une matrice triangulaire, mais
deviennentriangulaires par blocgsans demonstration). Comme la dimension des blocs dans la
diagonale vaut en générhabu 2, on obtient également des approximations des valeurs propres.

Accéléeration de la convergenceD’apres I'observation (6.2), nous savons que

) = O A/ A [F). (6.3)

La convergence vers zéro de cet élément ne va étre rapide pug & |\,—1|. Une idée géniale
est d’appliquer l'algorithme QR a la matrice— pI oup ~ A,. Comme les valeurs propres de
A — pl sont); — p, on a la propriété), — p| < |\, — p| pouri = 1,...,n — 1 et 'élément
t;'fzb_l va converger rapidement vers zéro. Rien ne nous empéche d’améli@mokamationp
apres chaque itération. L'algorithme QR avec “shift” devient alors:

To=A
for k=1,2,...
déterminer le parametgg
QeRy = Th—1 — pr—1l (decomposition QR)

Ty = RpQp + pr—11
end

Les matriceq, de cette itération satisfont

QrTie-1Qr = Qn(QuRi + pe11)Qr = RpQp + pie—1I = Th. (6.4)

Ceci implique que, indépendamment de la spijteles matriced ), ont toutes les mémes valeurs
propres qud; = A.

Pour décrire completement I'algorithme QR avec shift, il faut encoreutis le choix du pa-
rametrep, et il faut donner un critere pour arréter I'itération.
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Choix du “shift’-param etre. On a plusieurs possibilités:
e p. = t¥): ce choix marche trés bien si les valeurs propres de la matrice sdesréel

e On considere la matrice
(t(k)l ) t(k)l >
’I’L*k sn— n—1i,n . (65)
AT}

Si les valeurs propres de (6.5) sont réelles, on choisit ppaelle qui est la plus proche d#}l
Si elles sont de la forme =+ i avec # 0 (donc complexes), on prend d’abagigd = o + i 5 et
pour litération suivante, ., = o — if3.

Crit ere pour arréter I'it ération. L'idée est d'itérer jusqu’a ce quséfle,l ou tfffl,n,Q soit suffi-
samment petit. Plus précisément, on arréte l'itération quand

19501 < eps (|18, o + 1) pour {=n ou f{=n—1. (6.6)

e Si (6.6) est vérifie pouf = n, on acceptetg’f)1 comme approximation dg,, et on continue
I'itération avec la matricétg?))i,jgn_l.

e Si(6.6) est verifie pouf = n — 1, on accepte les deux valeurs propres de (6.5) comme approxi-
mations de\,, et \,,_; et on continue l'itération avec la matri-(:é?)i,jgn_g.

Exemple numeérique. Nous avons appliqué I'algorithme QR a la matrice (6.1) avec le ghift

t). La convergence d¢") ; vers zéro est illustrée dans la Fig.V.4. Une comparaison avec la
Fig. V.3 nous montre que la convergence est beaucoup plus rapide (convergence quadratique).
Apres5 itérations, on atff;)| < 1075, Encoret itérations pour la matrice de dimensidaonnent

|t§,'§)| < 1075, 1l ne reste plus qué itérations a faire pour la matrice de dimensibpour avoir

|t§'i)| < 1075, En tout,12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec une précision de
chiffres.

1P
10°3
10

10°

1012

1071 ‘ ‘ ‘ ‘ ! ‘ ‘ ‘ ‘ !
5 10
FIG. V.4 —Convergence de la@thode QR (avec shift)

o

Le “double shift” de Francis. Dans la situation otd est une matrice réelle ayant des valeurs
propres complexes, il est recommandé de choisir un shift-paramétyei soit complexe. Une
application directe de I'algorithme précédent nécessite un calcal @@® matrices complexes.
L'observation suivante permet d’éviter ceci.

Lemme 6.1 Soit7;, une matrice eelle,p, = a + i3 etp,1 = a — i3. Alors, on peut choisir les
décompositions dans l'algorithme QR de n&mia ce quel},, soit réelle.
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RemarquelLa décomposition QR d’'une matrice est unique sauf qu’on peut remplaBepar
(QD)(D7'R) ou D = diag(dy,...,d,) avec|d;| = 1.

Démonstration. La formule (6.4) montre que

Tivo = (Qrs1Qr+2) T (Qrr1 Qr+2)- (6.7)

Il suffit alors de démontrer que le proddit. . 1 Q. » est réel. Une manipulation a I'aide de formules
pourT} donne

Qr+1Qr+2Rp2Rit1 = Qi1 (Thgr — Prr L) Rir = Qrpt (Ri1 Qisr + 0id — prsr ) R
= (Qri1Ri1)’ + (06 — P 1) Qrr1 Bivr = (Te — pil)* + (o — prr) (Th — pic1)
=T — (pr + Pes1)Te + Drppaad =: M. (6.8)

On a donc trouvé une décomposition QR de la matticgui, en conséquence des hypotheses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans l'algorithme QR, la décotmosst choisie de maniere

a ce que les élements diagonaux@e ; et R, ., soient réels, alors, a cause de l'unicité de la
décomposition QR, les matricé€s, Q.2 et Ry 2Ry 1 sont réelles. |

Une possibilité de calculdhy . » a partir de7}, est de calculei/ de (6.8), de faire une décompo-
sition QR (réelle) deV/ et de calculeff},, a I'aide de (6.7). Cet algorithme n’est pas pratique car
le calcul deT?? nécessite)(n?) opérations, méme i, est sous forme de Hessenberg.

Il y a une astuce intéressante pour obtéhir, a partir deT, en O(n?) opérations. Elle est
basée sur la propriété suivante.

Théoreme 6.2 SoitT une matrice donge et supposons que

Q'TQ = S (6.9)

ou () est orthogonale e$ est sous forme de Hessenberg satisfaisgnt # 0 pour: = 2,...,n.
Alors, (Q et S sont cetermireées de magire “unique” par la premere colonne de).

RemarqueOn a “unicité” dans le sens suivgnt:@TT@ est de type Hessenberg avec une matrice
orthogonale) satisfaisant)e; = Qe;, alors@Q = QD ou D = diag(d, ..., d,) avec|d;| = 1.

Démonstration. Notons les colonnes dg parg;. Alors, la relation (6.9) implique

i1
Tq = sjig;, q;Tq; = sji- (6.10)
=1

Si ¢, est fixé, la valeus,; est donnée par la deuxieme formule de (6.10). Avec cette valeur, on
obtient de la premiere formule de (6.10) ggeest un multiple d€'¢; — s11¢;. Ceci détermines

a une unitél, pres. Maintenant, les valeuss;, si», s Sont déterminées @t est un multiple de

Tqy — s21¢1 — S22q2, €tC. m|

Si les hypotheses du lemme précédent sont vérifiees, on peut calaulatrice réellel},  , en
O(n?) opérations de la maniére suivante:

e calculerMey, la premiere colonne d&/ (formule (6.8));
e déterminer une matrice de Householdgrtelle queH;(Me;) = aey;
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o transformer{ ! T, H, sous forme de Hessenberg a I'aide de matrices de Houselifjder.,
H,_, (voir le paragraphe V.3); c.-a-d., calcule¥ T, H o0 H = H,H, - ...- H,_;.

CommeH;e; = e; pouri = 2,...,n — 1, la premiéere colonne d& est un multiple de celle de
M (observer quéd! = H). Par la formule (6.8), la premiére colonne@g, Q- est aussi un
multiple deM e, . Par conséquent, pour un bon choix des decomposifipnsRiy | etQr 2Rk 2,
onaH = Q.1Q- et la matrice obtenue par cet algorithme est égdig,a (voir (6.7)).

Un exemple instructif. Considérons la matrice

2 a
TO_A_(6 1)

ou e est un nombre petit. Avec le chaji = 1 pour le shift-parametre, on obtient

1 €
1 a 2 P V1+ e —
To—po[=< >:<\/1+ Vit )( V1+e >:Q1R1

e 0 _€ I S 0 13
V1+te2 V1+e? Vite
< . i )
2
_ ae :
1+€2 *

O(e?*), donc convergenceubique

et

Ty — pol = RiCh

e Si A est symétrique (c.-a-dz, = €) on atgjl,l

e si A n'est pas symeétrique (p.ex.= 1) on atf}}l,l = O(¢€?), donc convergenoguadratique

Ces propriétés restent vraies pour des matrices générales ésaosstration).

V.7 Exercices

1. Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagorditeénsionn, b - ¢ > 0)

a
b

[l ST
SR O
o

Indication Les composants du vecteur propee, vo, . . . ,'vn)T satisfont une équation aux differences
finies aveay = v, +1 = 0. Veérifier quev; = Const - (o] — o) ol

S

A—a a1\ n+l1
al + ag = ) ap-ag = —, <—> =1
C (5]

o

Resultat  \; = a — 2v/be - cos( T ). i=12...n
n+1
2. Montrer par un contre-exemple que la formule (1.9) neeresis vraie si la matric€ n'est pas
symeétrique. Pour cela donner une matrice symétridjge une matrice&” (quelconque) telles que les
valeurs propres;(e) de A + £C ne vérifient pas

Xi(e) = N +e-d;i + O(e%).

Pourquoi faut-il considérer des matrices ayant une diroansus grande que 2?
Pourquoi suffit-il de considérer la matriek sous forme diagonale avec une valeur propre nulle de
multiplicité plus grande que 2?
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1 € 0
Ae) = (—1 0 1 )
1 —14+¢e —¢

D’apres le théoreme 1.2 (chapitre V) cette matrice edesine valeur propre de la forme

3. Considérer la matrice

Ae)=i+e-d+O(2).
Calculerd et dessiner la tangente a la coustfe) au pointA(0).

4. (a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus greal@ur propre de la matrice

9 1 0
A= 1 100 1 ].
0 1 98

(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de cgemee, appliquer la méthode de la puis-
sance a la matricd — pI avec un choix intelligent de.

(c) Avec quel choix de obtient-on la valeur propre la plus petite?

5. Considérons la matrice tridiagonale

by
a1 by c
A= 1 2 2
a2
Montrer que, siz; - ¢; > 0 pouri = 1,...,n — 1, toutes les valeurs propres desont réelles.

Indication. Trouver D = diag(ds, ..., d,) telle queD AD ! soit symétrique.

6. SoitA une matrice symétrique @& quelconque. Montrer que pour chaque valeur propsale B il
existe une valeur propre, de A telle que

|IAa — Al < |A — Bla.

Indication. Montrer I'existence d’'un vecteur tel quev = (A — Ag) (A — B)v. En déduire que
L<[[(A=Xp) "' (A=B)| < (A= Xp)~III(A =Bl

7. (Schur, 1909). Soitt une matrice symétrique. Montrer que pour chaque indlicexiste une valeur
propre) de A telle que
A = aii| <[22 0]
Indication. Appliquer I'exercice 4 avec unB convenable.
8. SoitA une matrice réelle avec pour valeur propre- i3. Montrer que l'itération
0_1[7— A —,B[ U1\ [ Uk
Bl al — A Vk+1 - Vp
(ol @ ~ « et3 ~ ) permet de calculer la valeur propsiet i3 et le vecteur propre correspondant.

Indication Considérer les parties réelles et complexes de ltitanade Wielandt. On obtient alors

quuk + vaAvk N quvk — vaAuk
ufuk + UkTUk

- 0.

ufuk + UkT'Uk
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9.

10.

11.

12.

13.

Considérons la matrice de Hilbert,
1/2 1/3 1/4
A= ( 1/3 1/4 1/5)
1/4 1/5 1/6
(a) Transformerd en une matrice tridiagonale ayant les mémes valeurs @opre

(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes |kgiv& propres sont positives et qu'une
valeur propre est plus petite que 0.001.

(c) Calculer approximativement la condition depour la norme Euclidienne.
La formule de récurrence
(k+ 1) Ppy1(z) = (2k + 1)z Py(z) — kPy1(z)
pour lespolymdmes de Legendi@oir exercice 9 de la série 3) ressemble a
pi(A) = (di — Npi—1(A) — €7 pi—a (), i=2,...,n,

pour les polyndbmedet(A; — AI). Trouver une matrice tridiagonalé de dimensiom telle que les
valeurs propres dd sont les racines dB,(z).

Soitp(z) un polyndme de degré et supposons que toutes les racines soient simples. DéEnqgoe
la suite définie par I'algorithme d’Euclid,

pn(z) = p(2), pp1(z) = —p'(2)
pi(z) = qi(x)pi—i (x) = Vipi-a(z), i=mn,...,2
est une suite de Sturm.
Pour le polyndme(z) = z° — 5z* + 323 + 32° 4 2z + 8.
(a) déterminer le nombre de racines réelles.
(b) Combien de racines sont complexes?
(c) Combien de racines sont réelles et positives?

Pour uny donné notong = cos ¢ ets = sin . La matrice2,, définie par
1 sii=7,j#k j#L

c sit=j=koUui=j=/
(Qkf)ij = S Sig :ket_] =/

-3 sit=/{etj=k

0 sinon,

s'appellerotation de Givens
a) Montrer qu’elle est orthogonale.

b) Soit A une matrice symétrique. Déterminertel que le , £)-ieme élement del’ = Q4 AQT,
s’annule.

Resultat. ctg2p = (akk — agg)/(Qakg).

Laméthode de Jacol{il846) pour le calcul des valeurs propres d’'une matriceesgiquie:
I) on choisitay, (k > () tel que|akg| = IMNax;>j |aij|;
ii) on détermineA’ comme dans I'exercice 7.

Montrer que, si on répéte cette procédure, on a conveeggears une matrice diagonale, dont les
elements sont les valeurs propresAle

Indication.Montrer que Y, ; lai; > = ¥, |ai|* — |ake]®.
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14.

15.

16.

17.

18.
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On considére la matrice
e 7 0.5
~\0.0001 8

dont on cherche a calculer les valeurs propres.

(a) Faire une itération de I'algorithme QR sans shift.

(b) Faire une itération de I'algorithme QR avec shift.

(c) Estimer la position des valeurs propres4la I'aide du Théoreme de Gershgorine.
(d) Calculer les valeurs propres dea I'aide du polyndme caractéristique.

Montrer que si la matric& = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale), alorsadtréces
Ty, k > 1, construites par I'algorithmé& R sont également des matrices de Hessenberg (tridiago-

nales).

Donner une estimation grossiére du nombre d’opé&ratipi sont nécessaires pour effectuer la dé-
composition QR d’'une matrice de Hessenberg et pour caleuakuite le produit RQ.

SoitT, une matrice de Hessenberg dont tous les élements de lasmmale sont non-nuls. Montrer
gue, Sipg est une valeur propre d&, une itération de I'algorithme QR avec shiff donnetff’ZF1 =

0.
Expliquer, comment le calcul @& a partir deT},_

QiR = Th—1 — pr—11, Ty = RpQp + pp—11

peut étre effectué sans soustraire (et additionnerjaitgrhent la matrice,, 1.

Indication. Laissez-vous inspirer par le “double shift” algorithme darfeis.



Chapitre VI

Methodes leratives — Equations Non
Lin eaires

En pratique, on est souvent confronté a la résolution d’un systeme d’équatiolsaamres. C’est-
a-dire pour une fonctiorfi : IR" — IR" donnée, on cherche un pointe IR" tel que

f(x) =0. (0.1)

En général, il N’y a pas d’algorithme fini pour trouver une solution. On est donceotiligiliser
des méthodes itératives.

Sans hypotheses supplémentaires, on ne sait rien sur I'existence d’'une stéutimd). Par
exemple, pourf(z) = e il N’y a pas de solution, pouf(z) = sinz il y en a une infinité. Mais,
le theoreme d’inversion local@ous fournit un résultat sur I'unicité locale: gia) = 0 et si la
matrice jacobienng’(a) est inversible, il existe un voisinadé de a et un voisinagé” de0 tels
quef : U — V soit bijective. Ceci implique que est la seule solution de (0.1) dans le voisinage
U dea.

Bibliographie sur ce chapitre

J.M. Ortega & W.C. Rheinboldt (1970Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several Va-
riables Academic Press, New York.

A.M. Ostrowski (1966):Solution of Equations and Systems of Equatidwademic Press, New
York, 2nd edition. [MA 65/27]

VI.1 M éthode des approximations successives

On considere le probleme du calcul d’'pnoint fixede I'application® : R" — IR"; c.-a-d., on
chercher € IR" tel que
r = ®(x). (1.1)
Les problemes (0.1) et (1.1) sont équivalents et il y a beaucoup de possibilitéspai(@1) sous
la forme (1.1). Par exemple, on peut défidicomme®(z) = = — f(z) ou®(z) = x — Bf(z) (ici
B est soit un nombre non-nul, soit une matrice bien choisie).
Pour résoudre (1.1), on se donne une approximation initial@rbitraire) et on considere la

méthode itérative

T = P(zy). (1.2)

Si la suite{z } converge, disons versc IR", et si la fonction®(z) est continue en, la limite a
est une solution de (1.1). Mais que peut-on dire sur I'erreur?
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Théoreme 1.1 Si®(x) est2 fois contiiment diférentiable et si € IR" est une solution de (1.1),
I'erreur e, = x;, — a satisfait

ers1 = P'(a) e + O(||ex]]?). (1.3)

Démonstration. Commea = ®(a), on obtient
Crp1 = Tps1 — @ = O(ay) — @(a) = @' (a)ey + O(|lex?). =

On peut tirer plusieurs conclusions de la formule (1.3):

— si ®'(a) possede une valeur propke satisfaisant\;| > 1, la composante de, dans la
direction du vecteur propre va étre agrandie — l'itératione converge pagersa.

— sitoutes les valeurs propres @i€a) satisfont/\;| < 1, on peut choisir une norme daig’
telle que pour la norme matricielle corresponddn®(a)|| < 1. Ceci et (1.3) impliquent
que, poult|ex|| suffisamment petit, on gey1|| < al|ex|| OU« est un nombre entrigd’ ()|
et 1. L'erreure;, converge donc vers zéro.

Exemple.Pour résoudre numériquemeft= f(y), on peut appliquer la méthode d’Euler implicite

Y1 =yo +hf(y) (1.4)

qui définit implicitement I'approximatior; de la solution apres un pas de longukuk’équation
(1.4) est déja sous la forme (1.1) avker) = yo + hf(x). Sih est suffisamment petit, les valeurs
propres deb’(y;) = hf'(y1) sont petites et I'itération (1.2) converge.

Crit ere pour arréter I'it eration. En pratique, on s’intéresse a une approximatipgui satisfasse
|xx — al| < tol. Une possibilité est d’acceptef, comme approximation de la solution dés que
||l‘]€ — l‘k_1|| < tol.

Le critéere qui va suivre est basé sur I'hypothése it une contraction et que

ek — xp—1]] < allzg—1 — Tr—2|| avec a<1l.
En appliquant I'inégalité du triangle a l'identité

T —a= (Tp — Tpy1) + (Tpyp1 — Tpyo) + ...

(en cas de convergence), on obtient

o = all < ——llex — 2l (15)
Le facteur de contractivité peut étre estimé par
ap = ||lzp — zpaall/|zr-1 — 22|, k> 2.
L'idée est d’arréter l'itération quand
: U g — 2 < tol (1.6)

et d’accepter:, comme approximation de la solution.
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FIG. VI.1 — Convergence desétations (1.7)

Exemples.Pour les deux itérations

o) =)o (Can) G =6 )G an

Yk+1 1 — sin Yk+1 2 0 Yk

la norme euclidienne de I'erreur dey, ;) est dessinée dans lafig. VI.1 (& gauche pour la premiére
iteration et a droite pour la deuxieme). On peut bien observer la convertip@age. Le rayon
spectral ded’(a) vautp =~ 0.177 et p ~ 0.447 respectivement. C'est la raison pour laquelle la
premiere itération converge plus rapidement que la seconde. Le dessiteartivoire aussi que la

convergence n’est pas nécessairement monotone (pour la rorifpe Donc, le coefficienty, de
(1.6) peut étre plus grand guenéme si l'itération converge.

VI.2 M éthodes ieratives pour sysemes lireaires

Pour la résolution des systemes linéaires

Az = b, (2.1)

il y a des situations ou les méthodes itératives sont trés utilesxBmple, si la matricd possede
une tres grande dimension et si beaucoup d’élémentsstmt nuls (matrice creuse), ce qui est le
cas pour les discrétisations des équations aux dérivées partielles.

Pour se ramener a un probleme de point fixe, on considere une decompdsitioh/ — N
(“splitting”) et on définit I'itération

Le choix de la decompositiod = M — N est important pour la performance de la méthode.
D’une part,M doit &tre choisie telle que le systeme (2.2) soit beaucoup plus facile a réspuglr
le systeme (2.1). D’autre part, les valeurs propres de la matficeV doivent satisfaire)\;| < 1
pour que l'itération (2.2) converge.

Il'y a beaucoup de possibilités de définir la decompositioa M — N. Sil'on dénote

0 0 19 e A1p
L= a.21 ) U=
Ap—1,n
Qp1  --- Qpp—1 0 0
etD = diag(ai1, . .., ann) (@fin queA = L + D + U) les itérations les plus connues sont:

— Jacobi M =D,N=-L-U,;
— Gauss-Seidel M =D+ L, N =-U.
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Pour ces deux méthodes, la matrideest choisie de maniéere a ce que le systeme (2.2) soit trés
facile a resoudre. Un avantage de la méthode de Gauss-Seidel estgeefgabur le calcul de
la composante! ™ du vecteurr,,, on n’a besoin que des composantgs,, . .., z¥ du vecteur
. Alors, on peut utiliser la méme variable patfri* que pourz¥. Une itération devient donc
simplement:

fori=1,...,n

zi = (b — T3 a2y — Lo ai;) /ai

Une modification intéressante de cet algorithme esélhode SOR'successive over-relaxation”):

Ty = (1 — w)zg + wT
Dz =10b-— Ll‘k+1 — Ul‘k
oUw est un parametre donné (paur= 1, SOR se réduit a Gauss-Seidel). Elle est aussi simple a

programmer que la précédente.
Les résultats suivants demontrent la convergence dans quelques situaticoggras.

(2.3)

Théoreme 2.1 Si la matriceA est “diagonale dominante”, ca-d.
|aii| > Z|CLZ']'| pour 1= 1,...,n, (24)
j#i
alors I'itération de Jacobi converge.

Démonstration. Pour la méthode de Jacobi, om&a !N = —D~!(L + U). La condition (2.4)
implique quel|M ' N||, < 1 (voir la formule (4.5) du chapitre 1V). O

Pour étudier la convergence de la méthode SOR (en particulier pour Gausy;seidlécrit
sous la forme équivalente
(D+wl)zpy = (1 —w)D — wU)xy, + wb

ou encorery 1 = H(w)x, +w(D +wL)™'b avec

H(w) = (D +wL) *((1 —w)D —wl). (2.5)

Théoreme 2.2 Si A est syratrique et @finie positive et sb € (0, 2), I'it ération SOR, dfinie par
(2.3), converge.

Démonstration. |l faut démontrer que toutes les valeurs propreélde) satisfon\| < 1. Soient
A une valeur propre et # 0 le vecteur propre correspondant:

(1—=w)D —wU)x = X\(D +wlL)x. (2.6)
Comme(l — w)D — wU = D — wA + wL, la formule (2.6) devient

wAzr = (1= X)(D +wL)x. (2.7)
En multipliant (2.6) et (2.7) avec*, on obtient poury := z*(D + wL)x (observer qué/ = LT)

Aa+a=(2—-w)z*Dx >0, (1-Na=wz"Az =: 3> 0. (2.8)
On en déduit \ . L
0<)\Oz+azﬁ(ﬁ+ﬁ>:5' TS

ce qui impliquel\| < 1. m|
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Pour quelques matrices, on connait la valeuwdpii minimise le rayon spectral dé(w) et,
par conséquent, qui accélere la convergence par rapport a l'iteratioauds-Seidel. D’autres mé-
thodes itératives pour des systemes linéaires sont SSOR (“symsuetcessive over-relaxation”)
et la méthode du gradient conjugué (avec préconditionnement). Voir le livre de &&faib Loan,
déja mentionné au chapitre 1V, et les livres classiques

L.A. Hageman & D.M. Young (1981 Applied Iterative MethodsAcademic Press, New York.
R.S. Varga (1962Matrix Iterative MethodsPrentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.

VI.3 M éthode de Newton

Considérons le probleme de la résolution d’un systeme d’équations noméméai

f)=0 (3.1)

ou la fonctionf : IR" — IR"™ est supposée étre au moins une fois differentiable, % R" est
une approximation de la solution cherchée, on linégf{ag autour dez,

f(x) & f(zo) + f'(w0) (z — m0)

et on calcule le zéro de cette linéarisation. Si I'on répete@bcédure avec la nouvelle approxi-
mation, on obtient I'algorithme suivant:
for k=0,1,2,...
calculerf(xy) et f'(zx)
[ (xp) Az, = —f(z) (systeme linéaire a résoudre)
Tpp1 = Tp + Axy,
end for

Exemple 3.1 La méthode d’Euler implicite (voir (1.4)), appliquée a I'équation déf@ieller’ =
v,y = 10(1 — z%)y — x avec pour valeurs initiales = 2, n = —0.66, nous conduit a I'équation
non linéaire

r=&4+h-y
y=n+h-(10(1 — 2%y — z).

L'itération (1.2) ne converge que polisuffisamment petit. Par exemple, paue 0.3 elle diverge
et on est obligé d’utiliser un autre algorithme. La méthode de Newton

(3.2)

( 1 —h ><$k+1—$k):_< x — & — hy >
h(20zpyr +1) 1 —10h(1 — 22) )\ yry1 — vk yr —n — h(10(1 — 23)yp — 1)

converge sans difficulté avéc= 0.3 si 'on commence l'itération aveg, = £ ety, = 7. Les
valeurs dex;, y, et les erreurs, mesurées dans la norme euclidienne, sont données dans le ta-
bleau VI.1.

Pour étudier la convergence de la méthode de Newton, considérons un terme de plas dans
série de Taylor:

f@) = flz) + f'@e) (@ — ) + %f”(fﬂk)(fﬂ — a7 — o) + Oz — 2 [*). (3.3)
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TAB. VI.1 —Convergence de la@thode de Newton

Tk Yk erreur

2.00000000000000 | —0.660000000000000 | 5.31 - 10"
1.95099818511797 | —0.163339382940109 | 3.38 - 102
1.96084279415163 | —0.130524019494582 | 4.27 - 10~*
1.96072023704926 | —0.130932543169149 | 6.65 - 1078
1.96072021795300 | —0.130932606823320 | 1.79 - 10~1°

=W N = o

Sil'on poser = a dans cette formule (aveccomme solution de (3.1)) et si I'on soustrait

0= f(xr) + f'(wr) (Tre1 — 1)

(définition dez,, 1), on obtient pour I'erreue;, = =, — a la formule

1
0= f'(zr)(=ers1) + 5" () (er, ex) + O([lex]?).
On vient de demontrer le résultat suivant:

Théoreme 3.2 Supposons qug(x) soit 3 fois contiiment diférentiable et qug”’(x) soit inver-
sible dans un voisinage de(solution de (3.1)). Alors, pour; suffisamment proche dg I'erreur
er = 1, — a de la methode de Newton satisfait

Cht1 = %(f'(ﬂ?k))*lf”(ffk)(ek,ek) +O(llex?).) (3.4)

Donc, la convergence de cett@&thode est quadratique. 0

Ce théoreme montre la convergemnoeale de la méthode de Newton, c.-a-d.rgiest proche
d’'une solutior: de (3.1), la suitdz; } converge vera. Concernant la convergengtbale on en
sait trés peu et on ne sait analyser seulement que quelques cas de fonctiors &ieygmple le
plus connu est

3 2
_ .3 (27 = 3wy” — 1)
fe=2-1 ou Sy = ("0 (35)
(z = = + iy) pour lequel l'itération devient
z —2—22_1—1(22 +i> (3.6)
Il est intéressant de déterminer les ensembles (bassins d’attjacti
A(a) ={zp € €| {2} converge vers:} (3.7)

pour les trois solutions, (—1 4 iy/3)/2 de f(z) = 0. Un calcul par ordinateur donne la fig. VVI.2.
Les 2z, du domaine blanc entrainent une convergence wets 1, ceux du domaine gris vers
a = (—1—1iy/3)/2 et ceux du domaine noir veis= (—1 +iy/3)/2. On observe que la suife; }
ne converge pas nécessairement vers la solution la plus proche de
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FIG. VI.2 — Bassins d’attraction pour I'ération (3.6)

Calcul numérique de la matrice jacobienne En pratique, il arrive souvent que la forme analy-
tique de la matricg’(z) est inconnue. Dans cette situation on approche les élérmgnidy; de
la matrice jacobienne par

f;

fi(l'l,...,l'j-l-(s,...,l'n)—fi(l'l,...,l'n)
9 (l’l,...
Ty

1) A : . (3.8)

Mais comment doit-on choisir 1&? Pour simplifier la notation, considérons une fonction a une
variable et notons-la paf(z).
Un développement en série de Taylor montre que

g(x+0) —g(x )
D=9 _ ) + 29 w) + 007, (39)
En conséquence, doit &étre petit pour quéerreur de la discétisationne soit pas trop grande.
D’autre part, la soustraction dans (3.9) est tres mal conditionnée. Unedsts€eieeurs d’arrondi
montre que I'expression obtenue par un calcul en virgule flottante vaut

9((z +0)(1 + €1))(1 +€2) — g()(1 + €3)
J
+0) — 1,,
~ 9l ()5 9(x) + g(g (x+8)(x+0)er + gla+ )eg — g(x)e;:,)
ou|¢;| < eps(epsest la précision de I'ordinateur, voir section 11.3). L'idée est de chéisfin que
les deux erreurs soient de la méme grandeur :

g() R %(...)eps (3.10)
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Donc, on prend par exemple

§ = /eps ou § =/epgl + |z]). (3.11)

Modifications de la méthode de NewtonSi la dimension du probleme (3.1) est tres grande et/ou
I'évaluation de la matricg’(x) est tres colteuse, on peut remplacer la définitioAdg par

f(wo)Azy, = — f (). (3.12)

Dans ce cas, il suffit de calculer une fois pour toutes la décomposition LfR:clg, ce qui facilite
grandement la résolution des systemes linéaires successifs. Magswia convergence quadra-
tique car (3.12) n’est rien d’autre qu’une itération (1.2) a¥¢e) = = — (f'(zo)) "' f(z) et d'(a)
est non nul en général.

En cas de mauvaise convergence, on remplace la définitiop,dear

et on détermine; de facon a ce quigf (zx + AAxy)|| soit minimale.

VI.4 M ethode de Gauss-Newton

Dans ce paragraphe, on va s’intéresser a des systemes non lingéedétsrsninés. On considere

une fonctionf : IR" — IR™ oum > n et on cherche une solution gg¢z) = 0. Evidemment,
comme on a plus de conditions que d’'inconnues, ce probleme ne possede en général pas de sol
tion. On se contente donc de trouver un vectedr IR" tel que

| f(x)||2 = min. (4.1)

Si f(z) est differentiable, la fonctiod'(z) = ||f(z)||3 est aussi differentiable et une condition
nécessaire pour quesoit un minimum local est d’avoif’(z) = 0, c.-a-d.

f'(@)" f(z) = 0. (4.2)

Une possibilité pour résoudre (4.1) est d’appliquer une méthode itérative, paplexda méthode
de Newton, au systéme (4.2). Ceci nécessite le calcul de la deuxiéiviseddef (x).

Une autre possibilité est de linéarisgfr) dans (4.1) autour d’une approximatien de la
solution et de calculer; de

| f(zo) + f'(x0)(z1 — x0)|]2 — min. (4.3)

Une répétition de cette idée donne I'algorithme suivant (méthode de Gewgsn)
for k=0,1,2,...
calculerf(xzy) et f'(xy)
déterminetAzy, de || f(zx) + f'(zr) Azk|l2 — min (moindres carrés)
T = 1 + Axy,
end for
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Pour calculerAz;, on peut soit résoudre les équations normales (section 1V.6)

(f'(xe)" f(zp) Az = —(f'(z1))" f (@) (4.4)

soit calculer la décomposition QR d§x;) et appliquer I'algorithme de la section IV.7.
Pour I'étude de la convergence de la méthode de Gauss-Newton, développons dafoncti

o) = (/@) (), 0(r) = 30 25 @) (4.5)
en série de Taylor. Pour ceci, calculons
agz = 82f] = 8f]
Matriciellement, la formule (4.6) s’écrit
g'(x) = B(x)(f(x), - )+ (f'()" f'(=) (4.7)

ou B(z) : R™ x IR" — IR" estI'application bilinéaire définie par

n o m 82
(B ) Z Z 8Ig£]xz tUj Vg

{=1j=1

Avec cette notation, la formule de Taylor donne

g(@) = (' (@) " f @)+ (' (@) S (@) (@ —20) + Blaw) (f (2x), 2 = 24) +O(llo — 2 ]*). (4.8)

Soit maintenant une solution de (4.1). Elle satisfajta) = 0. En posant: = « dans (4.8) et en
soustrayant (4.4), nous obtenons ainsi le résultat suivant.

Théoreme 4.1 Supposons qug: IR" — IR™ (avecm > n) soit3 fois contitiment diferentiable,
que le rang def’(z) soit maximal et que soit une solution de (4.1). Alors, pouy, suffisamment
proche des, I'erreur e, = ;. — a de la methode de Gauss-Newton satisfait

1

err = — (@) f'(@e)) Bl (f(@h), ex) + O|lex]”): .

Une conséquence de cette formule est:

— en général, la convergence est linéaire;

— on aconvergence quadratiquef&i) = 0;

— sif(a) esttrop grand, la méthode diverge.

Terminons ce chapitre avec une application typique de cet algorithme.

Exemple (Identification de parametres).La fig. V1.3 montre une photographie de la Vallée Blanche
(prise par G. Wanner). On y reconnait le Col des Grandes Jorasses, I'Aiduibéant, I'Aiguille
Blanche de Peterey, I'Aiguille du Tacul, le Petit Rognon et I'Aiguille du Moiba fig. V1.4 est
une copie d’'une carte géographique de cette région. Le probleme consiste a mquogtion de
la caméra, ses caractéristiques (foyer) et les angles d’inaimais

Pour la formulation mathématique de ce probleme, nous avons choisi des coordanmées
sur la photographie (fig. VI.3, l'origine est au centre) et des coordonfi€esz) sur la carte
(z représente l'altitude). Les valeurs mesurées pouf Ipsints reconnus sont données dans le
tableau VI.2.
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FIG. V1.3 — Photographie de la Valle Blanche

TAB. VI.2 — Les donies pour le proldme “Vallee Blanche”

k U Uk Ty Yk 2k
1. Col des Grandes Jorasses0.0480 0.0290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant —0.0100 0.0305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanche de Peterey 0.0490  0.0285 2885 730 4107
4. Aiguille de Tacul —0.0190 0.0115 8900 7530 3444
5. Petit Rognon 0.0600 —0.0005 5700 7025 3008
6. Aiguille du Moine 0.0125 —0.0270 8980 11120 3412

Pour fixer lesnconnuesnotons parZ, y, z) la position de la caméra (centre de I'objectif), par
(a, b, ) le vecteur en direction de I'objet (orthogonal au plan du film) etfpokaingle de rotation
de la caméra autour du vectdut b, ¢). On a donc parameétres a trouver. De plus, considérons la
base orthogonale

a b —ac
1 1
b |, h=———| —a |, = —be (4.9)
(C) va? + b? ( 0 ) g \/(a2+b2)(a2+b2+02) (a2+b2>

dont les deux vecteurset g engendrent le plan du filmk, &tant horizontal eg vertical. Alors, le
vecteur dans I'espace qui montre du cenrfrgy, ) de la lentille vers le pointuy, vy) sur le film
est donné par

Wik a . g cos)  sinf\ [uy
wop | = b | +ap-h+08-g ou <5k>:<_sin9 cos9><vk)'

W3k C

Les conditions a satisfaire sont que les vectéuxs, woy, wsx) et (zx, — T, yx — U, 2 — 2) Soient
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— La region de la Vake Blanche

FiG. VI.4

colinéaires. Ceci donne deux conditions pour chagudais, par symétrie, il est plus naturel de
considérer les trois conditions (pour chadye
Wik Tp— T wor(2k — 2) — wak(Yr — 7)
0= wy X Y — ?/j = ’wgk(l'k — Z/L'\) — wlk(zk — 2) . (410)
W, 2k —Z Wik (Ye — J) — wor(Tx — 7)
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En tout, ceci donn8 - 6 = 18 conditions poui7 inconnues. Voici le programnORTRAN pour
la fonctionf : R” — IR'®.

SUBROUTINE FCN(N,XSOL,M,F)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
PARAMETER (ND=50)
DIMENSION XSOL(N),F(M)
COMMON/DAT/NDAT, XDAT (ND) , YDAT(ND) , ZDAT (ND) ,UDAT (ND) , VDAT (ND)
C -——--- NOTATION LOCALE --------
X0=XSO0L(1)
Y0=XS0L(2)
Z0=XS0L(3)
A=XS0L(4)
B=XSOL(5)
C=XS0L(6)
THETA=XSOL(7)
C -———-- VECTEUR HORIZONTAL ------
RAC=SQRT (A*A+B*B)
H1=B/RAC
H2=-A/RAC
H3=0.
C -——-- VECTEUR VERTICAL -------——-
RAC=SQRT ((A*C) **2+ (B*C) **2+ (A**2+B**2) x%2)
G1=-A*C/RAC
G2=-B*C/RAC
G3=(A**2+B**2) /RAC
C -——---—- LES POINTS --------
DO I=1,NDAT
C -———-- ROTATION INITIALE ------
U= UDAT(I)*COS(THETA)+VDAT(I)*SIN(THETA)
V=-UDAT(I)*SIN(THETA)+VDAT(I)*C0OS(THETA)
C -——--- LES VECTEURS A ALIGNER -------
Wi=A+H1*U+G1*V
W2=B+H2*U+G2%V
W3=C+H3*U+G3*V
Q1=XDAT(I)-X0
Q2=YDAT(I)-YO
Q3=ZDAT(I)-Z0
C -———-——- LES FONCTIONS A ANNULER -----------
F(3*(I-1)+1)=W1*Q2-W2xQ1
F(3*(I-1)+2)=W2*Q3-W3*Q2
F(3%(I-1)+3)=W3*Q1-W1xQ3
END DO
RETURN
END

En appliquant la méthode de Gauss-Newton a ce systeme avec comme vatalesi =
8000, y = 15000, Z = 1000, a = 0,b = —1, ¢ = 0, # = 0, apres peu d’itérations on obtient la
solutionz = 9664, y = 13115, Z = 4116 avec une précision dechiffres (voir le tableau VI.3). On
a donc bien trouvé la position de la caméra. C'est a I'Aiguille Vertit(ale 4122) que Gerhard a
pris cette photo.

TAB. VI.3 — Convergence de la@hode de Gauss-Newton

fk gk Ek a b C 0

8000 | 15000 | 1000 | 0.000 | —1.000 0.000 | 0.000
8030 | 9339 | 1169 | —0.003 | —0.085 | —0.003 0.047
8680 | 11163 | 4017 | —0.014 | —0.114 | —0.021 0.017
9577 | 13034 | 3993 | —0.040 | —0.167 | —0.032 | —0.094
9660 | 13107 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074
9664 | 13115 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074
9664 | 13115 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074

DO W N~ O




VIEnodes eratives — Eguatoris NOIM Lwdlies 1490

VI.5 EXxercices

1. Pour une fonctiorf : R — R, considérons litératiotizy, zy_1) — x4, définie par

T — Tk—1

(a) Donner une interprétation géomeétrique.

(b) Démontrer que I'errews, = |z — (|, ou¢ est une racine simple g&z) = 0, satisfait
f"(©) ‘

2f'(¢)

ep+1 ~ Ceper—y1, avec C =
(c) Déduire de (b) que
ex+1 ~ Dell, avec p= %(1 +V5) ~ 1.618.
(d) Soit f(z) un polyndme, nous avons que le travail pour évaltier) et f'(z) est approximati-

vement le méme. Supposons que le colt des opérationgititad, de soustractions, de multi-
plications et de divisions sont négligeables par rappd#évaluation def (x). Quelle méthode

choisiriez-vous entre la méthode de Newton et la métheda décante (5.1) pour calculer une

racine def (z) a travail égal?

2. SoitD C Retf: D — R" continlment differentiable. Pour ury € D supposons qué(zy) # 0
et quef’(z) soit inversible. Montrer que

po = —f"(z0) ™" f (o)

est la seule direction ayant la propiété suivante:
Pour toute matrice inversiblé, il existe Ay > 0 tel que poull < A < A

|Af (zo + Apo)ll2 < [|Af (z0)ll2 -
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Chapitre VII

Travaux Pratiques

Cet appendice contient une collection de travaux pratiques, dont les themeamesprédans

I'ordre chronologique) les sujets abordés dans le cours. La derniere partie aegpeeidice est
consacrée a une introduction au langu&@RTAN90/95 qui n'a pas, et de loin, la prétention
d’étre complete.

VIl.1 Introduction au FORTRAN 90

1. Le programme ci-dessous évalue la fonctiorix) - = en des points équidistants= %w, ou
i=1,2,...,20 etn = 20. Essayer de le comprendre, puis dessiner au moygnujgot le
graphe(z;, f(z;)), pourn = 20, 50 dans les intervalle), 7] et [0, 27].

program eval ! ce programme evalue une fonction
implicit none
integer, parameter :: n=20
integer :: i

integer, parameter :: dp=kind(1.d0)

real(kind=dp), parameter :: pi=3.14159265358979324 dp
real(kind=dp) :: v,x,rn

real(kind=dp) :: f

open (8,file="sleval.out’) ! fichier qui stocke les donn ees
rn=n
do i=1,n
x=(i/rn)*pi
v=f(X)
write(8,100) x,v ! ecrit (x_i,f(x_i)) sleval.out
100 format(2f18.15) ! format des donn ees
end do

end program eval

function f(x) ! fonction a evaluer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) ::x.f
f=sin(x)*x

end function
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2. Ecrire (sur le modele du programme ci-dessus) un programme qui évaluetiarionc

2 sio<xp<i
_ — — 2
f("”)_{z—zx silcr<l1

2 —

enn points équidistants d@, 1) (n étant choisi par l'utilisateur). Dessiner les résultats.

3. Ecrire un programme qui détermine le plus petiel que>_;_, % > M ou M est donné par
I'utilisateur. Combien de termes faut-il 8f = 3 ? Méme question en remplage%npar%
dans la fonction.

VII.2 Int égration par la regle du Trapeze et Simpson

Le programme ci-dessous évalue l'intégréfe-os(z)e*™*) avec la regle du trapéze. Donner le
résultat poum = 2,4, 8, 16, 32, et dessiner sur une échelle logarithmique I'erreur en fonction du
nombre d’évaluations de la fonction. Adapter ensuite ce programme pour la regle ggo8im

program integration ! int egration avec la r egle du trap eze
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer :: i,n

real(kind=dp) :: a,b,res,err,...

open (7 file="trapeze.out’)

a=0._dp

b=3._dp

n=1

call trapeze(a,b,n,res)

write(7,*) 'n= ',n, res= 'res ! ecrit dans trapeze.out
subroutine trapeze(a,b,n,res) ! m ethode du trap eze

implicit none

integer, parameter :: dp=kind(1.d0)

integer :: n,i

real(kind=dp) :: a,b,res,f,h

h=(b-a)/n

res=0.5_dp*(f(a)+f(b))

do i=1,n-1

res=res+f(i*h)

end do

res=res*h
end subroutine trapeze

function f(x) ! fonction a int egrer
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) ::x.f
f=cos(x)*exp(sin(x))

end function
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VII.3 Calcul de racines par la méthode de la bissection

1. Ecrire un programme qui pourdonné calcule les racines & (), le nieme polyndme de
Legendre, en utilisant la méthode de bissection.

Indications:

(a) Localiser les racines d@,(x) en utilisant celles d&,_; ().

(b) Si[a,b] estunintervalle ave®, (a) - P,(b) < 0, posercentre =% pa = P, (a),
pb = P,(b), pc = P,(centre ).

(c) Tant queP,(centre ) # 0 eta#centre etb#centre |, itérer
i. si P,(a)- P,(centre ) < 0 poserb=centre, pb=pc
il. sinon posel=centre, pa=pc

Pour écrire lgunction p(n,x) qui calcule les polyndmes de Legendig(x), utiliser
la formule de récurrence pour ces polyndmes qui s’écrit

(n+1)P,i1(x) = (2n+ 1)zP,(z) — nP, 1(z)

2. Alaide du programme obtenu en 1, calculer les péjgmur une formule de Gauss d’ordre
30.

VII.4 Wegral: programme d'’int égration d’ordre 8

1. Le but de ce tp est d’écrire un programme adaptatif d’'intégration numévagé&sur l'al-
gorithme expliqué au cours (1.6). On vous propose d'utiliser la formule de Weddle d®rdre
(voir polycopié p.3). Il faut d’abord trouver une méthode eftémconvenable, par exemple
la méthode de Newton d’ordre 4, puis programmer I'algorithme de division. Pour I'erreur
sur un sous-intervalle utiliser

abserr =abs (res -resem),

oures est Ig résultat obtenu avec la formule de Weddleesem celui obtenu avec la
formule embdée. Le programme pourrait avoir la structure suivante:

program wegral ! programme adaptatif d’int egration
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer,parameter :: maxdiv=1000 ! borne les subdivisions
integer :: ndiv, ...
real (kind=dp),parameter :: a=...,b=...;tol=10._dp**(- 14)
real(kind=dp) :: centre,errtot,weedabs,...

I premi ere int egration h=b-a

call weddle(.,.,.,.,. )
R I'algorithme de subdivision
do ndiv=2,maxdiv
s on teste si la pr ecision est suffisante
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if (errtot <= tol*weedabs) then

end if
I on cherche l'erreur maximale

I on divise l'intervalle o u l'erreur est maximale
centre=
call weddle(.,centre,.,.,.)
call weddle(centre,.,.,.,.)

end do
end program wegral

subroutine weddle(a,b,res,abserr,resabs)
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
integer :: i,...
real(kind=dp) :: a,b,res,resem,abserr,resabs,f,h,...
real (kind=dp),dimension(4):: poidw
real (kind=dp),dimension(2):: poidn
data (poidw(i),i=1,4)/ 4.88095238095238096E-2_dp,\&
0.25714285714285712_dp,3.21428571428571397E-2_dp,\&
0.32380952380952382_dp/
data (poidn(i),i=1,2)/ 0.125_dp,0.375_dp/

end subroutine weddle
function f(x)

end function

. Calculer a I'aide de votre programme les intégrales suivantes

0, 1 ) 1 )
/ e " drx, / sin x°dx, / cos xdx.
0 0 0

. On sait que

3 ) s
/(1+cefc‘z Jdr — 4+ /T pour ¢ — oo,
-1

Appliquer votre programme a l'intégrale ci-dessus avec plusieurs valeursméssantes
(c=1,2,...,10,...). Observer et expliquer ce qui se passe.
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VILS5 Interpolation

1. Le but de ce tp est d’écrire un programneavton qui interpole une fonction donnée grace
au polyndme d’interpolation de Newton. Ensuite, on va évaluer ce polynomela tia la
méthode de Horner (voir exercices théoriques) et calculer I'errews antr fonction donnée
et son polyndme d’interpolation.

Remarque: Une fagon plus élégante pour définir la précision des variables esisgutiin
module .

module accuracy
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
end module accuracy

Il suffit d’insérer au début du programme principal ainsi que dans les sous-®litis&uc-
tionuse accuracy et l'extensiondp peut étre utilisée.

On vous propose la démarche suivante pour écrire votre programme:

(a) Ecrire une sous-routirequidist  ainsi qu’une sous-routinehebychev pour cal-
culer des noeuds équidistants et des noeuds de Chebyshev respectivement. La sous-
routineequidist  pourrait avoir la structure suivante:

subroutine equidist(a,b,n,grid)
use accuracy ! I'extension dp est definie par le module
implicit none
real (kind=dp),dimension(0:n) :: grid
real (kind=dp) :: a, b
integer 1 n

(b) Ecrire une sous-routirgiffdiv qui calcule les differences divisées. Pour cela on a
seulement besoin d’'un vectedd pour le résultat. La sous-routinkéffdiv =~ pourrait
avoir la structure suivante:

subroutine diffdiv(n,noeuds,dd)
use accuracy
implicit none
real (kind=dp), dimension(0:n) :: dd
real (kind=dp), dimension(0:n) :: noeuds
integer 1 n

2. Apres avoir écrit le programnrewton , écrire une fonctiomorner qui évalue ce poly-
ndme a l'aide de la méthode de Horner. La sous-rodtoreer pourrait avoir la structure
Suivante:

function horner(n,dd,noeuds,x)
use accuracy
implicit none
real (kind=dp) :: horner
real (kind=dp) :: x
real (kind=dp),dimension(0:n) :: dd, noeuds
integer :: n
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3. En utilisantgnuplot  vérifier votre programme en dessinant les fonctions ci-dessous ainsi
gue leurs polyndmes d’interpolation.

sin z, z € [0, 57,
1
112522 T € [—1, 1],

e~ '/0+2%) e [—4, 4],

2

e ™, x € [—4, 4].
4. Ecrire une sous-routine qui calcule I'erreur maximale
I%?X|f(l'z)—p(fli‘l)| i:O,l,...,m,

sur une grille den points donnés. Tester cette sous-routine sur les fonctions ci-dessus.

VII.6 Interpolation et erreur

Ecrire un programme qui, pour une fonction donnée, calcule ses polyndmes d'intem(@bur
des points équidistants et pour les points de Chebyshev), ainsi que I'erreur danselentdiff”
normes suivantes:

1 f = Plloo = maxuepy | f(2) — p(z)| norme maximale
If = Pl = f7 |f(z) — p(z)| normeL!,

| f —plle = (ff |f () —p(x)|2dﬁc>1/2 normeL?.

Pour cela il faudra utiliser le programme d’intégratisegral ainsi que les programmes d’inter-
polations du tp précédent.

1. Il sera utile de pouvoir passer une sous-routine comme argument d’une fonction antutilis
l'instruction external . Par exemple la fonctiofmax , qui calcule le maximum dé&n
(sous-routine) sur un intervalle, b]

function fmax(fcn,a,b,m)
use accuracy
implicit none
integer X m
real (kind=dp) :: a,b
external fcn
real (kind=dp) :: fmax,...

call fcn(fmax,a)
end function fmax
a comme argument la sous-routiice

subroutine fcn(x,fx) 1 fx=f(x)
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Compléter cette fonctiofmax , nécessaire pour le calcul de I'erreur dans la norme maxi-
male.

2. Ecrire des sous-routinesrequ eterrch qui déterminent I'erreuff (x) — p(x)| (au point
x) entref et ses polyndomes d’interpolatipr{basé respectivement sur des points équidistants
et sur les points de Chebyshev).

subroutine errequ(x,e) ! evalue e=|f(x)-p(x)|
use accuracy
use equi
implicit none
real (kind=dp) :: e
real (kind=dp) :: X

end subroutine errequ

Cette sous-routine va faire appel a la fonctiamner . Pour pouvoir utiliser les parametres
de la fonctiorhorner sans les passer comme arguments, on peux utiliseragule . En
définissant

module equi
use accuracy
real (kind=dp),dimension(:),allocatable :: noeuds, dd
integer 1 n

end module equi

et par l'instructionuse equi dans la sous-routinerrequ , les variables contenues dans

le moduleequi sont visibles et utilisables dans cette sous-routine. Ces variables sont les
mémes que dans le programmewton si I'on ajoute dans ce dernier l'instructiarse

equi (elles nont alors plus besoin d’étre définies dans le programemgon ). De méme,

on utilisera pour la sous-routirgrch  un module similaire.

3. Modifier le programmevegral (VI1.4) pour en faire une fonction

function wtegral(fcn,a,b,tol)
implicit none
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real (kind=dp) :: a,b,tol
real (kind=dp) :: wtegral
external fcn

4. Finalement, modifier le programnm&wton pour en faire un programme qui, pour une
fonction donnée, calcule ses polyndmes d’interpolation (pour des points équidetpots
les points de Chebyshev), ainsi que I'erreur dans les differentes normes du déubdeé.
Appliquer votre programme aux fonctions de la série 4 et donner les differentessgpour
des polyndmes jusqu’au degré 20.
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VII.7 R ésolution d’equations differentielles et calcul de la tra-
jectoire des plaretes

1. On aimerait résoudre I'eéquation differentielle

Y1 Yo 11(0) = 0
Yy = —U y2(0) = 1

dans|0, 7] avec les méthodes d’Euler et de Runge (voir le cours). Donner les résultats nu-

mériques et calculer I'erreur en = 7 (on connit la solution exacte de cette équation
differentielle). Pour cela il faudra écrire des sous-routines Euleusg®

subroutine euler(n,fcn,y,x,xend,npas)
subroutine runge(n,fcn,y,x,xend,npas)

I n dimension du syst eme

I npas le nombre de pas dans lintervalle [x,xend]

I fcn la sous-routine qui contient la fonction y’=fcn(x,y)

I 'y vecteur qui contient les valeurs initiales a lentr ee
! les valeurs y(xend) a la sortie

Résoudre ensuite a I'aide de votre programme I'équation differentieiRéaddti (1712)

y=2+y*,  y0)=0, y(z)=2

Combien d’évaluations de la fonction sont nécessaires pour arriver a utisigméde 6
chiffres, respectivement pour la méthode d’Euler et de Runge?

Remarque: Cette équation differentielle ne possede pas de soluticent@rme.

Reésultat (solution de&féerence):y(1) = 0.04179114615468186322076.

2. Ecrire une sous-routine
subroutine rk4(n,fcn,y,x,xend,h,tol)

qui permet la résolution d’un systeme d’équations differentielleside’de pas variables.
On veut que le programme puisse choisir le pas d’'intégrdtiafin que I'erreur locale soit
partout environ égale a la toléranee, fournie par 'utilisateur. Prenez la méthode Runge-
Kutta3/8 avec la méthode emhée vue au cours.

Tester votre programme sur les équations differentielles ci-dessus.

3. Utiliser vos programmes pour calculer la position autour du soleil des 5 ptadepiter,
Saturne, Uranus, Neptune, Pluton en septembre 2004. Effectuer des calculdfavestsli
pas et differentes tolérances et observer la convergence.

La loi de Newtonf = ma conduit aux équations du mouvement suivantes

m;(qx — q;)

"
qk; - _G
j=0,j#k lge — g5
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ou lesq; € IR? représentent la position des planétes et du sqleliturs accelérations €t =
2.95912208286- 10~ la constante de gravitation. Les valeurs initiales du probléme calculées
le 5 septembre 1994 sont données par le tableau ci-dessous, pour lg,$6le# (0,0, 0),

q4(to) = (0,0,0). Les unités de masse choisies sont des unités relatives au soleil. Riur ce

TAB. VII.1 — Valeurs initiales pour le sy8tne solaire

planete H masse position initiale| vitesse initiale
—3.5023653 0.00565429
Jupiter | m; = 0.000954786104043 —3.8169847 | —0.00412490

~1.5507963 | —0.00190589

0.0755314 | 0.00168318
Saturne | m, = 0.000285583733151 | —3.0458353 | 0.00483525
—1.6483708 | 0.00192462

8.3101420 | 0.00354178
Uranus || ms = 0.0000437273164546 | —16.2001086 | 0.00137102
—7.2521278 | 0.00055029
11.4707666 | 0.00288930
Neptune|| my = 0.0000517759138449 | —25.7204829 | 0.00114527
—10.8169456 | 0.00039677
—15.5387357 | 0.00276725
Pluton ms = 1/(1.3 - 10°) —25.2225594 | —0.00170702
—3.1902382 | —0.00136504

ci on a encore rajouté les masses des planetes prochesyginsi 1.00000597682. Les
distances sont en unités astronomiqups.U.] = 149 597870 [km] et le temps est compté
en jours terrestres. Calculer la solution péyy = 3652.

Remarque: Pour appliquer votre programme a cet exemple il faudra transf@&meation
differentielle en une équation du premier ordre.

_Euler explicite,s = 10 Euler implicite,h = 10

FIG. VII.1 — Solutions du mouvement des pées par diferentes rathodes pour de longs inter-
valles de temps
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VII.8 D écomposition LR
1. En utilisant I'algorithme d’élimination de Gauss avec recherche de f@gotdre le systeme
linéaire
Ax = b, (8.1)
ou A est une matrice carrée.

Pour cela, écrire une sous-routine de la forme

subroutine dec(n,A,ip)
use accuracy

integer, dimension(n) :: ip
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui effectue la décompositiofA = LR, ou P est une matrice de permutatioh,une
matrice triangulaire inférieure ét une matrice triangulaire supérieure.

Les parametres sonh: = dimension de la matricéy = la matrice en entrée/sortigs = le
vecteur de permutationp(k) = index de la ligne du%pivot).

Ecrivez ensuite une sous-routine de la forme

subroutine sol(n,A,b,ip)
use accuracy

integer, dimension(n) :: ip

real (kind=dp),dimension(n) :: b
real (kind=dp),dimension(n,n) :: A

qui étant donné la matricé& obtenue padec, résoud le systémg). La solution du pro-
bleme se trouvera dans le vectéur

2. Ecrire un programme qui permet de résoudlre= b et testez-le sur les exemples ci-dessous.

1 1 1 1 1 10
1 271 272 973 2 , | -35
A= | 31 3-2 33 B = 3 résultat: 50
1 471 472 43 4 —24
1 1 1 1
A=|[0 0 1 B=|1
0 0 1 1
Remarque: En utilisant les instructionallocate(A(ndim,ndim),...) on peut uti-

liser les mémes tableaux pour des matrices (vecteurs) de dimensiaremtis. Il suffit
d’écriredeallocate(A,..) puisallocate(A(ndim2,ndim2),...)
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VII.9 D ecomposition QR et trajectoire d’un aséroide

Pour résoudre un systeme surdéterminé

Ar=0b, z€IR", bé€rea™, m>n,

une méthode efficace (voir le cours) est d'utiliser la decomposipinde la matrice A. On vous
propose dans la premiere partie de ce tp d’écrire un programme effectuanti@edbmposition.
Dans une deuxieme partie on traitera un probleme surdéterminé de fapphete (estimation de
I'erreur, test de confiance du modele).

1. Pour effectuer la décompostitghR, on utilise (voir cours) I'algorithme de Householder -
Businger - Golub. On commence par écrire une sous-rodeoqr

subroutine decqr(m,n,A,alpha)
use accuracy
implicit none
integer :: m,n,...
real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A

qui effectue la decompositiap 2 d’'une matriced possedant lignes etn colonnes. Cette
sous-routine doit retourner la matrigemodifiee comme suit:

(@) les vecteurs; € R™ "t i = 1,...,n (voir cours), dans la partie “triangulaire”
inférieure de la matricel,

(b) la matrice triangulaird? (sansles «;) dans la partie “triangulaire” supérieure de la
matriceA.

La diagonale de la matrice triangulaife(les ;) est stockée dans le vecteaipha . On
vous conseille de faire un schéma de la matrica la sortie, pour illustrer la description
ci-dessus.

2. Ecrivez ensuite une sous-routis@lqr qui calcule@”b ainsi que la solution du systéme
triangulaireRx = c.

subroutine solgr(m,n,a,alpha,b)
use accuracy
implicit none
integer :: m,n,...
real (kind=dp),dimension(n) :: alpha
real (kind=dp),dimension(m) :: b
real (kind=dp),dimension(m,n) :: A

Pour réaliser la multiplicatiod)” b, on effectue les multiplications successiiéd i =
1,...,n dela méme facon que I'on a effectué les multiplicatiéhd pour la décomposition

RemarqueOn ne demande pas de traiter le cas ou les colonnessgaient linéairement
dépendantes.
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3. Ecrire un programme qui permet de résoudre = b a I'aide de la décompositio® R
et testez-le sur 'exemple ci-dessous pour lequel la solution se calcutnfaat (faire un
dessin). Vous pouvez aussi tester votre programme sur les exemples de 1a séri

X + 2y =1
3X + 4y =2
5x 4+ 6y =3

4. Afin d’effectuer une estimation de I'erreur (pour des observations donnantdiegysteme
surdétermingé) on doit calculdiag(AT A)~* (voir cours). On remarque que

(ATA) = (R"R),

ou R est la matrice triangulaire supérieure obtenue par la décomposéjiida laguelle
on a rajouté la diagonalalpha(i) ”. On peut alors calculefiag(ATA) ! en résolvant
successivement les systemes linéaires (petit, . . ., n)

RTc= e,
Rx = c.

ou e =(0,...,1,...,0)7 ieme vecteur de base ",

5. (Sur les traces de Gauss
Un astéroide en orbite autour du soleil a pu étre observé pendant quelques/gnirdea
diparatre. Voici 10 observations:

Ti=1,.5 -1.024940 -0.949898 -0.866114 -0.773392 -0.671372
Ti=s,..10 -0.559524 -0.437067 -0.302909 -0.155493 -0.007464
Yi=1,.5 -0.389269 -0.322894 -0.265256 -0.216557 -0.177152
Yi=s,..10 -0.147582 -0.128618 -0.121353 -0.127348 -0.148885

On veut calculer sa trajectoire a partir de ces observations, afin de ppo&dire I'instant
ou son orbite sera a nouveau visible. On suppose un modele ellipsoidal pbitel’or

r* = ay® + bry + cx + dy +e.

Cela conduit a un systeme surdéterminé que I'on résoud par les “moirghrés cpour
déterminem, b, ¢, d, e. Faire ensuite une estimation de I'erreur ainsi qu’un test de confiance
du modele.

Faire la méme étude pour le modele parabolique
2 _
T =ay +e.

Quelle est la trajectoire la plus probable?
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En janvier 1801, I'astronome italien G.Piazzi découvre une nouvelle pl&@®rs(entre
Mars et Jupiter), et observe son orbite pendant quelques jours, avant que celtlispaie
raisse. Tous les astronomes de I'époque s’attendent a ce que cette apearaisse a la
fin de 'année 1801 ou au début de 'année 1802. Une grande effervescencdehatuitale
scientifique européen et plusieurs prédictions quant a la trajectoire bligd’'sont effectuées.

Le 29 septembre 1801, un jeune mathématicien allemand (alors peu connu), du nom de
C.F. Gauss, publie une trajectoire qui differe sensiblement des autresigméyigtilisant
notamment sa méthode des “moindres carrés”, Le 7 decembre 1801, Zach, unohesvass

les plus connus d’Allemagne, redécouvre la planéte sur la trajectoire ppavigauss. Ce
résultat publié en fevrier 1802 dans Menatliche Corresponderiait de Gauss une célébrité
européenne.

: :“Oe-'a Lo At
& rEF £

ehr. 1. 80| won Fake:
T Jast 1. 1800

i /wdq

R el

Esquisse de Gauss des orbites de Ceres et Pallasdfdabcouverte en 1802ZJiré de W.K.
Buhler: Gauss, a biographical study.
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VII.10 FORTRAN 90/95

Le Fortran90 est la nouvelle version du language de programmdtmnran77 , largement
utilisé pour les calculs scientifiques. Les instruction$-ddran77  sont pour la plupart encore
valables erfFortran90

Compiler

L'extension pour un programme en Fortran 90 est ".f90”. Pour compiler un programméd38@per
nom.f90 et ensuitea.out pour I'exécuter.

Découpage des lignes en zones

La longueur de la ligne est de 132 caracteres, et commence deés la preotoérgec Tout ce qui
est a droite d’'un "!” est en commentaire. Pour continuer une ligne sur la lignensej\tarminer
la premiere par un "&”. Pour écrire plusieurs instructions sur une méme, ligaséparer par des

Structure d’'un programme

program exemple
zone de d eclaration des variables

instructions ex ecutables
end program exemple

subroutine et function

Un programme peut appeler des sous-programmes qui sosiildesitine  ou dedunction
Voir la série 1 pour des exemples de la structure et de I'utilisation desreatises et des fonctions.
Types de donrees

Fortran90 contient 5 types intrinseques:
1. Types nunériques:integer ,real etcomplex .
2. Types non nuneriques: character  etlogical

Il est possible de définir de nouveaux types de données a partir des types intsngeqgue types
intrinséques sont associés un entier non négatif appeknd type parameter” (dépend du
systeme et indique en général le nombre de bytes utilisés pour stocker eng.\@uand celui-ci
n'est pas spécife, c’est la valeur par défaut qui est utilisée.

Exemples:
1. real (kind=8):: x I X est de type réel double précision sur sun (ultra), simple pré-

cision sur Cray. La double précision correspond a un type prédéfini qui donne environ 15
chiffres significatifs, la simple précision ou précision régide défaut en donne environ 7.
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2.

integer, parameter:: dp=kind(1.d0) I le parametredp (constante litterale)
prend la valeur de kind qui correspond a la double précision.
real (kind=dp):: X I x est de type réel double précision (défini ci-dessus)

.real:: x !xestde type réel par défault (simple précision)

. integer, parameter:. g=select real _kind(15,60) ! choisiq de sorte que

real (kind=q) possede au moins 15 chiffres significatifs et une étendue égale ou su-
périeure a0—%, 10% (pour autant que le compilateur en question supporte cette précision).
C’est donc une fagon indépendante du compilateur de définir des sous-types numériques

. 1234 | constante de type “entier”

1234. ! constante de type “r eel”
1234. dp! constante de type “dp” (pr ealablement d éfini)

Entr ées et Sorties

1.

3.
4.
5.

read(5,*) x !lit un caractere et I'assigne a la variable L'étiquette 5 indique que le
caractere est lu du clavier.

. read(8,*) x I comme ci-dessus, sauf que I'étiquette 8 indique que le caractere est lu

dans le fichier avec I'étiquette 8 (la lecture se fait de facon séaliendin commencant par
la premiere valeur du fichier).

write(6,*) X I écrit le contenu de la variablea I’ écran
write(8,*) x I écrit le contenu de la variabledans le fichier avec I'étiquette 8
write(6,*) ’'valeur de X’ I écrit les characteres entre apostrophes a I'écran

Remarque: L'étoile * (format par défaut) dans la description ci-dessus peutrétrgplacée par un
descripteur de format (voir les sorties formatées).

Affectation des variables

L'opération d’affectation des variables est la suivante:
variable réceptrice=expression source

Déclaration de parametres et initialisations

1.

2.

integer, parameter:: n=20 I défini un parametre entier et lui assigne la valeur 20.
Cette assignation est définitive et ne peut plus étre changée dans le pragram

real(kind=dp):: rn=20 I défini une variablen réelle de typelp et lui donne20
comme valeur initiale. Cette assignation peut-étre changée dans lemprogr®n peut aussi
déclarern comme variableeal(kind=dp) et l'initialiser dans le programme.

Opérateurs et fonctions

+)-1

* [, ** (exponentiation)

abs(x) (valeur absoluekin(x), cos(x), sqrt(x) (racine carrée), etc.
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Opérations arithmétiques

Lors de calculs arithmétiques avec des constantes ou des variablEssaugent dangereux de
mélanger dans une méme expression plusieurs types numeériques. Pour I'assignation

variable=expression,

ou variable  est une variable numérique expression  est une expression numérique, Si
expression n’est pas du méme type quariable , expression va étre converti dans le
type devariable . Cette conversion peut donner lieu a des pertes de précision. Lors d’op8érati
arithmétiques mélangeant plusieurs types numeériques, les “types moirss pagticonvertis dans
le “type le plus précis” de I'expression.

Exemples:

1. integer : i,
integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) :: a,b
a=1;b=3;i=1;j=3
write(6,*) a/b,alj,i/]
real(kind=dp) :: a,b

résultats0.33333333333333331, 0.33333333333333331, 0

Poura/b les entiers sont convertis afp (de facon exacte) et le calcul est effectué en
precisiondp. Poura/j le contenu de la variable entigéreest converti (de facon exacte) en
dp et le calcul est effectué en precisidp. Pouri/j le calcul est fait en division entiere et
le résultat est faux.

2. integer, parameter :: dp=kind(1.d0)
real(kind=dp) :: a,b
a=1.123456789;b=1.123456789 _dp
write(6,*) a,b
write(6,*) a/b,a-b
a=1.123456789 _dp;b=1.123456789
write(6,*) a/b,a-b
a=1.123456789_dp;b=1.123456789_dp
write(6,*) a/b,a-b

résultats1.1234568357467651, 1.123456789
1.0000000416097581, 4.67467651255049077E-8
0.99999995839024369, -4.67467651255049077E-8
1., 0.E+O

L'expressiora=1.123456789 mélange le mode rédp poura et le mode réel simple précision
(précision reelle par défaut) pour la constaht®23456789 . Lors de la conversion on perd 3
chiffres significatifs. Ceci explique pourquoi toutes les opérations arithoe ci-dessus mélan-
geant plusieurs types numeériques (excepté la derniere) donnent des réawttats fa
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Les sorties formages

Exemples:
1. write(6,i5) 123456 I écrit I'entier 123456 (“i” pour “integer”) dans un champ de 5
characteres
2. write(6,f10.5) 1.23456 I écrit le réel 1.23456 dans un champ de 10 characteres

dont 5 sont réservés pour la partie décimale.
Ces instructions peuvent également s’écrire

1. write(6,100) 123456
100 format(i5)

2. write(6,100) 1.23456
100 format(f10.5)

Remarque: L'étiquette 6 dans la description ci-dessus peut-étre remplacée pabeinndiquant
une autre sortie, par exemple une sortie fichier (voir “fichiers”).

Les fichiers
Ecriture des résultats dans un fichier:

open(8,file="fichl")

ouvre un fichier fichl et lui assigne I'étiquette 8
write(8,*) a

ecrit dans le fichier avec I'étiquette 8 la valeur de a
read(8,*) a

lit dans le fichier avec I'étiquette 8 la valeur de a.

Remarque: Le format par défaut dans la description ci-dessus peut-étre remplac@é famat
spécifié par I'utilisateur (voir “sorties formatées”).

Structures de controles

1. if (expression-logique)then
traitements
else
traitements
end if

2. do variable=i,n,m
traitements
end do
ou i,n,m sont des entiers. La boucle se fait de i a n avec un pas m.

3. do while (expression-logique)
traitements
end do
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Les operateurs de comparaison

> : plus grand que;

>=: plus grand ou égal a;
== :égal;

/ = : différent de;

<= : plus petit ou égal a;
< : plus petit que.

Les tableaux
Exemple de déclaration:

real,dimension(2,3):: tabrl,tabr2

déclare un tablea? x 3 a valeurs réelles.

Iravaux Fraliques

Remarque: Il est permis de créer des nouveaux tableaux a l'intérieur des fonctions sbds-
routines.

Allocation dynamique:

Pour déclarer un tableau a deux dimensions, mais dont la taille n’est pas canaébw du
programme:

real,dimension(;,:),allocatable:: tabdynl

et plus loin dans le programme:

n1l=4;n2=8
allocate(tabdyn(nl,n2))
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