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1. a.thz existe si et seulement si e +e7% # 0. Ore* +e % = 0 & 2 = —1 = €™ ce qui équivaut a
2z = 7+ 2ikw avec k € Z.
Donc th z existe si et seulement si z ¢ {zg— + itkm ‘ ke Z} .

b.thz=0<=¢e**=1doncthz=0«<= 3k c Z, 2z =iknm.

2. Posons z = x + iy avec (r,y) € R%, on a

e* —e ? B ex(COSy—i—isiny) —e’””(cosy—isiny) B 2shxcosy + 2ichxsiny
e*+e*  e%(cosy+isiny) +e “(cosy —isiny) 2chzcosy+ 2ishasiny

thz =

|sh:z:cosy +ichxsiny|2 - shzmcos2y + ch? wsinZy

|chaccosy+ishxsiny|2 " ch?zcos? y+sh? zsin’y

sh?zcos?y + (1 +sh?x)sin®y _ sh?z +sin’y

(1+sh®z)cos?y +sh®zsin®y  sh?z + cos?y

Donc |thz| < 1 <= sh®z + sin?y < sh? z + cos? y soit sin?y < 1 — sin?y autrement dit |thz| < 1 &

Donc |thz|* =

siny < %, donc |thz| <1< siny € ]—7‘/;,@{

T
Donc, enfin, [T 2] < 5 @zeA:{zEC/|Imz|<ﬂ}.
[thz| <1 4

3. o D’apres 2) (implication <) on a z € A = |thz| < 1 donc th application de A dans U.

2z
oOnathz:gT_T_%doncsierona:

(1) ch:§<:>C22—1:§(C22+1), (1)<:>022(1_§) :§—|—17 (1)@@222%.

€
Or %—_Fg #£ 0, on peut donc écrire %—1—5 =re' avec r = '% >0 et 6 €] —m,7] a priori. Mais § =

ki

donne1+£——rdoncr7é1etfzr 1donc{GR,orRﬂU:]—l,l[et,sige]—l,l[,ifeRj_

1-¢ r—1 1-¢
ce qui est contradictoire. Donc 6 €] — 7, 7.
Mais (1) <=3k € Z, z = % (Inr + 46 + 2ikn) et alors :
z€A z€A _ 11 .0
thz=¢ ~ | 3keZ, z:%lnr+z’%+ilm =gty
car %’ < % Donc, pour tout £ € U, il existe un et un seul z € A tel que thz=¢, z = %ln’%‘ +i%

ou 6 €] — m, 7| est un argument de % i_ 2 Donc th est une bijection de A dans U .

oPourx el — 1,1, 7 € onc 0 =0 et donc Vr €] — 1,1|, Argthx = 5 In |- .
P 1,1[, £ € R} donc 6 =0 et donc ¥ 1,1[, Argtho = & In |52

4. a.Pour £ € U,on a [€thn| =thn <1 donc 1 — &thn # 0 et donc u,(§) est bien défini. Or, pour z € A,
thz € U et donc u,(th 2) existe et on a :
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1 1+thz _ 1+thz—thn—thzthn _ thz—thn
un(thz) = (1 thn)l—thzthn_ 1 —thzthn _1+1—thzthn'

Or, comme dans R, mais avec la condition thathbd # 1, on a th(a —b) = %, en effet,

tha —thb _ shachb—shbcha _ shla—b) _ 4
I —thathd = chachb—shashb ~ ch(a —b) ’
Donc Vz € A, up(thz) =1—th(n —z) .

b. Pour £ € U, Argth¢ € A donc u,(§) =1 — th(n — Argth 5) d’ou B, (Argth 5) kﬁl [1 —un(€ )] .

5. a.|l4 2| <14z =el*l - Zlk—|dochz€C, [142] <14 |2] <ell.

m m Z vk
b. Tous les facteurs étant positifs, on a [T (1 + |vg|) < H vkl soit H (14 |v]) Ser=r .

c. Montrons la premiere inégalité par récurrence sur m:

1 1
IT(1+w) —1‘ =1+ov—1=vi|=[](Q+]wk]) - L
k=1 k=1

— supposons le résultat vrai pour m — 1, on a

— pour m =1,

m m—1 m—1
[TO+w)—1|= (T4 ovk) =14 [T (1+w)
k=1 k=1 k=1
m—1 m—
< H(1+Uk Um H 1+Uk:
m—1
< 1—|—|vk| —1>+|vm|H|1—|—vk|

k=1
m—1

( | (1 + |vgl) 1>+|vm| H (1 + [ol)

k=1
m
H 1+‘Uk‘

On a donc la premiere inégalité par récurrence et la seconde découle immédiatement de b. donc

m

m > Jokl
H1—|—|vk|—1<ek1 —-1.

H 1+Uk

6. a.veeU,, |un(§)|:|1—thn|‘ 1+€n‘g(1—thn)|1i§'t§'n‘<(1—thn)% (1—thn)—2 . Donc

T—¢th
1 1 1 n
HuangS(l—thn)i Or (1 thn) ;Ltiqln 0 1i;(1 thn)et 1—thn =1-— n+2*n‘:
e”Qiien—n ~ 2e7?". Comme (Y e™2") est une série (géométrique) convergente, (Z (1 — th n))
n—-+0oo

converge et donc (3 |lu,||Sr) aussi. Donc (Y- |u,|) converge normalement donc uniformément sur U,

n n + oo
> lur(®)] > lunllr Y lunllS
b. V¢ € Uy, [B(§)] = H 1 —ug(§)] < H (1 +[ux(©)]) < er= <ek= <er= . Don, en

Z llown 1S
posant M, = ek=1 yona3M,y >0, VEeU, VneN* |[B:(§)]<M,.
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p+m P
o V6 € U, [B3in® - B30 =T (1~ un(©) - 11 (01— ue(6)

+m m

155001 | TT 0 00) 1| = 25001 (1 - st -
i [uptx(8)]

< |B;(¢)] r k=1 - IJ d’apres 5) c.

i [up+r (€]
Onabien V¢ € U, |B;,,.(6) = B(€)| < [B;(€)] |er= -1

7. a. Pour € > 0 on a, puisque M,y > 0, &, = In [1 + Mg( )} existe et est strictement positif. Mais alors il
T

+o0 too
U= 5 JugllS < & car Nlim > JlukllS = 0 (reste d’une
k=N+1 T k=N41

série convergente). Comme V¢ € U,., Vk € N*, Jun1(&)| < [[unik|L on a:

+oo
existe N € N* tel que > |luntkl
k=1

INEN, VEeU, Y |unvik(€l<er.
k=1

b. ¢ Pour tout € > 0, il existe donc N € N* tel que : Vn > N, Vp > 0, V¢ € U,

P P +oo
D luntr () D lunt k(9] D k(9]
|B;‘L+p(§) — B;‘L(f)’ < |BE(E)] |er= —1| < Mgy |er=t —1| < Mgy |er= -1
+oo +oo +oo
Do fuk(®)] Yo luk(©)l S lun k()
< M(T) ek=nt+1 -1 < M(T) gk=N+1 — 1| = M(T) e k=1 —1

< M(r) e —1] < M(r) |:<1+ ]\f(r)> - 1] <e

d’apres 6) c., 6) b., la convergence simple de la série (> |ug|) sur U, vue en 6) a. et 7) a..

Donc la suite (B;;) vérifie sur U, le critére de Cauchy uniforme et donc

Vr €]0,1[, (B;,) converge uniformément sur U, .

o (B}) converge donc simplement sur U,., pour tout 7 €]0,1[. Or soit £ € U, on a § € Uj¢ avec [§] < 1
donc (B (§)) converge. Donc (B}:) converge simplement sur U .

c. Puisque, pour £ € U, 1 — £thk # 0 on a, pour tout k, ug est continue sur U et donc B}, aussi comme
produit de fonctions continues sur U. On a également B} —S» B* sur U et B} -8~ B* sur U, pour tout
r €]0,1[. Enfin V¢ € U, soit r tel que |§] < r < 1, on a £ € B,(0,7) qui est une boule ouverte donc un
ouvert de C et qui vérifie donc B,(0,7) € V(&) et donc, puisque U, D B,(0,7), U, € V(&). On a donc,
grace a un résultat de cours, B* continue sur U .

1
8. a. Soit p(t) = e’ —2t, on a (0) =1 et @(%) =e2 — 1 < 0 donc, par exemple, et grace au théoréme des

valeurs intermédiaires car ¢ est continue sur R, il existe g € }O, % { tel que p(eg) =0 < 1.

Donc dgg E}O,%[, e < 14 2¢g .
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b.On a V¢ € U, Vp € N*, VYm € N*,

’B;er (6) -

la limite quand m — 400, on obtient :

S Jup e (€)]

By )] < ’B;(f)‘ ek=1 donc, en passant &

i lup+ (£
¥ e U, Vpe N, |B(&) - By(e)] < [By(e)] |er= —1|. Or |[B*(&) - By(9)] = [B;(€)] -
’V > lupr ()l o0
|B*(€)| donc |B*(¢§)| > ‘B;({“)’ 2 —ekr=1 Ap, > Juptk(§)] < g0 et alors, d’apres a., 2 —
k=1
37 lupsr (@)l 1
ek=1 >2—e%0 >2— (1—1—250) =1 — 2¢p. Donc en posant K =1 —2¢0 > 0 (car g9 < Q) on a :
¥eU, dp, IK>0, |B9]=K|ByE)
p p
. Puisque z € A, thz € U et B*(th 2) est défini. Or B*(thz) = lirf [T (1—uk(thz)) = lirf IT th(k—
p— Ook::l pP— OOk::l
—+o00o
z). On peut donc poser pour z € A, [] th(k — z) = B*(thz) .

k=1

“+oo
.Pour z € A, [] th(k—2)=0<= B*(thz)=0. M
k=1

|B*(thz)| > K |B;(thz)| donc B*(thz) = 0 = B;,

Réciproquement, si 3k € N*, th(k — z) = 0 alors
quand p — +oo, B*(thz) = 0.

“+o0
Donc, pour z € A, [] th(k —2) =0<«= 3k € N*
k=1

ais, d’apres 8) b., il existe p € N* et K > 0 tels que

p

(thz) J] th(k—2) = 0et donc Ik < p, th(k—=z) = 0.
k=1

Vp > k, Bj(thz) = 0 donc, en passant a la limite

, th(k — z) = 0. Comme, d’apres 1) a., th(k — z)

0<=3l€Z, k—z=2ilr soit z =k — 2ilm et |Im(kf2il7r)|:27r|l|<%<:>l:0.

“+o0
Donc pour z € A, ] th(k—2)=0<= z € N*.

k=1
2n 9
i - = — 1 = — = — n =
.Ona ;cgr-ir-loo th(k — x) 1 donc mglilw Bay () kli[l( 1) =(-1) 1
z€R z€R =
Donc si la convergence de (Ba,) était uniforme sur A, on aurait grice au théoréme d’interversion
—+oo
limite uniforme-limite en un point, en posant B(z) = ][] th(k — x) pour z € A, lirf B(z) =
— r—r100
k=1 z€ER
lim lim Bg,(z) | = lim (1) = 1. On aurait alors, par composition des limites, lim B(p) =1
n—-+oo xr—-+00 n—-—+oo p—-+o00

z€R
ce qui n’est pas puisque Vp € N*, B(p) = 0.

Donc la convergence de (Bay,) n’est pas uniforme sur A .




