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ABSTRACT. - A. new proof of Dilworth's theorem with applications to a problem of covering 
of graphs without  circuits is given. 

Dans  ce t ravai l  on pr4sente une d4monst ra t ion  directe en te rmes  des 
graphes ,  du th~or~me de Dilworth pour  le cas fini. La not ion de chemin 
correspond i~ la notion de chaine e t  la not ion de coupure  avec la proprigt~f *) 
correspond ~ la notion d ' an t icha lne  [1]. 

En  ut i l i sant  une t ransformat ion  gtudi4e par  M. A igae r  [2], Fort applique 
ce resu l ta t  au  cas de la couver ture  d~un graphe par  des arcs. On d4montre 
aussi  que le hombre  minimal  des chaines qui couvren t  un  a rbre  est 4gal 
au plus pe t i t  entier  plus grand ou 4gal au hombre  des sommets  pendants ,  
divis~ ~ deux. 

E t a n t  donn4 un graphe G=(X,F) avec [ X ] ~ n  sommets  x t , x  2 , . . .  
... ,x,~ et  /~ = (x~ , . . . ,  x~) un chemin qui va  de x~ /~ xp,  Fon note  par  S (/~) 

{x~, x z , . . .  } l ' ensemble  des sommets  qu ' i l  rencontre .  
U n  chemin /~ est  maximal  si, pour  tout  chemin ~ avec S ( # ) c  S(~) 

Fon d4duit  que #-~-~,. L ' ensemble  des chemins m a x i m a u x  du graphe G 
est  not4 C(G). Une couver ture  du g raphe  G (par des sommets)  est une 
famille A de chemins qui cont iennent  t o u s l e s  sommets  du graph% c%st-~- 
dire (J S ( ~ ) ~ X .  

/~cA. 

Dans  ce qui suit  on obt ien t  une 4valuat ion du hombre  rain 
{ I A I ] ~ a  S(/~)----- X} au cas des g raphes  sans circuits.  P o u r  obtenir  une 

couver ture  minimale nous pouvons  consid4rer  seulement  les chemins  maxi- 
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maux. L'ensemble des couvertures (par des s o m m e t s ) d u  graphe G, com- 
pos6es des chemins maximaux, sera not6 Court(G). 

Une coupure du graphe G (par des s o m m e t s ) e s t  par d4finition un 
ensemble C ~ X avec les proprigtgs suivantes  : 

i) ~ ~ e ~ ( G ) , S ( ~ ) A  C 4  ~ .  
ii) C est minimal a v e c l a  proprigt6 i)~ c~est i~-dire tout  sous-ensemble 

strict  de C n e  poss~de plus i). 
L 'on note par Coup~ (G) Pensemble des coupures (par des sommets) 

du graphe G et par Coup~* (G)~  Coup~ (G) l 'ensemble des coupures qui 
poss~dent la propridt6 suivante:  

*) Si C~Coup~*(G), alors ~ # ~ ( G ) ] S ( # ) f l C  I ~ - 1 ,  c 'est~-dire tout  
chemin maximal du graphe G contient  un sommet et uu seul qui 
appart ient  i~ la coupure C. 

Au cours de la dgmonstration du th~or~me 1~ l 'on prouve que Pen- 
semble Coup** (G) n 'est  pas vide. 

En ut i l isant  les dgfinitions donnges, on d6duit  aisement que 

min {I A II A ~ Couv,(G)} ~ max { I C I I C~ Coup:(G)}. 

TH~ORE~E 1A (Dilworth). Si le graphe G n 'a  pas de circuits, alors 

rain {I A II A r Court(G)} = max {I C II C~ Coup:  (G)}. 

D~.~ONSTRXTION. Soit B ------ {/~, ~e~, . . . ,  ttr} E Couv, (G) une couverture 
qui rdalise ie minimum cherchg. En ver tu  de la propri6tg de minimalit6, il 
existe un ensemble de sommets:  x ~ ,  x ~ , . . .  ,x~r avec les propri6tgs suivan- 
t e s :  xik ~ S (#~ ) et xik ~ ~ _  ~_ .. ..~ S (#j) pour tout  k ..~- l ,  ... , r. 

j ~ k  

~ous  notons x~k~ R(/~k). Au cas des graphes sans circuits, nous pou- 
vons choisir les repr6sentants x ~ x ~ 7  . . . ,  x~ r d~une telle mani~re que {x~, x~ ~ ... 
..., x~ } ~ Coup? (G). 

Si /~, ~, ~ B et ils ont un sommet eommun xk, e~est-~ dire # ~ (/~i, xk , /~ ) ,  
~ ' ~ ( ~ ' i  ,Xk  ,~'~), nous choisirons les repr6sentants  R(#)  et R(~) ainsi  que 
R (tt) ~ S (/~i) et R (~) ~ S (~) ou R (/~) E S (tt 2) et R (~) ~ S (~). 

Duns ee cas, les chemins /~ et ~ seront nommds compatibles au sore- 
met xa.  Si par exemple R(/~)~S(#i)  et R(~)~ S (~ )  et le sous-chemin /~ 
ne eont ient  plus un repr6sentant R (tte), c~est-~-dire S (tte) c , U  S (~/), alors 

nous pouvons eonsid~frer une autre couverture minimale B '  qui s 'obt ient  
de B e n  rempla~ant le chemin tt par le chemin / ~ ' ~  ( t t i , x ~ , ~ , ~ )  et R ~ (/~')E 

S(/~i), R '  (~)r S(~i) , donc les chemins /~ et ~ sont  compatibles en x~.  
Ce proc6d6 d~adjonetion des chemins qui sont incompatibles dans certains 
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sommets  et de changement  de reprdsen tan ts  s 'a r r~te  quand  nous obtenons 
seu lement  des chemins qui out deux reprdsen tan t s  chaeun,  situds auz  
cStds opposds re la t ivement  au sommet  d ' iucompat ibi l i tg .  A u  cas des gra- 
phes  sans  circuits~ il peu t  choisir  un reprdsen tan t  pour  chaque ehemin 
max ima l  qui appar t ien t  ~ la couver tu re  minimale  d 'une  telle fa~on que 
les chemins  de la couver ture  soient deux h deux compat ib les .  

Pou r  deux chemins # et ~ qui sent  incompat ib les  duns le sommet  xk, 
nous  avons  vu  qu'ils exis tent  deux paires  de reprdsen tan t s  R i (#)E S(#i)  ; 

R 2 (#) E S (#~) et R i (~) E S (~i) ; R~ (~) ~ S (v~) si F~ ~ (# i ,  xk,  ~ )  ; ~ ~ (~1, x~ . ~2)" 
Nous avons  done deux var iantes  pour  la compat ib i l i td :  R i (/~) et R i (v) ou 
Re(#) et Rz(v ). Nous choisirons pa r  exemple  les r eprdsen tan t s  uniques 

R i (/~) pour  ~ et R i (v) pour v. 
P o u r  tous les chemins qui sen t  incompat ib les  avee /~ dans certains 

sommets  nous choisirons l~un des deux reprdsen tan t s  ainsi  que la condition 
de compatibi l i t6  soit respectge,  nous  cont inuerons  avec le chemin ~ etc. 

I1 res te  de ddmontrer  que ee procddd cons t ruc t i f  n ' e s t  pas  contradie- 
toire au cas des graphes sans  circuits~ c 'est-~.dire nous ne  pouvons  pas 
a r r ive r  sur  deux chaines dis t inctes  ~ un m~me chemin avec  deux reprd- 
sen tan t s  opposds re la t ivement  i~ un  sommet  d ' incompat ibi l i td .  

D u  point  de vue topologique, cela rev ien t  ~ la ddmons t ra t ion  du fair 
su ivan t  : Si uu cycle avec p sommets ,  reprdsentd duns le p lan  pa r  un poly- 
gone n ' e s t  pas un circuit ,  alors un choix de s points  ( s ~ p - - 1 )  situds 
chacuns  sur  s cbtds consecutifs  (ou sur  ses p r o l o n g e m e n t s ) a i n s i  que la con- 
dit ion de compatibili td (denude ci-dessus) soit sat isfaite,  ddtermine  uu choix 
de points  sur les cbtgs restds avec la rdal isat ion de la condi t ion de com- 
patibil i td.  

La  ddmonstrat ion de cet te propridtg se fair  par  induct ion pa r  rappor t  
p :  nous considdrous un sommet  B du polygone et rempla~ons les ar~tes 

[A,B]  et  [B~ C] a ins i :  les arcs (A, B) et (B, C) par  l 'arc  (A, C) ou les arcs 
(C,B)  et (B,A)  par  (C,A) ou les arcs (A,B)  et (C,B)~ auss i  que les arcs 
(B,A)  et (B, C)par un arc qui ne forme pas  un  circui t  avee les arcs 
rest6s.  

Pou r  le polygone ainsi  cons t ru i t  nous obtenons  un  point  M sur l 'ar~te 
[A, C] qui ddtermine un choix compat ib le  de points  sur  [A,B] et [B, C], 
quelle que soit la posit ion du point  M sur la droite A C~ puree que pour 
un triangle qui n~est pas an circuit~ la propridtd rdsulte aisement. 

Doric nous avons trouvg une couverture minimale B ~ {/~i, #s, ""~/~} et 

un ehoix de reprdsentants telle que les chemins /~,...,/~ soient deux 

deux compatibles. Alors R (B) ~ { R (/~i)~ R (/~s), ... ~ R (#~) } e Coup~ (G). En 

effet~ si le chemin maximal p ~ (~i~Ps, ... ,~) oh ~ est un sous-chemin de 
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/~i (en ve r tu  de la propri4tg de couverture)  a la propridtd S (~ )n  R ( B ) =  ~ ,  
alorS il existe au moins deux chemins incompatibles.  

La propri4td ii) se ddduit  de la d4finition des repr4sentants  et la pro- 
pri4t6 .) de la condition de compatibilitY, done nous avons obteau  aussi 

l ' in~galitd contra i re  : 

rain { I a l  IaECouv~(G)}~__max{]CI ] C E Coups* (G)} C.Q.F.D. 

Pou r  le graphe G = (X, U) avec U l 'ensemble des arcs, l 'on dgfinit (voir 
par  exemple [2]) un graphe q~ ( G ) ~  (Y, V) par  les relat ions suivantes  : 

x=.pE Y <-~-> (x=,xp)E U; (x=,~, x r, ~) E V < - - >  (x=, xz)E U et (xr, xa)E U et  f l=7 .  

P a r  cet te  application, la longueur des chemins,  ~ l 'except ion des cir- 
cuits, decroit  avec une unit~, done nous pouvons caractdriser  les graphes  
sans circuits par  la condition su ivante :  

I1 y a u n  i n d i c e t  avec ~o * ( G ) =  G G o/~ le graphe G ~  nTa aucun sore- 
met  (condition ngcessaire et suffisante). 

P ou r  le graphe G nous d6finissons une couver ture  (par des arcs) comme 
une famille B de chemins avec la proprigt4:  U A ( # ) =  U si Pen no te  par  

k~ EB 

A(#)  l 'ensemble des arcs du therein #. 
iNous obtenons  les ddfinitions de Couv=(G) et de Coup~ (G) si l 'on con- 

sid~re la correspondance : sommet - +  arc, S ( # ) - +  A (#) et X ~ U. 

THI~ORE.'~E l B .  Si le graphe G n'a pas de circuits, alors 

m i n { t B l ] B E C o u v ~ I G ) } = m a x { I  CI I  CECoup~(G)}.  

Pour  la d4monstrat ion s 'applique le th4or~me 1~ pour  le graphe (p (G). 
P ou r  un graphe  G, le hombre minimal des chaines qui couvren t  tous 

les sommets (ou routes les ar~tes) est ggal au nombre des composantes  

connexes du graphe.  
P o u r  obtenir  un r6sul tat  non trivial,  il faut  consid4rer par  exemple  

seulement  les chaines 41~mentaires. 
Un  sommet x E X  est pendant  si I F x u / , - l x [ - ~ - l "  L 'on n o t e  par 

{Gi}~z la famille des composantes connexes du graphe G e t  par  ~ (Gi )  le 
nombre  des sommets pendants  de G~. 

TH~OR~IE 2. Si le graphe G n'a pas de cycles, alors le nombre  mi- 
nimal de chaines ~Mmentaires qui couvrent  t o u s l e s  sommets (ou tous  les 
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arcs, lorsque le gr~phe ne contient  pas de sommets  isolds) est  ~gal ~ [a 

s o m m e , ] P ( G ' )  [ ~ - - ~ -  o~ par  ]a  [ l 'on note le plus pe t i t  ent ier  p lus  grand ou 

4gal ~ a. 

D~.~IONSTRATION. Parce  que le g raphe  G est  sans cycle, chaque com- 
posan te  connexe est  un arbre.  I1 res te  de ddmontrer  que le nombre  mini- 
mal  de chaines maximales qui couvrcn t  un arbre  A avec p (A) sommets  

pendan t s  est  ~gal h ~ . 

Les sommets  te rminaux d 'une  ehaine maximale  de l ' a rb re  A sent  deux 
sommets  pendants  de A. L 'on  note pa r  Ch (A) l ' ensemble  des ehaines max- 
imales de l ' a rbre  A. Nous dgmontrons  d ' abord  que tout  arbre  A avee p ( A ) ~ 4  
ou p (A) -~. 2 eontient  une ehalne max imal  Q ~--- [xi, . . . ,  x~,~] qui a la proprigtg 
su ivan te :  le sous-arbre A o obtenu par  la suppress ion  des sommets  de l 'ensemble 
S(~o)~ U S(~7) a l e  nombre  des sommets  pendan t s  p(Ao)-----p(A)--2.  

c Ch (A) 
~ i '  $ra ~ 8(7/) 

Si /~(A) : 2, la proprigtd est  dvidente.  Dans  le cas 2 ( A ) ~  4, nous 
considgrons un  sommet  pendant  x~. En  ve r tu  de la propri~tg de connexitg 
et de l ' absence  des cycles, ne sont  possibles que les s i tuat ions  su ivan te s :  

a) I1 y a une chaine maximale  [ x l ~ . . . , x k , . . . , x m ]  avec les propridtds 

s u i v a n t o s :  I F x , ~ u F  - ~ x . , I  : 1 ; I F x ,  u F  -~x,]  : 2 pour  i = ~ = l , k , m  et 

b) I1 y a u n e  chaine maximale  [ x i , . . . , x k  .... , x j , . . .  ,x.~] avec les 
propri6tgs suivantes  : I Fx , ,  O F  -~ x,~ ] ~  1 ; [ T 'x~u F -~ x~ I ~ 3 pour  i------k,j 
(k=~:j);  I F x ~ u F - ~ x ~ l - ~ 2  pour  l < i < k  et p o u r j < i < m .  

La chaine Q ~ [x l ; . . . ,x ,~]  dgtermin6e au~ points a), b) vdrifie la pro- 
prifitg 6noncge ci-dessus. Donc il existe une couver ture  par  des chaines 

qui c o n t i e n t / ~ - ~  I chaines,  parce que nous pou- (~l(imentaires de l 'arbre  A 
J ~ 

vons dliminer deux ,~ deux les sommets  pendan t s  et compte  tenu  qu 'un  ar- 
bro avec 3 sommets  pendants  est  couver t  par  deux chalnes maximales .  

L ' on  volt  que ce nombre  est  le nombre  minimal  de chaines ~ldmentai- 
res maximales  d 'une couver ture ,  route  chaine maximale  con tenan t  exacte- 
men t  deux sommets  pendants ,  ce qui achieve la ddmonstra t ion.  

Ces probl~mes de couver ture  p rgsen ten t  int4r6t dans la thdorie des 
r~seaux de communicat ions  ou pour  la const ruct ion des tes ts  pour  les schgmas 
combinatoi res  aux  gl4ments binaires,  qui  r6al isent  certaines fonct ions boo- 
l~ennes [3]. 
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